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ОБЩАЯ  ХАРАКТЕРИСТИКА  РАБОТЫ 
Актуальность темы. Проектирование ракетной техники является сложным  

многоэтапным процессом. Важную роль в проектировании играет исследование 
аэродинамики летательного аппарата (ЛА), целью которого является определение 
аэродинамических характеристик (подъёмной силы, силы сопротивления, положе-
ния центра давления и др.) корпуса и его элементов, необходимых для проведения 
прочностных расчетов и вычисления параметров системы управления. Турбулент-
ные течения занимают особое место при проведении численного моделирования 
внешнего обтекания во время нахождения аэродинамических характеристик (АДХ) 
в связи с необходимостью анализа условий полета, связанных с отрывом потока от 
корпуса ракеты или её оперения. Одна из основных проблем, стоящих на пути вы-
числительной аэрогидродинамики - это моделирование турбулентных течений. 

Наиболее близкие к реальности результаты могут быть получены при внесе-
нии минимальных допущений в исходную математическую модель и численный 
алгоритм решения. В этом смысле наиболее привлекательным является метод мо-
делирования отсоединённых вихрей Detached Eddy Simulation (DNS). Но DNS на 
данный момент не доступен для решения задач с реальной геометрией при боль-
ших числах Рейнольдса. Использование широко распространенных математиче-
ских моделей, основанных на решении уравнений Рейнольдса Reynolds Averaged 
Navier-Stokes equations (RANS) для моделирования обтекания вязкой жидкостью 
корпусов и элементов ракет с реальными геометрическими размерами также ока-
зывается весьма трудоёмким. Прежде всего, это связано со сложностью организа-
ции неравномерной адаптивной расчётной сетки в рассматриваемой области тече-
ния. При неортогональных сетках в многомерных случаях использование обоб-
щённых координат приводит к появлению дополнительных членов в ошибке ап-
проксимации дифференциальных уравнений, описывающих движение газа. При 
быстро растущих сетках и отклонениях от ортогональности более 450 в численном 
решении появляются дополнительные ошибки, влияющие на общую точность ре-
шения.  

Также известно, что численное моделирование течений при больших числах 
Рейнольдса может быть выполнено на модели идеальной жидкости. Применение 
уравнений невязкого газа не требует малых размеров ячеек на поверхности рас-
сматриваемого объекта, а это значительно улучшает устойчивость, сходимость и 
снижает затраты на подготовку численной модели. Уравнения невязкого газа ли-
шены дополнительных параметров, связанных с турбулентностью, что приводит 
их к малой чувствительности к граничным условиям, что также немаловажно при 
подготовке численной модели.  

Возвращаясь к вопросу определения сил воздействия среды на корпус и эле-
менты ракеты, необходимо отметить, что, несмотря на большие возможности вы-
числительной техники, очень важной задачей остаётся проблема повышения эф-
фективности использования ресурсов электронно-вычислительной машины (ЭВМ) 
для решения задач, имеющих большую размерность и многопараметричность. 
Размерность задачи наиболее часто связана с большими числами Рейнольдса, ко-
торые заставляют проводить сильное измельчение области пограничного слоя, 
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увеличивая количество контрольных объёмов в расчётной сетке. Под многопара-
метричностью в данной работе понимается многообразие всевозможных условий 
обтекания, зависящих от чисел Маха, углов атаки, чисел Рейнольдса, а так же раз-
нообразие, связанное и с геометрией. Наиболее ярким примером многопарамет-
ричности для ракетной техники является задача, связанная с выявлением опти-
мальной геометрии крыла конечного размаха в определённом диапазоне изменения 
внешних параметров обтекания. Для данной задачи очень важную роль играет пе-
реход от сложных систем моделирования течения газа к уравнениям Эйлера. 

Цель работы заключается в создании метода математического моделирова-
ния внешнего обтекания летательных аппаратов, основанного на выявлении слож-
ных физических особенностей пристеночного течения при использовании уравне-
ний невязкого газа и аналитических зависимостей теории пограничного слоя. 

Задачи работы. Для достижения поставленной цели необходимо решить сле-
дующие задачи: 
1. Провести анализ режимов обтекания, для которых допустимо применение 
уравнений Эйлера.  
2. Провести анализ существующих полуэмпирических методов описания турбу-
лентного пограничного слоя, позволяющих выявить границы применения уравне-
ний Эйлера и отвечающих требованиям совместного решения при проведении рас-
чётов. 
3. Разработать математическую модель отрыва пограничного слоя, отвечающую 
требованиям эффективного применения совместно с системой уравнений Эйлера. 
4. Разработать методику математического моделирования с использованием мо-
дели отрыва пограничного слоя и уравнений Эйлера для определения аэродинами-
ческих характеристик летательных аппаратов. 
5. Провести численное тестирование разработанного математического метода 
моделирования внешнего обтекания и предложенной математической модели от-
рыва пограничного слоя. Установить эффект применения уравнений Эйлера и ма-
тематической модели отрыва при определении аэродинамических характеристик 
летательного аппарата на примере корпуса и крыла конечного размаха. 

Объектом исследования в данной работе являются отрывные течения и ме-
тоды их моделирования.  

Метод исследования заключается в сравнении упрощенного подхода вычис-
ления АДХ с более сложными вычислительными методами и в выявлении положи-
тельных и отрицательных эффектов. Оценка результатов и точность моделирова-
ния проводятся путём их сравнения с результатами физического эксперимента. 

Для компенсирования недостающей информации экспериментальных данных 
о состоянии пограничного слоя использована современная модель турбулентности 
k-ω SST. Данная модель хорошо моделирует отрывные пристеночные течения и 
широко используется в инженерной практике. Разработанная методика вычисления 
АДХ ЛА позволяет значительно сократить время расчёта, трудоёмкость подготов-
ки численной модели, увеличить устойчивость и уменьшить время сходимости при 
проведении вычислительного эксперимента. 
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Научная новизна полученных результатов заключается в следующем: 
1. разработана математическая модель, определяющая отрыв турбулентного по-
граничного слоя при совместном решении с уравнениями Эйлера, отличающая-
ся от известных тем, что определяющие параметры выделены в явной форме. 

2. определены границы применения уравнений невязкого газа при вычислении аэ-
родинамических характеристик летательных аппаратов; 

3. разработан метод математического моделирования внешнего обтекания лета-
тельных аппаратов с использованием уравнений Эйлера и разработанной мате-
матической модели отрыва пограничного слоя; 

4. проведен численный анализ применения разработанного математического ме-
тода моделирования внешнего обтекания и предложенной модели отрыва по-
граничного слоя при использовании уравнений Эйлера для определения аэро-
динамических характеристик летательного аппарата. 
Основные положения, выносимые на защиту.  
На защиту выносятся: 

1. математическая модель отрыва пограничного слоя, позволяющая прогнозиро-
вать отрыв турбулентного пограничного слоя на основе потенциального обте-
кания, определяющие параметры которой выражены в явном виде; 

2. результаты численного моделирования корпусов и элементов летательного ап-
парата при использовании разработанной математической модели отрыва по-
граничного слоя и уравнений невязкого газа; 

3. метод математического моделирования внешнего обтекания с использованием 
математической модели отрыва пограничного слоя и уравнений Эйлера для оп-
ределения аэродинамических характеристик летательного аппарата, позволяю-
щего значительно экономить время проведения численного эксперимента. 
Теоретическая значимость работы заключается в том, что предложенная ма-

тематическая модель отрыва описывает отрыв турбулентного пограничного слоя и 
его параметры при совместном использовании с уравнениями Эйлера. 

Практическая значимость полученных результатов состоит в том, что ре-
зультаты настоящей работы могут найти широкое применение в области численно-
го моделирования многопараметрических задач стационарной и нестационарной 
аэрогидродинамики ЛА. За счёт существенного сокращения ресурса ЭВМ предла-
гаемый подход позволяет значительно увеличить размерность моделируемой зада-
чи при использовании современных многоядерных персональных вычислительных 
машин. Разработанная математическая модель описания отрыва позволяет опреде-
лять параметры турбулентного пограничного слоя, что дает возможность успешно 
применять её в предварительных расчетах численного моделирования внешних и 
внутренних течений.  

Внедрение работы проведено на выполненном техническом задании1, востре-
бованного предприятием ОАО ОКБ «Новатор».  

                                           
1 Сидельников Р. В. Отчёт о научно исследовательской работе «Определение коэффициентов 
нормальных и продольных сил изолированных крыльев по числам маха и углам» / руководитель 
темы Сидельников Р. В., исполнители: Терехин А. А., Терехина Т. В., (ТЗ от 01.03.2006, по дого-
вору №2006118) / 2006. – 525. 



 

 6 

Апробация работы. Основные положения и результаты работы докладыва-
лись на 6 конференциях.  

Результаты, полученные в ходе выполнения работы, были отмечены 3 гранта-
ми губернатора Челябинской области и грантом предприятия ЗАО «ПГ «Метран». 

Публикации. По результатам исследований, представленных в диссертаци-
онной работе, опубликовано 15 работ, из них 4 статьи опубликованы в журналах, 
рекомендованных ВАК. 

В статье [1] Терехину А.А. принадлежит математическая модель отрыва тур-
булентного пограничного слоя, схема получения решения и алгоритм использова-
ния математической модели отрыва с уравнениями Эйлера. В статье [2] Терехи-
ну А.А. принадлежит постановка вычислительного эксперимента с использовани-
ем моделей вязких и невязких течений применительно к профилям крыльев и про-
ведения анализа влияния состояния пограничного слоя на получение основных ха-
рактеристик профилей крыльев. В статье [3] Терехину А.А. принадлежит поста-
новка численного эксперимента с использованием низкорейнольдсовой модели 
турбулентности и проведения анализа влияния в численном эксперименте напря-
жения трения на распределенное давление по поверхности исследуемого прибора. 
В статье [4] Терехину А.А. принадлежит постановка численного эксперимента и 
проведение анализа возможного применения уравнений невязкого газа для моде-
лирования сверхзвуковой струи. В работах [5-9] Терехину А.А. принадлежит по-
становка численного эксперимента и проведения анализа использования сложных 
систем уравнений газовой динамики при моделировании внешнего обтекания. В 
работах [10-14] Терехину А.А принадлежит подготовка основных блоков програм-
мы трехмерного моделирования газодинамических процессов DynamLGTM, на ко-
торую получено свидетельство о государственной регистрации [15]. Авторский 
вклад Терехина А.А. в программу DynamLGTM состоит в создание модулей про-
граммы моделирования ламинарных и турбулентных течений, локального измель-
чения, сохранения и загрузки данных расчета, аппроксимации исследуемого тела в 
расчетной области, отображения полей течения в двумерной области, расчета ин-
тегральных, распределенных аэродинамических характеристик и создание оконча-
тельного программного кода. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, вы-
водов и заключения, списка использованной литературы (92 наименования). Рабо-
та содержит 129 страниц и 131 рисунок. 

СОДЕРЖАНИЕ  РАБОТЫ 
Во введении обоснована актуальность темы, сформулирована цель и постав-

лены задачи диссертационной работы. 
В первой главе проведен обзор литературы по современным методам описа-

ния движения вязкого газа. В главе выделяется проблема, связанная с отрывными 
течениями, и её роль в определении аэродинамических характеристики элементов 
и корпусов ракет. Проводится анализ методов, описывающих состояние погранич-
ного слоя, основанных на результатах численного решения потенциального обте-
кания. Рассмотренные в главе 1.1 математические подходы моделирования вязких 
течений являются достаточно трудоемкими, они требуют значительного времени 
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для проведения вычислений и не подходят для многопараметрических задач ра-
кетной техники. 

В главе 1.2 рассмотрены подходы, используемые в теории турбулентного по-
граничного слоя. На их основе формулируется модель отрыва, позволяющая эф-
фективно применять уравнения Эйлера для моделирования внешнего обтекания. 

Во второй главе проводится анализ дифференциальных математических мо-
делей, описывающих внешнюю аэродинамику. Из анализа следует, что для эконо-
мии вычислительных ресурсов наиболее предпочтительной является модель невяз-
кого газа. Уравнения Эйлера не содержат вязкостных слагаемых, что позволяет ис-
ключить пограничный слой из расчета. Отсутствие пограничного слоя упрощает 
постановку численного моделирования и существенно сокращает потребную опе-
ративную память вычислительной машины.  

Особенностью второй главы является наличие полуэмпирических зависимо-
стей, применяемых в дальнейшем для разработки математической модели отрыва 
пограничного слоя. Предлагаемая модель, описывающая отрыв пограничного слоя, 
основана на уравнении импульса, записанного в параметрах теории пограничного 
слоя. Для описания пограничного слоя на поверхности профилей крыльев и крыльев 
конечного размаха воспользуемся уравнением импульса для двумерного погранич-
ного слоя (Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. М.: Наука, 1974.): 

( )
2

1

02
12

22

(x)U(x)ρ

(x)τ
M(x)(x)H2

dx

dU(x)

U(x)

(x)δ

dx

(x)dδ
−=−++ .                 (1) 

Уравнение импульса для осесимметричного пограничного слоя, имеющего место на 
телах вращения, имеет вид (Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. М.: Наука, 
1974.): 

( )
2

1

022
12

22

(x)U(x)ρ

(x)τ

dx

dr(x)

r(x)

(x)δ
M(x)(x)H2

dx

dU(x)

U(x)

δ

dx

(x)dδ −=+−++ ,    (2) 

где 
M(x) – число Маха на внешней границе пограничного слоя; (x)ρ1  – плотность на 
внешней границе пограничного слоя, кг/м3; r(x)  – радиус кривизны обтекаемого 
тела, м; U(x)  – скорость в направлении оси x (вдоль стенки) на внешней границе 

пограничного слоя, м/с; 
(x)δ

(x)δ
(x)H

2

1
12 =  - формпараметр; (x)δ1  – толщина вытесне-

ния; (x)δ2  – толщина потери импульса. 
Толщину потери импульса  (x)δ2  в формулах (1) и (2) определим по методике 

Труккенбродта (Truckenbrodt E. Ein Quadraturverfahren zur Berechnung der laminaren 
und turbulenten Reibungsschicht bei ebener und rotationssymmetrischer Stromung. 
Ing. 1952): 
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= ∫  – коэффициент, учитывающий начальную 

длину ламинарного участка; l  – длина профиля (тела вращения), м; 
0.139

f Re(x)0.02666(x)C −⋅= – коэффициент турбулентного сопротивления продоль-

но обтекаемой; 
µ

ρxU
Re(x) ∞∞ ⋅⋅

= – число Рейнольдса; flC – коэффициент лами-

нарного сопротивления продольно обтекаемой пластины; ∞U  – скорость невозму-
щённого потока, м/с; ∞ρ  – плотность невозмущённого потока, кг/м3; µ  – коэффи-
циент динамической вязкости, обусловленный молекулярным переносом, сПа ⋅ ; 
хпер – точка перехода пограничного слоя из ламинарного в турбулентный, м; n=6 – 
коэффициент, полученный аппроксимацией экспериментальных данных турбу-
лентных пограничных слоёв при различных значениях формпараметра H12 при 
анализе турбулентной диссипации к числу Рейнольдса. 

Формпараметр (x)H12  определяется из двух формул: Труккенбродта, выведен-
ной путём аппроксимации касательного напряжения на стенке для различных тур-
булентных пограничных слоёв, от параметра (x)H12  и логарифмической формулы 
Сквайра для продольно обтекаемой пластины с турбулентным пограничным слоем 
(Squiге Н. В. Note on the motion inside a region of recirculation (Cavity Flow). Aero-
naut. 1956): 
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 ⋅⋅

⋅⋅−=
2

2

0,268

2

12

µ

ρ(x)(x)δU(x)
4,075lg

µ

ρ(x)(x)δU(x)

0,123

0,0288
lg

0,678

1
(x)H .           (4) 

Недостающие параметры потока (U(x) , (x)M 2 ,ρ(x )) вычислим уравнениями невяз-
кого газа (Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. М.: Наука, 1974). 

В третьей главе проводится анализ возможного использования дискретного 
аналога модели невязкого газа для турбулентных течений на примере обтекания 
профилей крыльев RAE 2822, NACA 0012, MBB-A3 и тел вращения конус-
цилиндр и оживало-цилиндр при определении их аэродинамических характери-
стик. 

Результаты, полученные диссертантом с использованием уравнений невязкого 
газа, хорошо согласуются с экспериментальными данными и результатами, полу-
ченными автором с использованием k-ω SST модели турбулентности для течений, 
не имеющих отрыва пограничного слоя.  

При наличии отрыва пограничного слоя наблюдаются значительное расхожде-
ние коэффициента давления, вычисленного с использованием уравнений невязкого 
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газа с экспериментальными данными и результатами, полученными диссертантом с 
использованием модели k-ω SST.  

Уравнения Эйлера хорошо моделируют безотрывные течения, это так же под-
тверждается  сравнением интегральных характеристик, наибольшее расхождение 
которых не превышает 10% от экспериментальных данных. Отсутствие вязкостных 
слагаемых в уравнениях Эйлера приводит к большим погрешностям моделирова-
ния отрывных течений, расхождение интегральных характеристик по сравнению с 
экспериментальными данными достигает 40%. Для выявления возможного отрыва 
течения предлагается математическая модель, с помощью которой можно разде-
лить безотрывные течения и течения с возможным наличием отрыва.  

В четвёртой главе автором формулируется математическая модель отрыва 
пограничного слоя. Она является обобщением двух различных методик дополнен-
ных уравнениями теории пограничного слоя. За критерий, описывающий возмож-
ность отрыва пограничного слоя, принят коэффициент поверхностного трения, ко-
торый обращается в ноль в месте отрыва. Для плоского пограничного слоя коэф-
фициент поверхностного трения определяется из теоремы импульсов (1): 

 ( )
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dU(x)
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2(x)C .          (5) 

Толщина потери импульса вычисляется по методу Труккенбродта (Truckenbrodt E. 
Ein Quadraturverfahren zur Berechnung der laminaren und turbulenten Reibungsschicht 
bei ebener und rotationssymmetrischer Stromung. Ing. 1952): 
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где  
l  – длина профиля, м; 

Формпараметр (x)H12  определяется по формуле (4). Недостающие параметры 

потока (U(x) , (x)M 2 ,ρ(x )) вычисляются уравнениями Эйлера. 
Одним из преимуществ, предлагаемых диссертантом в данном подходе фор-

мул, является то, что определяемые промежуточные параметры пограничного слоя 
(x)δ2  и (x)H12  выражены в явном виде, это значительно облегчает нахождение 

(x)C f
имп .  
Использование формулы (5), основанной на уравнении импульсов, хорошо со-

гласуются с результатами эксперимента (AGARD Report AR. 1979. No. 138) в об-
ластях, где нет скачков уплотнения. Как показал анализ, применения данной зави-
симости в области трансзвукового обтекания невозможно, вычисленный коэффи-

циент (x)Cf  терпит разрыв. Это связано с тем, что функция 
dx

(x)dδ2  в зоне скачка 

уплотнения имеет разрыв, что приводит к невозможности использование зависи-
мости (5) в зоне скачка уплотнения. Для нахождения коэффициента поверхностно-
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го трения в зоне скачка уплотнения воспользуемся формулой Сквайра, которая не 

имеет слагаемого 
dx

(x)dδ2  и поэтому не терпит разрыва: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
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2

2

2

2

f
Скв

µ

xρxδxU
4,075lg

0,0288

Uρ

xUxρ
2(x)C .                          (7) 

 
Переход от формулы (5) к (7) производится условным оператором: 

( )f
Скв

f
имп

f C,CminC = .                                                (8) 
Как показали результаты исследований диссертанта формула (8) достаточно на-
дежно моделирует отрыв пограничного слоя в зоне скачка уплотнения (рис. 1, б). В 
случае безотрывного обтекания формула (8) не прогнозирует отрыва пограничного 
слоя, что так же подтверждается физическим и численным экспериментами () 
(рис. 1, а). 

 
Рис. 1. Изменение коэффициента поверхностного трения по поверхности профиля RAE 2822 без 
отрыва и отрывом пограничного слоя (c – длина профиля) (AGARD Report AR. 1979. No. 138). 

 
Для определения отрыва пограничного слоя на телах вращения уравнение (2) 

для коэффициента поверхностного трения запишем в виде: 
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22
12

22

2

2

f
имп

,                  (9) 

где r – текущий радиус обтекаемого тела вращения. Уравнения (6), (7) и (8) оста-
ются неизменными. 

Отрыв потока у тел вращения начинается с носовой части. Сам срыв потока 
является трёхмерным и переходит на цилиндрическую часть. Вихревая пелена по-
является на заветренной стороне цилиндра.  
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При увеличении угла атаки на заветренной стороне корпуса начинает разви-
ваться вторичное течение, которое имеет трёхмерный характер. Для учета трех-
мерного характера отрыва пограничного слоя с поверхности тел вращений диссер-
тантом вводится полуэмпирический поправочный коэффициент на слагаемое 

dx

dU(x)

U(x)

1  в уравнении (9). Этот коэффициент изменяется от условий обтекания и 

зависит от степени сжимаемости: 
1M0,038M1,048C 2

поправ +⋅−⋅= .                               (10) 

С учётом поправочного коэффициента (10) формула (9) запишется в виде: 

[ ] ( )
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δ
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dx

dU(x)
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(x)δ
1M0,038M1,048

dx

(x)dδ

Uρ

(x)Uρ(x)
2C

2

2
12

222

2

2

f
имп

.   (11) 

При обтекании без отрыва пограничного слоя и с его отрывом формула (8), в 
которую входит уравнение (11), достоверно прогнозирует наличие отрыва в тече-
ниях, где он присутствует, что соответствует физическому эксперименту 
(рис. 2, 3).  

Предложенный диссертантом поправочный коэффициент позволяет регистри-
ровать наличие отрыва пограничного слоя, имеющего сложную вихревую структу-
ру. 
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Формула (8)

 
Рис. 2. Оживало – цилиндр, 

0,7M =∞ , 31,51α = , 61052,0Re ⋅= . 

Обтекание с отрывом пограничного слоя. 
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Рис. 3. Оживало – цилиндр,  

,21M =∞ , 13,5α = , 61063,0Re ⋅= . 

Обтекание с без отрыва пограничного слоя. 
Распределение коэффициента поверхностного трения по заветренной стороне корпуса с учётом 

поправочного коэффициента на слагаемое 
dx

dU(x)

U(x)

1 (D–диаметр корпуса). 

 
Таким образом, зависимость (8) в совокупности с уравнениями невязкого газа 

позволяет приближённо определять изменение напряжения трения по поверхности 
профилей и тел вращений. Формула (8) используется для определения границ при-
менимости уравнений невязкого газа. Применение уравнений невязкого газа в 
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свою очередь, по сравнению с более сложными подходами, позволяет вести расчё-
ты на крупных сетках, уменьшая время расчёта и снижая трудоёмкость подготовки 
математической модели от стадии создания расчётной сетки до обработки резуль-
татов. 

В пятой главе диссертантом проводится оценка эффективности применения 
предложенной математической модели отрыва и уравнений Эйлера, формируя ме-
тод математического моделирования с использованием математической модели 
отрыва пограничного слоя и уравнениями Эйлера для моделирования внешнего 
обтекания летательного аппарата. В качестве исследуемых объектов используются 
крыло конечного размаха различной конфигурации и корпус крылатой ракеты под-
водного старта (Тарас А. Е. Атомный подводный флот 1955-2005. М.: АСТ, 2006). 

При рассмотрении численного расчета, автором предложено разбить числен-
ное моделирование внешнего обтекания на следующие основные этапы: 1) генера-
ция сетки предварительного расчёта; 2) предварительный расчёт параметров тече-
ния с использованием упрощённых моделей; 3) генерация сетки основного расчёта 
для заданного числа Re; 4) основной расчёт. 

Необходимо отметить, что как показал численный анализ, проведенный дис-
сертантом, в некоторых случаях вместо предварительного расчёта с использовани-
ем методов численного моделирования можно прибегать к полуэмпирическим ме-
тодам определения параметров пристеночной области (например, с использовани-
ем формул определения поверхностного трения для пластины или других упро-
щённых зависимостей). Применение приближённых формул для определения раз-
меров пристеночной области не всегда оправдывается, так как при неверном выбо-
ре параметров расчёт придётся проводить заново с уточнёнными значениями при-
стеночной области. Это ведёт к удвоению затраченного времени, что является 
крайне неэффективным при решении многопараметрических задач. Использование 
в предварительном расчёте модели невязкого газа и модели отрыва позволяет ис-
ключить накладываемые ограничения на генерируемую пристеночную область и 
достаточно точно определить параметры пограничного слоя. Если точность ре-
шаемой задачи лежит в диапазоне 10% процентов, течение является безотрывным, 
то результаты предварительного расчёта можно принять за окончательные, тем са-
мым исключить проведение расчетов с использованием сложных математических 
моделей. 

Если при анализе течения формула (8) прогнозирует отрыв пограничного 
слоя, то целесообразно проведенный расчет использовать как предварительный, из 
которого можно определить необходимые размеры пристеночной области и ориен-
тировочные точки отрыва пограничного слоя. Выбрав модель турбулентности и 
определив критерий +y  с помощью выражения 

2

U(x)c
ρ

µy
∆y(x)

2
f ∞

+

⋅

⋅=  ,                                                 (12) 

можно достаточно просто определить размер ячейки (∆y) на поверхности корпуса 
для заданных чисел Рейнольдса. Так как предложенная математическая модель от-
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рыва вычисляет коэффициент напряжения поверхностного трения достаточно точ-
но, то использование формулы (12) для вычисления ∆y является наиболее целесо-
образным. С учетом использования данных, полученных с применением  уравне-
ний Эйлера и разработанной модели в качестве предварительных результатов, об-
щее сокращение времени постановки вычислительного эксперимента с наличием 
отрывных и безотрывных течений, составляет 1,8 раза. 

Как показали численные эксперименты при моделировании внешнего обтека-
ния на поверхности исследуемых объектов могут образовываться отрывные зоны. 
В соответствии со схемой проведения численного эксперимента с использованием 
уравнений Эйлера полученные результаты необходимо брать в качестве предвари-
тельных. Если отрывных зон не обнаруживается, то вычислительный эксперимент 
можно считать законченным. Сформулируем укрупнённую структуру метода ма-
тематического моделирования внешнего обтекания с использованием математиче-
ской модели отрыва и уравнений Эйлера: 1) проведение численного моделирова-
ния с использованием уравнений Эйлера; 2) определение границ применимости 
уравнений Эйлера с использованием разработанной математической модели отры-
ва и определение параметров пограничного слоя; 3) если применять уравнения Эй-
лера для данного течения нельзя, переходим на математические модели более вы-
сокого уровня; 4) если применять уравнения Эйлера можно, то заканчиваем расчет. 

В предлагаемом методе математическая модель отрыва пограничного слоя ис-
пользуется для определения границы применимости уравнений Эйлера и обеспе-
чивает переход от уравнений Эйлера к уравнениям, учитывающим вязкостные эф-
фекты. Математическая модель отрыва позволяет выявить особенности модели-
руемого пограничного слоя: наличие отрыва и его положение, толщину погранич-
ного слоя и напряжение трения на поверхности. Эти данные необходимы для по-
строения расчетной области, удовлетворяющие требованиям более сложных сис-
тем численного моделирования, учитывающих вязкостные эффекты. 

 
ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Проведенный диссертантом анализ современных методов моделирования тур-
булентных течений показал, что их применение для многопараметрических задач 
является неэффективным из-за требуемого времени вычислений и сложности по-
становки численного эксперимента. Из рассмотренных в главе 2 дифференциаль-
ных математических моделей, применяемых для определения аэродинамических 
характеристик ракет, наиболее экономичной является модель на основе уравнений 
Эйлера. За счет отсутствия вязкостных слагаемых использование уравнений невяз-
кого газа позволяет существенно сократить время решения задач внешней аэроди-
намики. Проведенные диссертантом в главе 3 тестовые расчёты обтеканий профи-
лей крыльев и тел вращений с применением уравнений Эйлера показали хорошее 
совпадение полученных аэродинамических характеристик с экспериментальными 
данными для безотрывных течений (максимальное расхождение не превышает 
10%). Выявление безотрывных течений проводится путем определения наличия 
отрыва пограничного слоя с помощью разработанной диссертантом в главе 4 ма-
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тематической модели отрыва. Данная модель основана на обобщении и дополне-
нии существующих уравнений теории пограничного слоя. Модель отрыва отвечает 
требованиям совместного применения с уравнениями Эйлера и не влечет увеличе-
ния вычислительного времени при постановке численного эксперимента. За крите-
рий, характеризующий отрыв пограничного слоя, автором выбран коэффициент 
поверхностного трения. Условием отрыва является обращение коэффициента по-
верхностного трения в ноль. В тестовых расчетах обтеканий профилей крыльев и 
тел вращения, проведенных автором, модель отрыва достоверно определяет отрыв 
пограничного слоя. Выбор коэффициента поверхностного трения в качестве кри-
терия, описывающего отрыв пограничного слоя, позволяет использовать результа-
ты вычислений в качестве предварительных данных. Это добавляет разработанной 
математической модели отрыва и предложенной схеме универсальности и эффек-
тивности.  

Для совместного использование уравнений Эйлера и математической модели 
отрыва для определения АДХ ЛА диссертантом разработана методика математиче-
ского моделирования. Проведенная в главе 5 апробация показала, что методика 
математического моделирования с использованием математической модели отрыва 
пограничного слоя и уравнениями Эйлера уменьшает время проведения расчетов 
внешнего обтекания минимум в 2 раза и снижает потребную оперативную память 
ЭВМ примерно в 10 раз. Для смешанных случаев обтекания, когда имеются тече-
ния с отрывами и без отрыва пограничного слоя, среднее уменьшение времени 
расчетов примерно в 4 раз. При этом необходимо отметить, что верхняя граница 
увеличения производительности зависит от типов течений и характера многопара-
метричности решаемой задачи. 

 Таким образом, подводя итог проведенных исследований диссертантом, вы-
делим основные результаты работы: 
1. проведен анализ режимов обтекания, для которых допустимо применение 
уравнений Эйлера; 
2. проведен анализ существующих полуэмпирических методов описания турбу-
лентного пограничного слоя, позволяющих выявить границы применения уравне-
ний Эйлера и отвечающих требованиям совместного решения при проведении рас-
чётов; 
3.  разработана математическая модель отрыва пограничного слоя, отвечающая 
требованиям эффективного применения совместно с системой уравнений Эйлера; 
4. разработан метод математического моделирования с использованием модели 
отрыва пограничного слоя и уравнений Эйлера для определения аэродинамических 
характеристик летательных аппаратов; 
5. проведено тестирование предложенной математической модели отрыва по-
граничного слоя и метода математического моделирования с использованием мо-
дели отрыва и уравнений Эйлера. Установлен эффект применения уравнений Эй-
лера и математической модели отрыва при определении аэродинамических харак-
теристик летательного аппарата на примере корпуса крылатой ракеты и крыла ко-
нечного размаха. 
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