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ВВЕДЕНИЕ 

 

Современные изделия машиностроения представляют собой сложные 

технические системы, включают различные детали и механизмы. Формиро-

вание нормативной базы, определяющей работоспособность технических 

систем, следуя представленным в работах Н.А.Махутова, В.Н.Пермякова, 

М.М.Гаденина, А.О.Чернявского, С.А.Тимашева, В.В.Москвичева, A.M. 

Freudenthal, E. J. Gumbel и других авторов подходам [59, 60, 61, 62, 63, 176, 

192,  193, 194, 241], включает как традиционные методы решения проблемы 

безопасной эксплуатации изделий с позиций прочности, ресурса и надежно-

сти, так и новые методы, критериями которых являются живучесть, риск (в 

вероятностно-экономической постановке) и безопасность.  

В процессе эксплуатации машин и технических изделий их детали, в по-

давляющем большинстве случаев, подвергаются воздействию случайных на-

грузок. Для оценки прочностной надежности деталей на основе математиче-

ского аппарата параметрической статистики, начиная с 80-х годов ХХ века, в 

работах В.П. Когаева, С.В. Серенсена, Р.М. Шнейдеровича, Н.А. Махутова, 

А.П. Гусенкова, В.В. Болотина, С.А. Тимашева, Г.А. Снесарева, Д.Н. Реше-

това, А.С. Иванова, K. C. Kapur, L.R. Lamberson, E.B. Haugen, E. Haibach, D. 

Schütz и других ученых [14, 20, 21, 34, 36, 37, 48, 49, 51, 52, 79, 98, 99, 106, 

176, 248, 263] предложены вероятностные методы расчета различных деталей 

машин, позволяющие учесть случайные вариации характеристик предельных 

(допускаемых) и действующих напряжений и установить вероятность безот-

казной работы или отказа, при этом постулируется, что как предельные, так и 

действующие напряжения подчиняются нормальному закону распределения. 

Условность такого подхода отмечают сами авторы (Д.Н. Решетов, А.С. Ива-

нов, В.З. Фадеев [98]). Это следствие использования, по сути, аналитических 

методов расчета вероятности и ограниченности их возможностей при работе 

со сложными математическими зависимостями, содержащими случайные ве-

личины с различными законами распределения.  
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Проблемой оценки риска возникновения отказов потенциально опасных 

изделий, как показано в работах Н.А.Махутова, В.Н.Пермякова, 

М.М.Гаденина, О.Ф.Чернявского  [61, 62, 63, 218, 335], является значитель-

ная зависимость вероятности безотказной работы от законов распределения 

характеристик механических свойств материала и нагрузок, для которых 

также традиционно принимается нормальный (логнормальный) закон рас-

пределения.  

В рамках приоритетных направлений прикладной статистики 

(А.И.Орлов [72, 73]) в последние годы интенсивно используются методы не-

параметрической статистики (В.Н.Сызранцев, С.Л.Голофаст, С.В.Поршнев 

[82, 83, 130, 131, 132, 174, 185, 302]), потенциальные возможности которых, 

совместно с методами компьютерного моделирования фактических законов 

изменения действующих и допускаемых напряжений, позволяют существен-

но снизить условности расчета прочностной надежности потенциально опас-

ных изделий. Известен опыт применения аппарата непараметрической стати-

стики в задачах распознавания образов (цели), медицине, криптографии, 

макроэкономике, там, где принятие ошибочного решения приводит к тяже-

лым последствиям. Учет фактических законов распределения нагрузок может 

принципиально изменять результаты расчета вероятности отказа изделий. 

Так, например, оценка прочностной надежности газопровода Уренгой-

Сургут-Челябинск по данным 15 компрессорных станций показала 

(В.Н.Сызранцев, В.В.Новоселов, П.М.Созонов, С.Л.Голофаст [132]), что ни 

на одном из участков возникающие в трубе напряжения (выборки длиной 365 

значений за год эксплуатации) нормальному закону не подчиняются, при 

этом вероятность отказа (при идентичных геометрических параметрах труб, 

неизменных характеристиках механических свойств их материала и отсутст-

вии дефектов) изменяется на несколько порядков. 

Важнейшей задачей при проектировании и эксплуатации машин являет-

ся выявление на входящих в них узлах и деталях мест опасной концентрации 

напряжений и оценка прочностной надежности этих деталей и узлов. При ис-
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следовании напряженно-деформированного состояния (НДС) деталей, для 

которых отсутствуют аналитические методы расчета, в настоящее время ус-

пешно используются численные методы. В то же время, решение различных 

инженерных задач с помощью современных программных продуктов, реали-

зующих метод конечных элементов (МКЭ), свидетельствует, что их исполь-

зование не позволяет при случайном характере нескольких внешних нагрузок 

установить места концентрации напряжений в детали и функции их распре-

деления, необходимые для расчета надежности детали.  

При расчете долговечности деталей с допустимой вероятностью отказа 

(1%…10%) необходимо знание функций плотности распределения чисел 

циклов до разрушения. Эти функции, как показывают результаты обработки 

данных усталостных испытаний, законами, разработанными в рамках пара-

метрической статистики, не описываются. Для прогнозирования долговечно-

сти деталей общепромышленного использования в условиях случайного ре-

жима их нагружения традиционно применяется гипотеза (корректированная) 

линейного суммирования повреждений, при этом принимаемая равной еди-

нице предельная величина повреждения по экспериментальным данным из-

меняется от 0,01 до 10. 

Достоверность расчетных данных о распределении деформаций в дета-

лях сложной геометрической формы определяется их согласованием с ре-

зультатами экспериментальных исследований. Для статических расчетов 

контроль результатов расчета возможен на основе данных регистрации де-

формаций путем электротензометрирования. Если же деталь работает в усло-

виях случайного воздействия внешних нагрузок, то по ряду причин устано-

вить соответствие результатов даже корректно выполненного конечно-

элементного анализа экспериментальным данным, полученным с помощью 

электротензометров, весьма проблематично. В то же время распределение 

циклических напряжений на поверхности деталей, полученное именно в про-

цессе их натурных испытаний, не только дает объективную информацию о 

нагруженности деталей, но и является основой для совершенствования как 
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методов расчета их на прочность и надежность, так и разработки уточненных 

методов прогнозирования ресурса. Одним из эффективных путей решения 

проблемы является использование специальных средств диагностики устало-

стных повреждений (датчиков деформаций интегрального типа - ДДИТ), раз-

работка которых и методик их использования при исследовании нагруженно-

сти и долговечности различных деталей и металлоконструкций машин в ус-

ловиях стендовых и эксплуатационных испытаний выполнена в работах В.Н. 

Сызранцева, С.Л. Голофаста, С.В. Панина, М.В. Буркова О.В. Богомолова, 

Е.Н. Слесарева, А.И. Маленкова, П.В. Москвина и других отечественных 

ученых [18, 24, 30, 41, 44, 57, 65, 70, 77, 94, 95, 100, 110, 120, 125, 127, 178, 

186, 212, 213, 288, 306, 308, 309]. Распространение методик использования 

ДДИТ в практике экспериментальных исследований сварных соединений, 

зубчатых колес, живучести металлоконструкций, прогнозирования остаточ-

ного ресурса  требует разработки специальных методов тарирования датчи-

ков и создания математического обеспечения обработки их реакции.  

Цель работы: совершенствование методов оценки нагруженности, на-

дежности и долговечности деталей общепромышленного применения (зубча-

тых передач, валов, подшипников качения, корпусных деталей), учитываю-

щих реальные законы распределения случайных величин внешних эксплуа-

тационных нагрузок, действующих и допускаемых напряжений, чисел цик-

лов до разрушения независимо от сложности законов.  

Генеральной идеей разрабатываемого подхода является использование 

данных прочностного расчета деталей численными методами теории упруго-

сти и результатов оценки распределения по поверхности детали деформаций, 

зафиксированных с помощью ДДИТ в процессе работы исследуемых деталей 

в эксплуатационных условиях. Восстанавливаемая в процессе компьютерно-

го моделирования случайных внешних воздействий или с использованием 

информации с ДДИТ фактическая нагруженность деталей является исходной 

для прогнозирования их долговечности и оценки прочностной надежности, 

решаемых на основе развития кинетической теории усталости 
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Е.К.Почтенного [84, 86, 87, 88, 89] и методов непараметрической статистики 

[2, 44, 130, 131, 132, 174, 185, 187, 195]. 

Предметом исследования являются зависимости прочностной надеж-

ности деталей машин и оборудования от характера распределений дейст-

вующих и предельных напряжений, не поддающихся аналитическому описа-

нию в рамках параметрической статистики. 

Объект исследования: детали машин общепромышленного примене-

ния, такие как зубчатые передачи; валы, подшипники качения; литые и свар-

ные корпусные детали, металлоконструкции машин. 

Основные задачи исследования 

1. Для деталей общепромышленного применения разработать методики, 

позволяющие оценивать прочностную надежность деталей независимо от 

сложности функций плотности распределения действующих и предельных 

напряжений.  

2. Предложить методики и алгоритмы определения параметров моделей 

кинетической теории многоцикловой усталости, позволяющие при расчете 

долговечности учесть реальные законы распределения чисел циклов нагру-

жения образцов до поломки и накопление усталостных повреждений в об-

разцах при нерегулярном нагружении. 

3. Разработать методы экспериментального определения эквивалентных 

напряжений и эквивалентных чисел циклов деформирования по повреждаю-

щему воздействию на основе использования датчиков деформаций перемен-

ной чувствительности (ДДПЧ). 

4. Разработать расчетно-экспериментальные методы прогнозирования 

долговечности работы детали или металлоконструкции, подвергающихся в 

условиях эксплуатации сложному спектру нагружения. 

Методология проведения исследований. Методологическими и теоре-

тическими основами исследования являются концептуальные положения 

теории вероятности,  параметрической и непараметрической математической 

статистики, планирования эксперимента, кинетической теории усталости ме-
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таллов и теории упругости, методов конечных и граничных элементов, тео-

рии зубчатых зацеплений, прикладные исследования по проектированию, из-

готовлению, испытаниям и эксплуатации деталей и элементов механизмов и 

машин. 

Научная новизна 

 На основе аппарата непараметрической статистики и методов компью-

терного моделирования разработан новый подход к оценке вероятности без-

отказной работы деталей общепромышленного применения, позволяющий 

при расчете действующих и предельных напряжений учитывать реальные их 

ФПР, отражающие фактические законы внешних нагрузок и законы вариации 

механических характеристик материала.  

 В рамках кинетической теории усталости впервые построены матема-

тические модели определения имеющихся в материале начальных поврежде-

ний и расчета эквивалентных по повреждающему воздействию напряжений. 

 Предложен способ статистической обработки цифровых снимков реак-

ции ДДИТ, позволяющий в три раза повысить точность ее оценки. Установ-

лено, что граница реакции на датчике в виде первых "темных пятен" соответ-

ствует линии уровня суммарной амплитуды деформаций сжатия детали. Для 

ДДПЧ впервые разработаны математические модели, обеспечивающие реше-

ние задач калибровки датчиков, определения по показаниям ДДПЧ эквива-

лентных напряжений и эквивалентных чисел циклов деформирования. 

 Разработан расчетно-экспериментальный метод прогнозирования дол-

говечности деталей в условиях эксплуатации при случайном нагружении, 

включающий: определение эквивалентного по повреждающему действию 

числа циклов с помощью обработки реакции ДДПЧ, восстановление непара-

метрическими методами статистики ФПР напряжений и прогнозирование 

долговечности на основе математических моделей, построенных в соответст-

вии с кинетической теорией усталости. 
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Практическая ценность и реализация результатов работы.  

1. Разработанные программы для оценки прочностной надежности деталей 

общепромышленного применения позволяют рассчитать вероятность их без-

отказной работы в зависимости от режима нагружения, а также рекомендовать 

предельные величины внешних нагрузок при переходе к другому режиму экс-

плуатационного нагружения. 

2. Программная реализация метода оценки надежности изделий сложной гео-

метрической формы, подвергающихся в условиях эксплуатации воздействию 

нескольких случайных нагрузок, позволит предприятиям-изготовителям осу-

ществлять оптимизацию геометрической формы деталей с учетом условий их 

будущей эксплуатации еще на этапе проектирования. 

3. Реализация разработанных методик решения задач восстановления ФПР 

предела выносливости, расчета границ доверительных интервалов позволяет 

при использовании кинетической теории усталости учесть фактические зако-

ны распределения чисел циклов нагружения до разрушения образцов, оце-

нить и исключить систематические ошибки статистической обработки дан-

ных испытаний образцов методом линейного регрессионного анализа.  

4. Для исследования характера распределения напряжений в сварных соедине-

ниях предложен оригинальный способ тарирования ДДИТ с использованием 

образцов, специальная геометрическая форма которых получена с учетом ана-

лиза НДС образцов. Разработанные методики применения ДДПЧ впервые по-

зволяют при экспериментальных исследованиях деталей исключить инкуба-

ционный период до появления на датчиках реакции, фиксировать реакцию в 

любой момент прерывания испытаний изделия при существенном упрощении 

процедуры ее оценки, в условиях эксплуатационного нагружения деталей оп-

ределять величину эквивалентных напряжений или эквивалентных чисел цик-

лов нагружения. 

5. Предложенный метод оценки долговечности деталей позволяет определить 

во временном диапазоне остаточный срок службы детали при эксплуатации  

с вероятностью 1%...10%. 
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Достоверность разработанных методик оценки вероятности безотказ-

ной работы деталей обусловлена применением методов непараметрической 

статистики, апробированных ранее в других отраслях знаний, и подтвержда-

ется согласованием результатов расчета со статистикой отказов деталей. Ре-

зультаты конечно-элементного моделирования согласуются с данными стен-

довых испытаний оборудования. Построенные математические модели опре-

деления эквивалентных напряжений и эквивалентных чисел циклов нагруже-

ния, зависимости методического обеспечения методик применения датчиков 

деформаций переменной чувствительности основаны на использовании ус-

пешно применявшейся для оценки долговечности деталей кинетической тео-

рии механической усталости. Достоверность разработанного расчетно-

экспериментального метода прогнозирования долговечности деталей основа-

на на установленной взаимосвязи реакции ДДИТ с накоплением поврежде-

ний в материале детали.  

 

Выполненные расчеты НДС корпусных и других деталей трубопровод-

ной арматуры  (ОАО "Курганский завод трубопроводной арматуры "ИКАР", 

ЗАО "НПП "Сибтехноцентр") позволили на этапе их проектирования осущест-

вить конструкторскую доработку корпусных деталей по критерию прочности 

и герметичности. Предложенная методика определения нагруженности дета-

лей с многопарным контактным взаимодействием использована для расчета 

подшипников качения при нетрадиционной схеме их нагружения в составе 

привода импульсной передачи (Институт машиноведения УрО РАН) и для ис-

следования характера распределения нагрузки между ротором и статором вин-

тового забойного двигателя. Разработанные методы оценки прочностной на-

дежности передач, валов, подшипников использованы при проектировании 

приводов в Институте механики ГОУ ВПО ИжГТУ , УНПЦ "Механик", ООО 

«НПП Авионика и Мехатроника». 

Работа является составной частью ряда проектов, выполненных в рам-

ках научно-технических программ, двух госбюджетных НИР ТИУ: "Иссле-
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дование работоспособности и повышение долговечности и надежности дета-

лей машин и элементов сооружений" и "Расчетно-экспериментальные  мето-

ды оценки прочностной надежности и диагностики технического состояния 

нефтегазового оборудования", гранта Министерства общего и профессио-

нального образования РФ "Развитие методов диагностики с помощью датчи-

ков деформаций интегрального типа (ДДИТ) усталостных повреждений и ре-

сурса деталей (металлоконструкций) транспортных средств", гранта РФФИ 

01-01-96448 "Теоретическое и экспериментальное исследование механиче-

ских бесступенчатых импульсных передач с упругими звеньями в трансмис-

сиях самоходных машин", а также проекта «Разработка технологии форми-

рования сочленения (стыка) основного и бокового стволов в многоствольных 

скважинах, обеспечивающего доступ в оба ствола в процессе эксплуатации 

скважины» (идентификатор проекта RFMEFI57714X0060) в рамках реализа-

ции федеральной целевой программы «Исследования и разработки по при-

оритетным направлениям развития научно-технологического комплекса Рос-

сии на 2014–2020 годы». 

Результаты диссертационной работы используются в учебном процессе 

при чтении курсов лекций для студентов технических специальностей ТИУ: 

"Детали машин и основы конструирования", "Расчет и конструирование нефте-

газопромыслового оборудования", "Основы надежности нефтегазопромыслово-

го и бурового оборудования", "Современные методы диагностики нагруженно-

сти и долговечности оборудования", а также при чтении лекций  дисциплин ма-

гистерских и аспирантских программ.  Программный комплекс XenSys по рас-

чету НДС деталей МКЭ и МГЭ используется в учебном процессе ТИУ и Злато-

устовском филиале ЮУрГУ при выполнении практических и лабораторных ра-

бот.  

Апробация работы. Результаты работы докладывались в 1997…2017 гг. 

на международных и всероссийских симпозиумах и конференциях: Нац. 

конф. с межд. участием " Engineering Mechanics ",– Чехия, 1997, 1998, 2003 

гг.; Межд. симпозиуме "Mechanics in Desigh MID-98",–Англия, 1998г.; 4-м Все-
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мирном конгрессе "Gearing and Power Transmission",–Франция,1999 г.; 5-й  

Межд. конф. "Akademika dubnica-99",–Польша, 1999 г.; Межд. конф. "Mechani-

cal Transmissions",- Китай, 2001; XXII Российской школе по проблемам науки 

и технологий. УрО РАН – Екатеринбург, 2002; V межд. конф. "Научно-

технические проблемы прогнозирования надежности и долговечности конст-

рукций и методы их решения", - Санкт-Петербург, 2003; Межд. конф. 

"Trans&motoauto'04", - Болгария, 2004; Межд. конф. "MACHINE DESIGN", - 

Новый Сад, Сербия, 2008, 2009; Межд. науч. техн. конф. "Трубопроводная 

арматура XXI века",- Курган, 2008; II и III и VI Всеросс. конф. "Безопасность 

критичных инфраструктур и территорий", - Екатеринбург, УрО РАН, 2008, 

2009, 2014, 2016; Науч. техн. конф. с межд. участием "Теория и практика 

зубчатых передач и редукторостроения", - Ижевск, 2008; VI межотр. науч.-

техн. конф. "Автоматизация и прогрессивные технологии в атомной отрас-

ли", - Новоуральск, 2009; Всеросс. науч.-практ. конф. "Новые технологии – 

нефтегазовому региону", Тюмень, 2010; Всеросс. науч.-техн. конф. "Иннова-

ционное нефтегазовое оборудование: проблемы и решения", Уфа, 2010; XI 

Межд. симп. “Symposium on industrial engineering – SIE 2015”, Белград, Сер-

бия, 2015; XVI Межд. науч. конф. «Geoconference SGEM-2016», Болгария; 

Межд. науч.-техн. конф. «Пром-Инжиниринг», Челябинск, 2016, 2017.  

Диссертация обсуждена на расширенном заседании кафедры машин и 

оборудования нефтяной и газовой промышленности Тюменского индустри-

ального университета, на научно-техническом семинаре Южно-Уральского 

государственного университета. 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 57 печатных работ, в 

том числе шесть монографий.  

Структура работы. Диссертация состоит из введения, шести глав, ос-

новных выводов и библиографического списка из 345 наименований. Общий 

объём работы составляет 281 страницу, в том числе 110 рисунков, 15 таблиц. 

В первой главе проведён анализ известных методов численного исследо-

вания НДС деталей и реализующих их программных продуктов. Сформули-
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рованы основные этапы разработки адекватной расчетной схемы для оценки 

НДС деталей. Проанализированы используемые в настоящее время методики 

расчета прочностной надежности зубчатых передач, валов, подшипников, 

корпусных деталей и оборудования. Вскрыты недостатки методик и опреде-

лены направления их совершенствования на основе использования аппарата 

непараметрической статистики и современных информационных технологий.  

Дана характеристика средствам и методам измерения напряжений и де-

формаций, возникающих на поверхностях деталей при их циклическом на-

гружении и методам диагностики усталостных повреждений. Отмечена эф-

фективность применения для экспериментальных исследований нагруженно-

сти и долговечности деталей в процессе эксплуатации оригинальных средств, 

- датчиков деформаций интегрального типа (ДДИТ). В результате критиче-

ского анализа опыта использования датчиков выявлены проблемные вопро-

сы, возникающие как при тарировании ДДИТ, так и количественной обра-

ботки регистрируемой с их помощью информации. Определены пути реше-

ния этих вопросов.   

Во второй главе работы рассмотрены особенности расчета напряженно-

деформированного (НДС) состояния деталей сложной геометрической фор-

мы численными методами: методом конечных и граничных элементов. На 

основе проведенного анализа возможностей и ограничений существующих 

промышленных пакетов компьютерного анализа конструкций, таких как 

ProMechanica, NASTRAN, ABAQUS, ANSYS, COSMOS автором сделан вы-

бор в пользу широко применяющегося в расчетной практике конечно-

элементного пакета ANSYS. Показано, что широкие возможности ANSYS 

создают определенные сложности для его изучения и корректного примене-

ния для анализа конструкций. Исследователю необходимо обосновать свой 

выбор как типа элемента (одного из более двухсот), так и расчетной схемы, 

адекватной реальной физической задаче. С целью получения адекватной рас-

четной схемы предложен алгоритм конечно-элементного анализа деталей и 
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узлов, который в главе проиллюстрирован на ряде примеров расчета НДС де-

талей сложной геометрической формы.  

В третьей главе работы рассматривается методология расчета прочно-

стной надежности деталей сложной геометрической формы при  случайном 

характере внешних нагрузок и ее практическая реализация. Разработанная 

методология использует методы компьютерного моделирования и аппарат 

непараметрической статистики, позволяющий восстанавливать не только 

фактические функции распределения случайных величин внешних нагрузок, 

но и функции плотности распределения критериев прочности, что обеспечи-

вает оценку долговечности изделий в условиях реальных спектров воздейст-

вия внешних нагрузок и естественных законов изменения предельного со-

стояния материала.  

Четвертая глава посвящена разработке методик оценки прочностной на-

дежности деталей общепромышленного применения: зубчатых передач, валов, 

подшипников качения, прочностные расчеты которых выполняются по извест-

ным, широко апробированным, аналитическим зависимостям. Для устранения 

вскрытых причин приближенности расчета надежности деталей машин мето-

дами классической теории вероятности и параметрической статистики, в гла-

ве разработаны методики и алгоритмы, построенные на основе теории непа-

раметрической статистики и компьютерного моделирования. Реализация ме-

тодик проиллюстрирована на примерах расчета вероятности безотказной ра-

боты типовых деталей машин в различных условиях их нагружения. 

В пятой главе предложены оригинальные методики обработки данных 

испытаний образцов на долговечность позволяющие восстанавливать неиз-

вестные функции плотности распределения предельных напряжений, опре-

делять параметры кривых многоцикловой усталости материала, рассчитывать 

границы их доверительных интервалов, а также определять эквивалентные 

по повреждающему воздействию напряжения. Разработанные методики и ал-

горитмы их реализации основаны на развитии кинетической теории устало-

сти и широком использовании аппарата непараметрической статистики. 
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В шестой главе работы отражено развитие методов экспериментального 

исследования с помощью датчиков деформаций интегрального типа (ДДИТ) 

нагруженности и долговечности деталей, подвергаемых в условиях эксплуа-

тации циклическому деформированию.   

Рассмотрены алгоритмы и разработанный программный комплекс обра-

ботки цифровых изображений реакции ДДИТ, обеспечивающий ее количест-

венную оценку по новым, более значимым, критериям. На основе конечно-

элементного анализа определена рациональная геометрическая  форма ка-

либровочных образцов для исследования по показаниям ДДИТ сварных со-

единений. В процессе выполнения работы установлено: форма границ реак-

ции ДДИТ в виде первых "темных пятен" аналогична картине распределения 

деформаций сжатия, что значительно расширяет область использования 

ДДИТ в экспериментальных исследованиях деталей. Для иллюстрации новых 

возможностей ДДИТ, в главе представлены результаты исследования кон-

тактного взаимодействия зубьев колес передачи Новикова с двумя линиями 

зацепления и распределения деформаций в вершине усталостной трещины, 

полученные в процессе согласования данных конечно-элементного анализа 

НДС и реакции ДДИТ.  

 В последнем разделе главы рассмотрена методика прогнозирования ре-

сурса трубопровода, подвергаемого в условиях эксплуатации воздействию 

случайного спектра внутреннего давления, построенная на обработке реак-

ции ДДИТ переменной чувствительности и восстановленной методами непа-

раметрической статистики функции плотности распределения внутреннего 

давления в процессе работы трубопровода.  

В заключении изложены основные результаты работы. 
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ГЛАВА 1. СОСТОЯНИЕ МЕТОДОВ РАСЧЕТА ПРОЧНОСТНОЙ  

НАДЕЖНОСТИ ДЕТАЛЕЙ СЛОЖНОЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ  

И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ ИХ  

НАГРУЖЕННОСТИ И ДОЛГОВЕЧНОСТИ 

 

1.1.Характеристика численных методов расчета НДС и оценки прочностной 

надежности деталей со сложной геометрией 

 

На современном этапе технического развития создание конкурентоспо-

собных образцов машин неразрывно связано с достижением предельных зна-

чений ряда их параметров, что приводит к возрастанию нагруженности дета-

лей и, как следствие, увеличению опасности их отказов. Поэтому одной из 

основной задач при оценке работоспособности деталей и узлов машин явля-

ется расчет напряженно-деформированного состояния исследуемого узла. 

Для деталей общемашиностроительного назначения, функционирующих в 

стандартных условиях эксплуатации, к настоящему времени разработаны со-

ответствующие методики и рекомендации по расчетам на прочность, жест-

кость и другим критериям работоспособности [14, 43, 51, 52, 58, 69, 98, 106, 

111, 112, 113]. Подавляющее большинство методик прочностного расчета 

различных деталей (зубчатых колес, валов, корпусных деталей), узлов (под-

шипников качения) и механизмов машин (различного типа зубчатых, червяч-

ных передач, планетарных передач) разработано во второй половине ХХ ве-

ка, их основой явились фундаментальные аналитические решения многочис-

ленных задач теории сопротивления материалов, теории упругости и пла-

стичности. Однако существенные отличия геометрических форм деталей от 

моделей, для которых получены аналитические решения, требуемую точ-

ность расчетов возникающих в деталях в процессе эксплуатации изделий на-

пряжений достичь не позволяют. С целью согласования результатов расчета 

по аналитическим моделям с экспериментальными данными в методики 

оценки прочности включаются многочисленные уточняющие коэффициенты, 
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для определения значений которых проводились обширные эксперименталь-

ные исследования конкретных деталей в различных условиях нагружения 

[43, 51, 53, 55, 63, 98, 105, 119, 179, 199].  

В результате совершенствования техники, ужесточения условий ее экс-

плуатации, создаются новые образцы деталей, имеющих сложную геометри-

ческую форму, характеризующихся многоконтактным взаимодействием с 

другими деталями, а также работающих в нестандартных условиях эксплуа-

тации. Более того, возрастающие требования к машинам и оборудованию по 

нагрузочной способности заставляют проектировщиков создавать новые мо-

дели оборудования, испытывающие не только силовую нагрузку, но и темпе-

ратурное деформирование, вызывающее в ряде случаев пластические дефор-

мации металла [14, 58, 63]. Однако полученные в рамках известных теорий 

аналитические зависимости оценить напряженно-деформированное состоя-

ние детали сложной геометрической формы, учесть взаимовлияние контак-

тирующих между собой деталей и вычислить действующие контактные на-

пряжения, определить упруго-пластическое или температурное деформиро-

вание конструкции позволяют не только весьма приближенно, но и, главное, 

без оценки точности получаемых результатов. Очевидно, что в этом случае 

выполнить оптимизацию геометрической формы детали с целью снижения 

локальной концентрации напряжений и создания равнопрочной конструкции, 

путем использования приближенных аналитических решений возможным не 

представляется. 

Наряду с аналитическими методами расчета НДС деталей в рамках тео-

рии упругости во второй половине ХХ века развивались и численные мето-

ды: метод конечных разностей, метод конечных элементов (МКЭ), метод 

граничных элементов (МГЭ) [3, 23, 104, 196]. Внедрение их в расчетную 

практику требует значительных ресурсов и быстродействия вычислительной 

техники. Достигнутые результаты ее развития в конце ХХ века позволили 

разработать ряд промышленных пакетов компьютерного анализа конструк-

ций, таких как ProMechanics, NASTRAN, ABAQUS, ANSYS, COSMOS и дру-
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гих. Реализованные в этих пакетах численные методы анализа свободны от 

всех вышеперечисленных ограничений и позволяют моделировать различные 

варианты нагружения конструкций практически неограниченной сложности 

[10, 56, 143, 196, 301, 344], описывая исследуемый материал выбранной диа-

граммой деформирования. Однако на практике применение компьютерного 

моделирования требует от исследователя весьма обширных знаний в области 

конечно-элементного анализа, а также серьезных навыков в работе с выбран-

ным им программным обеспечением. В противном случае, полученные в хо-

де моделирования результаты могут оказаться не адекватными рассматри-

ваемой задаче и принимаемые на их основе решения могут не отражать фак-

тическое напряженно-деформированное состояние исследуемых деталей. 

На основе проведенного анализа возможностей и ограничений разрабо-

танных промышленных пакетов компьютерного анализа конструкций, авто-

ром сделан выбор в пользу широко применяющегося в расчетной практике 

конечно-элементного пакета ANSYS [64, 201, 327]. Данный программный 

комплекс позволяет с достаточной точностью решать задачи механики де-

формируемого твердого тела, корректно описывая пластические деформации 

и ползучесть; учитывать температурные нагрузки; моделировать контактные 

взаимодействия между деталями; решать задачи совмещенного междисцип-

линарного анализа (например, гидрогазодинамики совместно с прочностным 

анализом) [196, 201]. Богатая библиотека конечных элементов предоставляет 

возможность наилучшего выбора наиболее точно аппроксимирующего гео-

метрию модели типа конечного элемента. Одним из важнейших преимуществ 

ANSYS является возможность создания в нем пользовательских модулей и 

макросов, что позволяет исследователю формировать собственные алгорит-

мы для обработки экспериментальных данных с целью состыковки расчет-

ных и экспериментальных моделей [64, 147]. 

В то же время заложенные в ANSYS широкие возможности для пользо-

вателя создают определенные сложности корректного применения комплекса 

при конечно-элементном анализе нагруженности и деформативности деталей 
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и конструкций. В частности, необходимо обосновать как выбор расчетной 

схемы, так и используемый тип конечного элемента из обширной их базы 

(одного из более двухсот), гарантирующих соответствие результатов расчета 

реальной физической задаче. Дополнительные сложности конечно-

элементного анализа связаны с определением граничных условий, от кор-

ректности наложения которых зависит не только скорость сходимости реше-

ния задачи, но и достоверность конечных результатов расчета. Отмеченное 

особенно важно в случае отсутствия результатов экспериментального иссле-

дования, когда для принятия решения используются лишь данные, установ-

ленные в процессе расчетов. 

Опыт решения задач оценки НДС деталей и узлов машин свидетельству-

ет, что для получения адекватной расчетной схемы в процессе конечно-

элементного анализа необходим специальный алгоритм его реализации, 

включающий как оценку качества сетки для обеспечения требуемой точности 

расчетов, так и верификацию расчетной схемы. 

Особенность развития техники второй половины ХХ века связана с раз-

работкой машин и технических систем высокой конструктивной сложности и 

нагруженности в экстремальных условиях эксплуатации, отказы которых вы-

зывают появление и развитие аварийных, вплоть до катастрофических, си-

туаций [58, 63, 176, 188, 189, 190, 214, 299]. Поэтому естественным является 

возникновение в 50-е годы прошлого века теории надежности, как науки о 

расчете вероятности безотказной работы различных систем, в том числе тех-

нических [5, 6, 17, 20, 21, 26, 36, 48, 49, 55, 74, 98, 103, 194].  

Проблемы прочности являются центральными в обеспечении надежно-

сти и ресурса в машиностроении. Поскольку прочностная надежность изде-

лия или машины в целом определяется вероятностью безотказной работы 

входящих в них деталей, разработке соответствующих методик расчета на-

дежности уделялось особое внимание. Принципиально важный вклад в ре-

шение проблем оценки прочностной надежности, долговечности и остаточ-

ного ресурса различных деталей, узлов и механизмов машин внесли отечест-
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венные и зарубежные ученые: Б.В. Гнеденко, В.П. Когаев, С.В. Серенсен, 

Р.М. Шнейдерович, Н.А. Махутов, А.П. Гусенков, В.В. Болотин, С.А. Тима-

шев, Г.А. Снесарев, Д.Н. Решетов, А.С. Иванов, В.З. Фадеев, В.А. Острейков-

ский, В.Т. Трощенко, Д.А. Гохфельд, О.Ф. Чернявский, А.О. Чернявский, 

Н.В. Олейник, В.Т. Труфяков, И.А. Биргер, А.С. Гусев, Е.К. Почтенный, J. 

Collins, K.C. Kapur, L.R. Lamberson, E.B. Haugen и другие [15, 20, 21, 29, 34, 

36, 37, 48, 51, 52, 54, 58, 63, 69, 74, 87, 98, 105, 106, 111, 112, 113, 176, 179, 

184, 193, 218, 248, 335].   

Принимая во внимание высокую конструктивную сложность и нагру-

женность в условиях эксплуатации деталей современных машин, вероятно-

стные методы расчета на прочность, позволяющие учесть вариации характе-

ристик прочности и нагрузок и определить вероятность безотказной работы 

деталей, являющуюся важнейшим показателем их надежности, в настоящее 

время приобретают особую актуальность. В процессе проектирования расче-

ты прочностной надежности являются конструктивным способом получения 

количественных оценок надежности изделия в целом, а наполнение аналити-

ческих моделей конкретными статистическими данными о фактических ве-

личинах напряжениях, возникающих в деталях в процессе эксплуатации из-

делий, дает возможность осуществить диагностику их технического состоя-

ния, уточнить вероятность безотказной работы и оценить остаточный ресурс. 

При  расчете прочностной надежности напряжение σ, возникающее в ис-

следуемой детали под действием внешней нагрузки, представляется в виде 

величины случайной. В общем случае σ является функцией (для многих ме-

тодик прочностного расчета существенно нелинейной) от внешних воздейст-

вий (давление, сила, изгибающие и крутящие моменты, температура) по сво-

ей физической природе являющих случайными, а также других случайных 

факторов, например, вариация размеров и отклонения формы в пределах до-

пусков, погрешностей измерения величин, входящих в зависимости прочно-

стного расчета. Предельное напряжение s , в качестве которого в расчетах 

прочности используют предел текучести, предел пропорциональности, пре-
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дел прочности, предел выносливости и другие механические характеристики 

материала, также представляется величиной случайной, зависящей от 

свойств и качества применяемого материала, деградации этих свойств в про-

цессе эксплуатации изделий в конкретных условиях.  

Методической основой оценки прочностной надежности многочислен-

ных деталей машин и оборудования как на этапе их проектирования, так и в 

процессе эксплуатации является расчет вероятности безотказной работы (R), 

которая устанавливается в результате решения уравнения [52, 54, 98]:  

                                                     R=Pr (z ≥ 0) ,                                                (1.1) 

где z = s -  σ – разность двух независимых случайных величин s и σ. 

Аналогичное (1.1) уравнение используется, если прочность деталей оце-

нивается по коэффициенту запаса. В этом случае z = [n] -  n, где [n] - норми-

руемый (допустимый) коэффициент запаса прочности, а n – фактический ко-

эффициент запаса прочности, являющийся величиной случайной. Если z = [L] 

-  L, где [L] - заданный (назначенный) ресурс эксплуатации детали, а L – рас-

считанный ресурс с учетом случайной природы внешних воздействий на де-

таль, то решение уравнения (1.1) позволяет рассчитать вероятность безотказ-

ной работы детали в течение назначенного ресурса. 

Процесс решения уравнения (1.1) принципиальных сложностей не име-

ет, если законы распределения случайных величин z , s , σ , n, L с точностью 

до параметров известны.  

Из теории вероятности и математической статистики [1, 39, 42, 50, 67, 

72, 73, 80, 118], на основе методов и алгоритмов которой решаются задачи 

теории надежности [5, 17, 20, 48, 51, 74, 98, 303, 337], следует, что исчерпы-

вающей характеристикой закона распределения вероятности случайной ве-

личины является ее плотность. Знание плотности распределения вероятности 

позволяет решать все основные задачи статистического анализа, в том числе 

и уравнения (1.1). Поэтому задача восстановления плотности распределения 

вероятности  z , s , σ , n, L на основе имеющихся выборок экспериментальных 

данных или данных, полученных в процессе компьютерного моделирования, 
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является задачей принципиальной, от ее корректного решения зависит досто-

верность результатов оценки прочностной надежности как деталей, так и 

машин в целом. 

В процессе становления и развития теории надежности сложилась опре-

деленная практика решения задач на основе уравнения (1.1). Ее суть заклю-

чается в использовании при решении уравнения (1.1) предложенных и иссле-

дованных в теории вероятности и математической статистики различных за-

конов распределения случайных величин. Так, например, при решении задач 

прочностной надежности для описания случайных величин наиболее часто 

применяются: нормальный закон распределения, равномерное распределе-

ние, гамма-распределение, экспоненциальное распределение, распределение 

Вейбулла, распределение Рэлея, логарифмически нормальное распределение, 

распределение наибольших и наименьших значений [14, 48, 62, 215, 227, 231, 

232, 233, 243, 244, 249, 252, 262, 263, 273, 276, 338] . Если случайные величи-

ны z , s , σ , n, L  подчиняются перечисленным законам распределения, то ре-

зультат решения уравнения (1.1) описывается конечными аналитическими 

выражениями. При отсутствии вычислительной техники описанный подход, 

по-существу, был единственно возможным, его реализация основана на ис-

пользовании заранее рассчитанных статистических характеристик случайных 

величин (приведенных в справочных таблицах), распределенных по приня-

тым законам [48, 106, 229, 256].   

Проанализируем, кратко, допущения, на основе которых строится реше-

ние задачи (1.1). Изначально предполагается, что закон распределения слу-

чайных величин z , s , σ , n, L описывается аналитически и его параметры из-

вестны. Однако уже на этапе принятия того или иного закона распределения 

случайной величины имеет место проблема, часто не имеющая корректного 

решения. Выборки случайных величин s , σ , n, L обычно насчитывают лишь 

несколько десятков, реже сотен значений, поскольку определяются объемом 

испытаний конкретных деталей машин, являющихся весьма длительными и 

трудоемкими. Для одной и той же выборки с помощью критериев согласия 
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[39, 72, 73] можно принять ряд законов распределения, отличающихся «ве-

сом» «хвостов» распределения, которые принципиально влияют на конечный 

результат решения уравнения (1.1). Более того, при идентификации законов 

распределения с помощью критериев согласия, традиционно используемых в 

теории вероятности и математической статистике (Колмогорова-Смирнова, 

критерия хи-квадрат, омега-квадрат и других), устанавливается, с какой ве-

роятностью отклонение эмпирического распределения от предполагаемого 

объясняется случайным разбросом и с какой вероятностью предположение 

может быть отвергнуто. Обоснование же критической величины рассчиты-

ваемой вероятности, отклонение от которой может привести к появлению 

ошибки 2-го рода (принятый закон распределения случайной величины не 

соответствует фактическому закону ее распределения), не является предме-

том исследований в теории вероятности и математической статистики, по-

скольку определяется материальными затратами и потерями, являющимися 

следствием не прогнозируемого отказа изделия в эксплуатации.  

В ряде научных публикаций, посвященных статистической обработке 

данных различных экспериментальных исследований [48, 79, 107, 130, 131], 

отмечается, что реальные законы распределения случайных величин s , σ , 

как и распределения внешних силовых и температурных факторов воздейст-

вия на детали машин и оборудование, отличаются большим разнообразием, 

их функции плотности распределения унимодальными часто не являются и 

поэтому традиционно используемыми в расчетной практике, рассмотренны-

ми в теории вероятности, законами не описываются. Так, например [67, 108], 

при нормировании точности размеров в технологии машиностроения исполь-

зуются три закона распределения: равномерный, треугольный и нормальный. 

В то же время обработка нескольких десятков тысяч экспериментальных 

данных измерений показала [108] , что лишь в 20% случаев эти законы могут 

быть приняты, а в остальных случаях законы распределения подобрать из из-

вестных не удалось. Подобные результаты получены при описании случай-

ных внешних силовых и температурных факторов, действующих на трубо-
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проводы в процессе их эксплуатации [63, 66, 130, 214], при нормировании 

точности колес передач Новикова [107], спироидных передач [183], описания 

данных усталостных испытаний [81, 130] .  

Другим допущением, принимаемым при решении уравнения (1.1) в 

большинстве известных методик, является описание действующих напряже-

ний с помощью нормального закона, параметры которого определяются че-

рез средние значения величин из прочностного расчета и коэффициент ва-

риации. Подавляющее большинство моделей, используемых в методиках 

прочностного расчета, содержат не только элементарные математические 

операции, но и различные функции. В этом случае, даже если внешняя на-

грузка распределена по нормальному закону, корректно отнести результи-

рующую функцию распределения напряжений к тому или иному известному 

в теории математической статистики семейству распределения не представ-

ляется возможным [130, 131, 195]. Ситуация еще более усложняется для де-

талей сложной пространственной геометрической формы, для которых ана-

литические зависимости по расчету возникающих при эксплуатации напря-

жений либо весьма приближенные, либо отсутствуют вообще. 

В теории вероятности наряду с подходом, в рамках которого при реше-

нии задач оперируют широким рядом параметрических семейств (парамет-

рическая статистика [1, 39, 42, 48, 67, 73, 98, 103, 118, 119]), начиная со вто-

рой половины ХХ века развивается математический аппарат непараметриче-

ской статистики [2, 25, 38, 108, 109, 130, 131, 174, 187, 191, 239, 302], перво-

начально основанный на использовании коэффициентов ранговой корреля-

ции [118, 191].  Методы непараметрической статистики изначально предпо-

лагают, что вид распределения случайной величины либо неизвестен, либо 

может быть определен лишь приближенно [2, 25, 108, 109, 291]. Поскольку 

оценка прочностной надежности деталей потенциально опасных объектов 

требует значительного повышения достоверности результатов расчетов [63, 

188, 189, 195], учета в методиках реальных законов распределения случай-

ных величин, в настоящей работе поставлены задачи разработки методоло-
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гии расчета прочностной надежности деталей машин, зубчатых колес и пере-

дач, а также корпусных деталей на основе математических методов теории 

непараметрической статистики, алгоритмов компьютерного моделирования и 

конечно-элементного анализа напряженно-деформированного состояния де-

талей.  

 

1.2. Проблемы статистической обработки результатов усталостных  

испытаний  

 

В середине XIX века стало понятным, что традиционно используемые 

для оценки прочности деталей механические свойства их материала, опреде-

ляемые в результате разрушения образцов на разрывной машине, такие как, 

предел пропорциональности, предел текучести, предел прочности, относи-

тельное удлинение, не позволяют гарантировать работоспособность деталей 

в условиях циклического воздействия внешних нагрузок и оценивать их дол-

говечность в этих условиях эксплуатации. Впервые систематическое изуче-

ние поведения металла цепей, используемых для закрепления донных мин, 

материала осей колесных пар,  при циклически изменяющихся нагрузках, в 

течение 1860 – 1870 гг. выполнил баварский инженер A.Z.Wöhler (А.Велер). 

Графическую интерпретацию экспериментальных данных, опубликованных 

Велером в табличной форме, в виде зависимости между амплитудами напря-

жения цикла a  и числом циклов нагружения до разрушения N , предложил 

L.Z.Spangenberg. Тем не менее, в мировой научно-технической литературе 

отмеченная зависимость носит название кривой Велера (кривой усталости) 

[14, 48, 51, 54, 58, 63, 69, 106, 119, 198, 304] и, как правило, представляется в 

системе координат aN log , в которой связь случайной величины Nlog  с де-

терминированным значением a  описывается на основе линейной регресси-

онной модели.  

Целью испытаний образцов на долговечность является не только уста-

новление корреляционной зависимости числа циклов до разрушения образ-
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цов при вариации амплитуды напряжений, но и определение предела вынос-

ливости,  - наибольшей амплитуды напряжений, изменяющегося около сред-

него значения, которое образец выдерживает «бесконечно долго», не разру-

шаясь и не подвергаясь недопустимой деформации [79]. В настоящее время 

термин «бесконечно долго» заменен на базовое число циклов ( 0N ), значение 

которого для конкретных деталей и узлов машин определяет область, в кото-

рой долговечность можно считать бесконечно большой.  

Для аналитического описания кривой Велера для сталей наибольшее 

распространение получила степенная зависимость [48, 54, 106, 119]: 

                                                   m

acN   ,                                                      (1.2) 

где c  и m  - параметры, определяемые на основе статистической обработки 

результатов усталостных испытаний. 

В настоящее время в практике расчета на долговечность подавляющего 

большинства деталей зависимость (1.2) используется в форме [51, 52, 119, 

179, 182]:  

                                             m

aRNN )/(0  ,                                                (1.3) 

где m - показатель степени, характеризующий угол наклона кривой усталости 

в системе координат aN loglog  ; 
R - предел выносливости при коэффици-

енте асимметрии R ; 0N - базовое число циклов, соответствующее нижней 

точке перегиба кривой усталости. В результате логарифмирования зависи-

мость (1.3) преобразуется к виду:  

                                              bxay  ,                                                      (1.4) 

который позволяет определять значения коэффициентов a  и  b  на основе со-

вокупности экспериментальных данных ia , iN , ni ,1 , где n - число образцов 

подвергнутых циклическому деформированию до разрушения, с помощью 

методов линейного регрессионного анализа [69, 119, 182].  

Методологической основой регрессионного анализа является опреде-

ление наличия между случайными величинами x  и y  связи и ее описание в 

рамках принятой, в данном случае линейной, математической модели. Здесь 
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используется в качестве функции плотности распределения случайных вели-

чин закон Гаусса (нормальное распределение) [39, 119], поэтому линия рег-

рессии (кривая усталости) соответствует 50% доверительной вероятности. 

Широкое распространение при обработке экспериментальных данных ли-

нейного регрессионного анализа связано с тем, что определения параметров 

модели (1.4) сводится к системе линейных уравнений, решение которой ни-

каких сложностей не вызывает. В то же время, если связь x  и y  описывается 

нелинейной функцией, то система уравнений для определения параметров 

модели становится трансцендентной [87, 125, 127, 264], ее решение в анали-

тическом виде получено быть не может. Именно такая ситуация возникает, 

когда по результатам усталостных испытаний устанавливается связь непо-

средственно между a  и N  на основе полуэмпирических моделей кривой ус-

талости [125, 127, 134].  

Подчеркнем еще одно обстоятельство, имеющее важнейшее значение 

именно при обработке результатов циклического деформирования образцов 

до поломки. Конечной целью описание данных эксперимента является опре-

деление кривой усталости. Эта кривая позволяет как на этапе проектирова-

ния деталей, так и в процессе их эксплуатации при известной амплитуде на-

пряжения прогнозировать число циклов до разрушения детали. Однако, если 

линия регрессии (кривая усталости) соответствует 50% вероятности разру-

шения, то прогноз числа циклов деформирования на ее основе становится 

бессмысленным. Именно по этой причине для кривой усталости принципи-

альное значение имеет не ее регрессионная модель, а левые границы довери-

тельных интервалов, например, соответствующие вероятности разрушения 

образцов 0,5…..5%, расчет точек которых предполагает, что закон распреде-

ления случайных величин с точностью до параметров известен.  

Преобразование степенной зависимости (1.2) в линейную (1.4) осуще-

ствляется путем логарифмирования выражения (1.2). В этом случае оценки 

на основе экспериментальных данных ia , iN , ni ,1  параметров линейной 

модели (1.4) по отношению к параметрам исходной модели (1.2) смещаются. 
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Другими словами, линия регрессии (1.4), соответствующая 50% доверитель-

ной вероятности, перенесенная в плоскость параметров Na  , - исходных 

значений экспериментальных данных, уже линией регрессии с 50% вероят-

ностью разрушения образцов не является. Естественно, и границы довери-

тельных интервалов, рассчитанные для линии регрессии в плоскости пара-

метров  aN loglog   или  aN log , в плоскости параметров Na   таковыми 

не будут. То есть преобразование исходной зависимости (1.2) к удобному в 

плане статистической обработки экспериментальных данных приводит к сис-

тематической ошибке в определении параметров непосредственно регресси-

онной зависимости.  

Еще более сложной является задача оценки систематической ошибки 

для границ доверительных интервалов линии регрессии. Для ее решения не-

обходимо не только определить линию регрессии в плоскости параметров 

Na  , но и иметь законы распределения случайной величины N  при фикси-

рованных в процессе эксперимента величинах a . Отметим, что, несмотря на 

серию научно-исследовательских работ [79], целью которых было с помо-

щью обширного числа экспериментальных данных усталостных испытаний 

стальных образцов прийти к функции распределения их долговечности при 

постоянной амплитуде напряжения, наиболее пригодной с позиций не мате-

матика-статистика, а инженера, универсальную функцию распределения до 

сих пор найти не удалось [79]. Данное обстоятельство определяется сложно-

стью реальных законов распределения (часто не унимодальных) долговечно-

сти образцов, ограниченностью объемов выборок из-за высокой трудоемко-

сти и длительности усталостных испытаний, необходимых для принятия с 

требуемой вероятностью по критериям согласия того или иного закона из на-

бора описанных в теории вероятности и математической статистики законов 

распределения случайных величин. Тот факт, что до настоящей работы ис-

следования по оценке величин систематических ошибок, возникающих в ре-

зультате определения кривых Велера на основании линейных регрессионных 

моделей, в технической литературе отсутствуют, является следствием огра-
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ниченных возможностей описания фактических законов распределения слу-

чайных величин на основе предложенных и исследованных законов в рамках 

теории параметрической статистики [39, 42, 48, 67, 118].  

В работах [2, 185] описан оригинальный математический аппарат, по-

зволяющий по опытным данным восстанавливать неизвестную функцию 

плотности случайной величины, независимо от сложности закона ее распре-

деления. Впоследствии этот математический аппарат сформировался в виде 

теории непараметрической статистики [2, 73, 108, 109, 174], которая является 

одним из пяти приоритетных направлений развития методов прикладного 

статистического анализа [73]. Методы и алгоритмы, разрабатываемые в рам-

ках теории непараметрической статистики, могут быть реализованы только с 

применением компьютерной техники. В этой связи эти методы в практике 

обработки экспериментальных данных начали применяться только в конце 

прошлого века, когда возможности компьютеров, как по быстродействию, 

так и по объему оперативной памяти стали достаточными для реализации 

разработанных в рамках теории непараметрической статистики численных 

процедур. В настоящее время математический аппарат непараметрической 

статистики применяется для решения различных задач в криптографии, ме-

дицине, макроэкономике, распознавания целей, а также задач оценки надеж-

ности систем трубопроводного транспорта и деталей машин [13, 44, 130, 131, 

134, 145, 146, 148, 149, 151, 155, 169, 172, 173, 195, 313, 316, 317, 323, 324]. 

Методы непараметрической статистики применять целесообразно, в первую 

очередь, для тех задач, для которых ошибка либо не допустима, либо цена 

ошибки по результатам последствий является чрезвычайно высокой. 

Возвратимся к задаче описания кривой усталости с помощью зависи-

мости (1.3). Данное выражение содержит два параметра: R  и 0N , являющих-

ся величинами случайными, с неизвестными законами распределения. Эти 

параметры, с одной стороны, отражают физические процессы накопления ус-

талостных повреждений при циклическом деформировании изделий, а с дру-

гой имеют важное прикладное значение, поскольку используются в качестве 
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основных параметров в методиках расчета долговечности деталей. В техни-

ческой литературе посвященной обработке данных усталостных испытаний 

вопрос определения 
R  является дискуссионным [102, 119, 198]. Так, напри-

мер, в работе [119, стр. 236] отмечается: «…точного решения задачи, связан-

ной с определением объема образцов при косвенных испытаниях, к которым 

относятся испытания на усталость с целью построения кривой усталости и 

оценки предела выносливости с заданной точностью, не существует».  

Изложенное выше свидетельствует, что обработка данных усталостных 

испытаний образцов с использованием моделей, разработанных в рамках ли-

нейного регрессионного анализа, не учитывающего физические процессы на-

копления повреждений в образцах при их циклическом деформировании, не 

позволяет формализовать процедуры определения важнейших для оценки 

долговечности образцов (деталей) на основе кривой Велера ее параметров, - 

базового числа циклов и предела выносливости. Кроме этого, вследствие от-

сутствия описания законов распределения числа циклов до поломки образ-

цов, остается открытым и вопрос прогнозирования числа циклов деформиро-

вания образцов (деталей) с заданной вероятностью неразрушения. 

На основе проведенного анализа (более подробно он представлен в ра-

боте [134]) выделим следующие проблемы статистической обработки данных 

усталостных испытаний образцов, являющихся следствием ограниченных 

возможностей линейного регрессионного анализа. 

1. В случае, когда логнормальный закон распределения числа циклов дефор-

мирования образцов до разрушения при фиксированных уровнях напряжений 

с заданной величиной доверительной вероятности (уровнем значимости) по 

критериям согласия принят быть не может, результаты статистической обра-

ботки данных усталостных испытаний образцов на основе методов и алго-

ритмов линейного регрессионного анализа корректными не являются. 

2. Использование для описания кривой Велера линейных регрессионных мо-

делей, не отражающих физические процессы накопления усталостных по-

вреждений при циклическом деформировании образцов, не позволяет фор-
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мализовать процедуру расчета на основе экспериментальных данных предела 

выносливости и определить закон его распределения.   

3. Числа циклов деформирования, рассчитанные по линейной регрессионной 

зависимости (кривая усталости в полулогарифмической системе координат 

при 50% вероятности неразрушения), в результате смещения оценок модели 

вследствие логарифмирования, этой вероятности неразрушения (50%) не со-

ответствуют. Возникающие при этом систематические ошибки прогнозиро-

вания числа циклов, как в сторону увеличения долговечности, так и в сторо-

ну ее уменьшения, могут достигать десятков процентов, и в рамках классиче-

ских методов статистической обработки экспериментальных данных оценены 

быть не могут. 

4. Нижние границы доверительных интервалов кривой усталости, установ-

ленные по результатам ее описания в полулогарифмической системе коорди-

нат с использованием линейной модели, принципиально отличаются от ана-

логичных границ, определенных с учетов фактических законов распределе-

ния числа циклов до разрушения образцов. Расхождение в прогнозирование 

долговечности по числу циклов нагружения [134] может достигать 100% и 

более, что с позиции практического использования результатов статистиче-

ской обработки данных усталостных испытаний неприемлемо. 

Основываясь на представленном в настоящем подразделе материале, 

определим следующие три направления развития методов обработки резуль-

татов, полученных в ходе  усталостных испытаний образцов: 

 совершенствование полуэмпирических моделей кривой усталости с це-

лью учета процессов накопления повреждений в образцах при их цик-

лическом деформировании; 

 разработка методов и алгоритмов расчета нижних границ доверитель-

ных интервалов кривой усталости, учитывающих фактические законы 

распределения числа циклов нагружения образцов до поломки; 

 разработка методик расчета напряжений, эквивалентных по повреж-

дающему воздействию.  
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Основой для решения задач первого направления является кинетиче-

ская теория механической усталости, представленная в работах [84, 86, 87, 

88, 89]. Для решения задач второго направления, в настоящей работе исполь-

зован математический аппарат, алгоритмы и программные продукты, отра-

женные в работах [130, 134, 145, 153, 170]. Решение задач третьего направле-

ния базируется на материале, изложенном в статье [141]. 

 

1.3.Анализ методов экспериментального исследования распределения  

напряжений на поверхности циклически деформируемых деталей 

 

Каков бы не был достигнутый уровень расчетных методов определения 

нагруженности и деформативности деталей, их долговечности, прочностной 

надежности, критерием достоверности получаемых расчетных оценок явля-

ются экспериментальные методы исследования деталей [19, 15, 53, 68, 91, 

119, 182, 198, 199, 221]. При этом установить соответствие расчетных данных 

результатам натурных испытаний деталей на выносливость или усталостную 

прочность можно двумя способами. Первый заключается в проведении уста-

лостных испытаний деталей в заданных условиях до отказа (разрушения, по-

явления усталостных трещин, поломки). При соответствующем планирова-

нии этих испытаний получаемая информация является наиболее достовер-

ной, в то же время вследствие их трудоемкости, продолжительности и высо-

ких материальных затрат подобные эксперименты проводятся лишь в исклю-

чительных случаях, когда либо исследуется прочностная надежность весьма 

ответственных деталей, либо получить информацию о работоспособности 

деталей иным способом не представляется возможным.  По второму способу 

оценки качества расчетов прочностной надежности до отказа в процессе ис-

пытаний детали не доводятся, а для определения их нагруженности и процес-

сов накопления в материале деталей усталостных повреждений используется 

информация, получаемая средствами косвенного диагностирования – с по-

мощью индикаторов усталости [19, 22, 24, 41, 77, 92, 180, 181, 199, 225, 287]. 
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Данный способ является существенно менее затратным по сравнению с пер-

вым, в то же время для идентификации информации с индикаторов усталости 

с критериями работоспособности деталей здесь необходимо иметь соответст-

вующие функциональные зависимости, связывающие результаты измерений 

реакции индикаторов усталости с данными разрушения деталей в заданных 

условиях эксплуатации. 

Во втором способе можно использовать не только индикаторы устало-

сти, реализующие интегральный способ измерения, но и электротензорези-

сторы, способ измерения которых относится к дифференциальному. Извест-

ны [8, 63, 197, 284] системы диагностирования долговечности работы конст-

рукций на основе зафиксированной информации с тензодатчиков в течение 

определенного промежутка времени. Однако получить здесь достоверные 

прогнозные оценки ресурса крайне проблематично. Дело в том, что обработ-

ка результатов записи (случайный процесс) показаний электротензорезистора 

различными методами схематизации циклов (размахов, полуциклов, падаю-

щего дождя и других  [48, 119]) дает принципиально различные функции 

плотности распределения оцениваемой случайной величины, - изменения 

электросопротивления (в пересчете –действующее напряжение). В этом слу-

чае для определения способа обработки, обеспечивающего достоверность 

получаемых прогнозных оценок ресурса, необходимо реализовать комплекс 

усталостных испытаний в соответствии с первым вышеописанным способом.    

К настоящему времени разработка индикаторов усталости осуществля-

лась по двум направлениям [19, 125, 127]. В рамках первого направления 

созданы индикаторы, изменяющие свои физические параметры с ростом сте-

пени усталостного повреждения (датчики из графита с полифенилквинокса-

линовой изоляцией, датчики усталостного повреждения, наклеиваемые хруп-

кие покрытия, датчики деформаций интегрального типа [77, 125, 127, 234, 

247, 259, 281, 282, 283, 285]). По второму направлению разработаны индика-

торы, накапливающие усталостные повреждения вместе с исследуемой дета-

лью (индикаторы усталости Х.Б.Кордонского, индикаторы усталости Крайте-
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са, информокомпозитные материалы [127]). Анализ достоинств и недостат-

ков известных индикаторов усталости, выполненный в работе [127], свиде-

тельствует, что среди них лишь для датчиков деформаций интегрального ти-

па (ДДИТ) удалось на базе полуэмпирических моделей установить функцио-

нальные зависимости между зафиксированной реакцией ДДИТ и результата-

ми усталостных испытаний образцов, обеспечивающие решение задач про-

гнозирования ресурса в различных условиях эксплуатации деталей, в том 

числе при изменении внешней нагрузки по случайному закону [30, 65, 125, 

127].  

Датчики деформаций интегрального типа требуемой конфигурации вы-

резаются из металлической фольги, в качестве материала которой использу-

ются металлы: медь, алюминий, никель, серебро, золото. Разработан ряд тех-

нологий получения фольги путем гальванического осаждения и последую-

щей термомеханической обработки [116, 117, 120, 125]. В процессе цикличе-

ского деформирования детали с наклеенным ДДИТ, на поверхности датчика 

возникают «темные пятна» (внешний эффект), одновременно структура галь-

ванической фольги изменяется, в ней появляются упрочненные зерна (внут-

ренний эффект), увеличивающиеся с ростом числа циклов нагружения. Мо-

мент появления первых «темных пятен» и первых зерен измененной структу-

ры гальванической фольги, а также их плотность и размеры коррелируют с 

числом циклов и амплитудой циклических деформаций [57, 100, 125, 127, 

144, 178, 186].  

Экспериментальные исследования с помощью ДДИТ предусматривают 

процесс их тарирования (калибровки). В зависимости от способа регистрации 

реакции датчиков, применяемых образцов и условий их деформирования 

разработан ряд способов тарирования ДДИТ [44, 100, 125, 127, 178]: по пер-

вым «темным пятнам», по первым зернам измененной структуры, по измене-

нию микротвердости, по относительной площади измененной структуры, по 

относительной площади «темных пятен», по изменению отраженного от по-

верхности датчика светового потока или инфракрасного потока.  
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Методики использования ДДИТ развивались в двух основных направле-

ниях. Первое связано с решением задач оценки по показаниям датчиков ха-

рактера распределения напряжений на поверхности деталей машин [18, 30, 

57, 70, 100, 110, 125, 127, 144, 178, 186, 305, 306, 307, 308, 309]. В рамках 

второго направления разрабатываются методики оценки с помощью ДДИТ 

накопленных усталостных повреждений и прогнозирования остаточного ре-

сурса деталей [30, 65, 94, 95, 125, 127]. 

Созданные методики оценки по информации с ДДИТ нагруженности и 

прогнозирования долговечности применялись при решении различных задач 

[30, 57, 65, 70, 94, 95, 100, 120, 125, 127, 144, 186]:  

 определения оптимальной продольной  (бочкообразной) модификации 

зубьев колес планетарной коробки трактора Т-330, обеспечивающей 

максимальное снижение концентрации напряжений по длине основания 

зубьев; результаты получены после 1 часа обкатки коробки передач под 

нагрузкой на стенде в ЧФ НАТИ; 

 сопоставления работоспособности центральной шестерни серийной и 

опытной конструкций бортового редуктора тягача АО «Русич» после его 

пробега в 1200 км; 

 оценки влияния погрешностей изготовления и монтажа на несущую спо-

собность передач с зацеплением Новикова ДЛЗ, осуществления индиви-

дуальной аттестации редукторов по результатам их кратковременных 

обкаточных испытаний с ДДИТ (АО «Редуктор»); 

 выявления мест вероятного разрушения рамы экспериментального авто-

буса АК КАВЗ после его пробега (в груженом состоянии) 270 км, в не 

груженом – 1000 км; 

 прогнозирования мест и сроков разрушения боковых рам, подрессорных 

балок, корпусов автосцепок тележки полувагона в процессе их устало-

стных испытаний в условиях ПО «Уралвагонзавод» на пульсаторе и 

предсказания разрушения подрессорной балки в процессе ходовых ис-

пытаний вагона на опытном кольце; 
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 получения данных о величине амплитуд напряжений в исследуемых 

местах рамы спортивного автомобиля КАМАЗ-49250 при ее усталост-

ных испытаниях путем циклического закручивания на стенде МТS 

966.11 в условиях НТЦ АО КАМАЗ; 

 оценке напряженно-деформированного состояния разгруженных полу-

осей спортивного автомобиля КАМАЗ после прохождения трассы Па-

риж-Дакар; определения эквивалентного крутящего момента и эквива-

лентного числа циклов нагружения полуосей для трассы Париж-Дакар, 

восстановления нагруженности главных передач спортивных автомоби-

лей КАМАЗ и оценки работоспособности исследуемых деталей на трас-

се Париж-Пекин; 

 определения в процессе эксплуатации 19 мостовых кранов мест их ме-

таллоконструкций с наибольшей интенсивностью накопления усталост-

ных повреждений и оценки остаточного ресурса работы металлоконст-

рукций кранов, имеющих длительный (свыше 30 лет) период эксплуата-

ции (Фирма Техцентр, г.Курган). 

По мере использования разработанных методик оценки с помощью 

ДДИТ нагруженности и долговечности деталей, металлоконструкций машин 

и оборудования выявились проблемные вопросы, препятствующие более ши-

рокому применению датчиков в практике экспериментальных исследований. 

При количественной оценке реакции датчиков велика роль субъективного 

фактора, что требует разработки специальных методов и алгоритмов обра-

ботки получаемой с датчиков информации. Среди различных неподвижных 

соединений деталей машин набольшее распространение имеют сварные со-

единения. Вследствие существенно различных свойств основного материала, 

материала сварного шва, изменения свойств материала в зонах термического 

влияния и на границе сплавления [184] значительно усложняют диагностику 

нагруженности сварных соединений. Для решения этой задачи с помощью 

ДДИТ необходимо для них построить калибровочную зависимость. Однако 

традиционная форма сварных образцов позволяет в процессе тарирования 
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ДДИТ получить лишь одну экспериментальную точку, что значительно по-

вышает трудоемкость тарировочных испытаний и обеспечение достаточной 

их метрологической точности. 

До настоящего времени напряженно-деформированное состояние ка-

либровочных образцов ввиду простой их геометрической формы оценива-

лось по формулам сопротивления материалов [100, 125, 127, 186]. В то же 

время распространение методик применения датчиков для восстановления 

нагруженности контакта в зубчатых передачах, определения характера рас-

пределения деформаций в вершине усталостных трещин и для решения ряда 

других задач требует более точного расчета напряженно-деформированного 

состояния изделий и образцов в месте закрепления датчиков, что вызывает 

необходимость привлечения современных численных методов конечно-

элементного анализа. 

В результате развития оригинальных средств экспериментального ис-

следования, - ДДИТ, разработаны датчики деформаций с переменной чувст-

вительностью (ДДПЧ) [115]. Наибольшая эффективность применения ДДПЧ 

может быть получена при решении задач технического мониторинга накоп-

ленных усталостных повреждений и прогнозирования остаточного ресурса 

оборудования в реальных условиях эксплуатации. Методики использования 

здесь ДДПЧ целесообразно строить с учетом фактических законов нагруже-

ния оборудования, восстановленных с помощью аппарата непараметриче-

ской статистики, что отражено в поставленных во введении к работе задачах 

исследования.  

 

1.4. Выводы по Главе 1 

 

1. Критический анализ используемых в настоящее время методик определе-

ния прочностной надежности деталей машин показал, что условность резуль-

татов расчета, обусловленная принятием нормального распределения для 

действующих и допускаемых напряжений, до сих пор не оценена, вследствие 
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чего расчетная вероятность безотказной работы деталей с данными экспери-

ментальных испытаний во многих случаев не согласуется. Обосновано, что 

совершенствование методов расчета прочностной надежности зубчатых пе-

редач, валов, подшипников качения, корпусных деталей возможно на основе 

математических методов теории непараметрической статистики, алгоритмов 

компьютерного моделирования и конечно-элементного анализа напряженно-

деформированного состояния деталей. 

2. Вскрыты являющиеся следствием ограниченных возможностей линейного 

регрессионного анализа проблемы традиционной статистической обработки 

данных усталостных испытаний образцов, необходимые для построения кри-

вой усталости, определения границ ее доверительных интервалов и закона 

распределения предела выносливости. Определены на основе кинетической 

теории механической усталости и методов непараметрической статистики 

направления развития методов обработки результатов, полученных в ходе 

испытаний образцов на долговечность. 

3. Показана эффективность использования ДДИТ при экспериментальных 

исследованиях в процессе циклического деформирования деталей распреде-

ления напряжений на их поверхностях и определения долговечности деталей. 

В результате критического анализа опыта применения датчиков выявлены 

проблемы их калибровки и количественной обработки регистрируемой с по-

мощью ДДИТ информации, определены направления совершенствования 

датчиков для решения задач технического мониторинга накопленных устало-

стных повреждений и прогнозирования остаточного ресурса оборудования в 

реальных условиях эксплуатации. 
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ГЛАВА 2. РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО  

СОСТОЯНИЯ ДЕТАЛЕЙ ЧИСЛЕННЫМИ МЕТОДАМИ 

 

Одной из основной задач при оценке работоспособности и надежности 

деталей и узлов машин является расчет напряженно-деформированного со-

стояния исследуемого узла. Для деталей общемашиностроительного назна-

чения, функционирующих в стандартных условиях эксплуатации, к настоя-

щему времени разработаны соответствующие методики и рекомендации к 

расчетам на прочность, жесткость и другие критерии работоспособности. В 

то же время, развитие науки и техники приводит к созданию новых образцов 

деталей, имеющих более сложную геометрическую форму, характеризую-

щихся многоконтактным взаимодействием с соседними деталями, а также 

работающих в нестандартных условиях эксплуатации. Более того, возрас-

тающие требования к машинам и оборудованию по нагрузочной способности 

заставляют проектировщиков создавать новые модели оборудования, испы-

тывающие не только силовую нагрузку, но и температурное деформирова-

ние, вызывающее в ряде случаев пластические деформации металла. 

Существующие в рамках известной теории сопротивления материалов 

зависимости не позволяют ни оценить напряженно-деформированное со-

стояние детали сложной геометрической формы, ни учесть взаимовлияние 

контактирующих между собой деталей и вычислить действующие контакт-

ные напряжения, ни смоделировать упруго-пластическое или температурное 

деформирование конструкции. Очевидно, что выполнить оптимизацию гео-

метрической формы детали с целью снижения локальной концентрации на-

пряжений и создания равнопрочной конструкции, аналитическими методами 

не представляется возможным. 

В то же время, разработанные к настоящему времени численные мето-

ды анализа свободны от всех вышеперечисленных ограничений и позволяют 

моделировать практически любые варианты нагружения конструкций прак-

тически неограниченной сложности, описывая исследуемый материал вы-
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бранной диаграммой деформирования [201, 211, 325, 326]. Однако на прак-

тике применение компьютерного моделирования требует от исследователя 

весьма обширных знаний в области конечно-элементного анализа, а также 

серьезных навыков в работе с выбранным им программным обеспечением. В 

противном случае полученные в ходе моделирования результаты будут не 

адекватными рассматриваемой задаче и не могут применяться на практике.  

Данная глава посвящена математическим и алгоритмическим основам 

численных методов анализа, а также методам моделирования нагружения 

различных узлов и оборудования с помощью наиболее мощного и распро-

страненного конечно-элементного комплекса ANSYS с целью оценки напря-

женно-деформированного состояния конструкций. 

 

2.1. Основные зависимости методов конечных и граничных элементов 

 

Основная идея метода конечных элементов (МКЭ) состоит в том, что 

непрерывная физическая величина (температура, давление, перемещение, 

напряжение) аппроксимируется дискретной моделью, построенной на мно-

жестве кусочно-непрерывных функций, определенных на конечном числе 

подобластей [104, 143]. Для построения конечно-элементной модели могут 

быть использованы линейные, квадратичные, кубические элементы.  В каче-

стве кусочно-непрерывной функции в элементе чаще всего применяется по-

лином. Учитывая, что требующая определения физическая величина (в зада-

чах теории упругости – перемещение) является векторной и имеет две со-

ставляющие, интерполяционный полином для элемента будет выглядеть сле-

дующим образом: 
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где Ni, Nj, Nk - функции формы для i-го, j-го, k-го узлов треугольника соответ-

ственно, определяемые через узловые координаты. 

Основное уравнение МКЭ для теории упругости вытекает из теоремы о 

потенциальной энергии: "Из всех перемещений, удовлетворяющих гранич-

ным условиям, экстремальное значение потенциальной энергии сообщают те 

перемещения, которые удовлетворяют уравнениям равновесия" [104]. Запи-

сывая выражение для полной потенциальной энергии системы в дискретном 

виде, дифференцируя его и приравнивая к нулю с целью отыскания экстре-

мума потенциальной энергии, определяют основное уравнение МКЭ в виде 

следующей системы линейных уравнений: 

         K U F ,                                                                              (2.2) 

где [K] - матрица жесткости системы, получаемая суммированием матриц 

жесткости отдельных элементов, {F} - вектор нагрузки системы, {U} - вектор 

неизвестных перемещений. 

С целью экономии оперативной памяти компьютера матрица жесткости 

хранится в модифицированном виде, так как является диагональной, симмет-

ричной и, при правильной разбивке области на конечные элементы, все не-

нулевые члены сконцентрированы вблизи главной диагонали матрицы. По-

сле учета граничных условий (заделки детали и внешней нагрузки) система 

уравнений (2.2) решается модифицированным методом Гаусса. 

Установленные после решения системы (2.2) перемещения в узлах мо-

дели используются для расчета деформаций  

      B U                                                       (2.3)  

и напряжений в элементах: 

          D D 0 .                                               (2.4) 

Значения деформаций и напряжений в узлах могут быть получены не-

сколькими способами, наиболее точным из которых является метод сопря-

женной аппроксимации [104]. Зная узловые значения физических величин, с 

помощью интерполяционных полиномов можно рассчитать их значения в 
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любой точке элемента, а также построить зоны равных значений любой со-

ставляющей тензора деформаций или напряжений.  

По сравнению с МКЭ метод граничных элементов (МГЭ) имеет ряд 

преимуществ по скорости вычислений и объему памяти, требуемой  для опи-

сания модели [3]. Это особенно важно при решении пространственных задач 

для тел сложной геометрической формы. Важным достоинством МГЭ явля-

ется также и то, что усилия (p) и перемещения (u) задаются распределенными  

по  поверхности элемента, вследствие чего p представляет собой,  по сущест-

ву,  интенсивность усилия, т.е. напряжение.  

В отличие от МКЭ, в расчетной модели которого используется элемен-

тарный закон Гука, в основу МГЭ положено решение Кельвина о перемеще-

ниях и усилиях от действия сосредоточенной силы. Следствием отмеченного 

является потенциально более высокая сходимость МГЭ по сравнению с 

МКЭ. Решения Кельвина имеют вид [23]: 
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где ulk
*

, plk
*

- перемещение и усилие в k-том направлении, обусловленные 

действием сосредоточенной силы в направлении  l ;   -  символ Кронекера; n 

- нормаль  к  поверхности  элемента; r -  радиус-вектор рассматриваемой точ-

ки; G,  - модуль сдвига и  коэффициент Пуассона материала. 

Решение задачи МГЭ получается из  теоремы  взаимности  Бетти [23]: 

c u p udГ u pdГi i

Гjj
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1 1
                                        (2.7) 

где N - число элементов расчетной модели; Гj - поверхность j-го элемента; u, 

p - искомые перемещения и усилия; ci - постоянная. 

Значения искомых функций u и p в  произвольной точке выражены че-

рез их значения в узлах элемента с помощью известных интерполирующих 
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функций, в результате исходное  уравнение  (2.7) преобразуется  в  матрич-

ное соотношение [23]: 

     H U G P .                                                   (2.8) 

По завершению операций численного интегрирования по поверхности 

граничных элементов система (2.8) разрешается относительно неизвестных 

перемещений или напряжений в узлах. Подробно особенности программной 

реализации МГЭ, а также примеры использования разработанного автором 

программного обеспечения рассмотрены в работах [143, 320]. 

Другим несомненным преимуществом МГЭ является возможность 

описания бесконечных и полубесконечных областей, что делает данный ме-

тод особенно популярным для задач строительной механики. Вместе с тем, в 

настоящее время вопросы численной реализации МГЭ в области контактных 

взаимодействий еще не достаточно разработаны [3].  

Особенностью МГЭ является получение точного решения на границе 

области и приближенного – для внутренних областей. Но поскольку предла-

гаемые в данной работе методики основаны на привлечении эксперимен-

тальных данных, получаемых с поверхности детали, и к тому же опасные 

концентраторы напряжений располагаются, как правило, также на поверхно-

сти, данное обстоятельство не накладывает никаких ограничений на исполь-

зование МГЭ для решаемого круга задач. 

 

2.2. Программное и методическое обеспечение численных методов расчета 

НДС деталей 

 

Обобщая изложенный в предыдущем подразделе материал, заметим, 

что, несмотря на одинаково хорошую применимость как МКЭ, так и МГЭ 

для решения задач оценки напряженно-деформированного состояния деталей 

и узлов машин, сложности программной реализации метода граничных эле-

ментов сдерживают его широкое применение в практике инженерных иссле-

дований. Существующие промышленные пакеты являются довольно слож-
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ными в изучении, поэтому исследователи останавливают свой выбор, как 

правило, на одном, наиболее мощном и универсальном пакете, который "по-

крыл" бы весь спектр решаемых задач, в том числе и совмещенные междис-

циплинарные задачи. Разрабатываемые многими авторами программы, к со-

жалению, не обладают такой универсальностью и мощными решателями, по-

скольку создаются чаще всего небольшим коллективом программистов и на-

правлены на решение довольно узкого круга задач. 

Несмотря на имеющиеся авторские программные разработки [150, 320] 

и их хорошую применимость для оценки напряженно-деформированного со-

стояния различных деталей машин общемашиностроительного применения, 

данные программы не включают средства трехмерного моделирования слож-

ных (например, корпусных) деталей, а также средства моделирования кон-

тактных взаимодействий. 

На основе проведенного анализа возможностей и ограничений сущест-

вующих промышленных пакетов компьютерного анализа конструкций, таких 

как ProMechanics, NASTRAN, ABAQUS, ANSYS, COSMOS автором сделан 

выбор в пользу широко применяющегося в расчетной практике конечно-

элементного пакета ANSYS [196].  

Широкие возможности ANSYS создают определенные сложности для 

его изучения и корректного применения для анализа конструкций. Исследо-

вателю необходимо обосновать свой выбор как типа элемента (одного из бо-

лее двухсот), так и расчетной схемы, адекватной реальной физической зада-

че. Возникает противоречие: наложение дополнительных граничных усло-

вий, с одной стороны, уменьшает время решения задачи и улучшает сходи-

мость результата, с другой стороны – необоснованные граничные условия 

могут привести к аномальным результатам решения.  

С целью получения адекватной расчетной схемы автором предложен 

алгоритм конечно-элементного анализа деталей и узлов, включающий как 

оценку качества сетки для получения высокой точности расчетов, так и ве-

рификацию расчетной схемы. Схематично данный алгоритм представлен на 

рисунке 2.1.  
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Рисунок 2.1. Алгоритм разработки адекватной расчетной схемы  

для оценки НДС конструкции 

  

Алгоритм включает 3 стадии. 

На первой стадии разрабатывается предварительный вариант расчетной 

схемы в соответствии с моделируемым вариантом нагружения исследуемой 

конструкции. К настоящему времени автором подготовлен и верифицирован 

целый ряд расчетных схем для оценки НДС деталей и узлов как  машино-

строительного, так и нефтегазового оборудования: это расчеты подшипников 

в нестандартных условиях нагружения [16], анализ прочности и герметично-

сти различных типов запорной арматуры [159, 162, 165, 166, 167,  315],  рас-

чет напряженного состояния арочных зубьев цилиндрических передач [160], 

оценка дополнительных нагрузок на крепи скважин [12, 327], расчет сбороч-

ной металлоконструкции балансира станка-качалки [163], моделирование 
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процесса герметизации пакером ствола нефтяной скважины [171], оптимиза-

ция геометрической формы механического компенсатора осевых колебаний 

[326], а также расчет параметров механики разрушения металлоконструкций 

с трещинами [142, 168, 314]. Некоторые из них будут рассмотрены в после-

дующих подразделах с целью иллюстрации общего алгоритма. 

Вторая стадия подразумевает оценку качества конечно-элементной 

сетки. Поскольку метод конечных элементов является численным, и реальная 

геометрия детали аппроксимируется полиномами, то точность полученного 

решения напрямую зависит от частоты сгущения узлов сетки. Более того, ма-

тематически доказано, что МКЭ "подбирается" к решению снизу [201], то 

есть при недостаточно густой сетке узел может не попасть в область макси-

мума неизвестной физической величины, тогда экстремальные значения ока-

жутся заниженными. В то же время, именно максимальные значения напря-

жений, возникающих в областях концентрации напряжений, интересуют ис-

следователя в первую очередь, и именно они ограничивают работоспособ-

ность и ресурс оборудования. Метод оценки качества сетки подробно описан 

в подразделе 2.3. В случае недостаточной точности производится разбиение 

модели на более мелкие элементы или осуществляется изменение топологии 

геометрии с целью перехода к упорядоченному разбиению, как описано в 

подразделе 2.5. 

На третьей стадии необходимо осуществить верификацию полученных 

результатов. Она может быть получена двумя основными способами. Если 

существуют аналитические зависимости для какого-то варианта нагружения 

данной конструкции или для аналогичного варианта нагружения подобной 

конструкции, то необходимо смоделировать сначала тестовую задачу, а затем 

сравнить полученные аналитические и численные результаты. Данный вари-

ант вполне применим к простым деталям, таким, как валы, прямозубые зуб-

чатые колеса, трубы, подшипники, шпонки, и др., для расчета которых суще-

ствуют аналитические зависимости. В случае хорошего согласования этих 
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расчетов делается вывод о возможности применения подобной расчетной 

схемы и для другого варианта нагружения конструкции.  

Если же геометрия детали является довольно сложной, и аналитиче-

ских зависимостей для ее расчета не существует, следует воспользоваться 

имеющимися экспериментальными данными [250, 275]. Это могут быть по-

казания тензорезисторов в сопоставлении со значениями напряжений, рас-

считанными МКЭ и усредненными по базе тензорезисторов  [160]; данные с 

датчиков усталости, расшифрованные соответствующим образом [147, 260, 

311, 312]; результаты ресурсных испытаний оборудования [161]. 

В случае, если выбранная расчетная схема оказывается неадекватной 

моделируемому физическому процессу, происходит возврат на первый этап 

алгоритма, вносятся изменения в расчетную схему, и алгоритм реализуется 

вновь. 

 

2.3. Особенности расчета НДС деталей сложной геометрической формы (на 

примере оценки нагруженности и деформативности корпуса превентора) 

 

Превенторы служат для обеспечения герметизации устья скважин при 

бурении и эксплуатации нефтяных и газовых скважин. Эксплуатация превен-

торов проходит в тяжелых условиях (высокое давление, перепады темпера-

тур и т.д.) и напрямую связана с безопасностью, что определяет высокие тре-

бования к их качеству и надежности. С целью обеспечения безопасности 

корпусные детали превенторов проходят испытания на герметичность и 

прочность при двойном рабочем давлении [161, 344].  

Данный подраздел содержит описание метода компьютерного модели-

рования гидравлических испытаний корпусных деталей на примере корпуса 

превентора ППГ-230х35, выпускаемого ЗАО «НПП «Сибтехноцентр», при 

его нагружении пробным давлением в 70МПа.  

Задачу по моделированию процесса гидравлических испытаний корпу-

са (Рис.2.1, Методика А2) необходимо решать в двойной нелинейной поста-
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новке: с учетом геометрических (контактные взаимодействия между корпу-

сом превентора, крышками и испытательным стендом) и физических (нели-

нейный закон деформирования материала) нелинейностей. Результатом мо-

делирования гидравлических испытаний является данные напряженно-

деформированного состояния корпуса превентора для последующей оценки 

его надежности.  

Расчетная схема, используемая для выполнения моделирования про-

цесса гидравлических испытаний в программном комплексе ANSYS, пред-

ставлена на рисунке 2.2. Конечно-элементные модели корпуса и испытатель-

ного стенда строятся на основе импортированных в программный комплекс 

ANSYS геометрических моделей, выполненных в CAD-системах, это позво-

ляет значительно упростить процесс создания моделей. Поскольку геометри-

ческая модель корпуса обладает сложной пространственной формой, являет-

ся толстостенной и интерес представляет, в том числе, и распределение на-

пряжений и деформаций по толщине стенок корпуса конечно-элементная мо-

дель строится с использованием трехмерного структурного элемента Solid92 

[201].  

Для моделирования контактных взаимодействий между крышками и 

корпусом, а также крышками и крепежом используются пары элементов 

Targe170 – Conta174, моделирующие деформируемо-деформируемый контакт 

с учетом трения [201, 274]. Для моделирования испытаний исследуемого 

корпуса было создано 7 групп контактных взаимодействий. Причем, для по-

строения конечно-элементных моделей испытательного стенда и крепежных 

деталей была использована большая длина грани элемента, поскольку рас-

пределение напряжений в этих деталях не представляет непосредственного 

интереса,  необходимо лишь оценить их влияние на жесткость корпуса пре-

вентора. 

На рисунке 2.3 представлены конечно-элементные модели корпуса и 

испытательного стенда.  
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Рисунок 2.2. Расчетная схема моделирования процесса  

гидравлических испытаний 

 

 

Рисунок 2.3. Конечно-элементные модели для моделирования процесса гид-

равлических испытаний с учетом условий симметрии 
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Поскольку пропорциональный закон деформирования для металлов ха-

рактерен только до предела пропорциональности, а материал корпуса пре-

вентора при гидравлических испытаниях испытывает деформации, сущест-

венно его превышающие (материал подвергается пластическому деформиро-

ванию), то необходимо описывать кривую деформирования материала, или 

описывать свойства материала в несколько упрощенном виде в соответствии 

с мультилинейным законом деформирования, аппроксимирующим реальную 

кривую деформирования металла при помощи сплайна [164]. 

Оценку качества построения конечно-элементной модели (Рис.2.1, Ме-

тодика А10) целесообразно выполнять методом, изложенным в работах [75, 

211, 327], где предложено  использовать оценку полученных результатов по 

формулам: 

%1001 



ESOL

NSOLESOL
,              (2.8) 

 %1002 



SMXB

SMXSMXB
, (2.9) 

где ESOL – результаты в центрах масс элементов; NSOL – результаты, ус-

редненными по узлам элементов; SMХB – оценка вероятной верхней  грани-

цы результатов. 

Поскольку расчеты деталей, имеющих такую сложную геометрию как 

превентор, в двойной нелинейной постановке представляют собой сложный 

итерационный процесс поиска решения системы более миллиона дифферен-

циальных уравнений [143], время вычислений в зависимости от мощности 

компьютера может варьироваться от суток до недели и более. Поэтому более 

рационально перед моделированием процесса гидравлических испытаний 

выполнить цикл расчетов по упрощенным расчетным схемам без использо-

вания геометрических и физических нелинейностей с целью выбора опти-

мальных параметров конечно-элементной модели. Результаты оценки каче-

ства построения конечно-элементной модели корпуса по формулам (2.8) и 

(2.9) для различных параметров построения модели сведены в таблице 2.1.  
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На основе анализа данных, представленных в таблице 2.1, были опре-

делены параметры конечно-элементных моделей корпуса превентора ППГ-

230х35 и испытательного стенда, используемых для дальнейших расчетов. 

Однако проведенный анализ качества построения конечно-элементной моде-

ли не исключает необходимости оценивать полученные результаты для каж-

дого из шагов нагружения как минимум по одному критерию 1  (2.8), чтобы 

избежать ошибок, которые могут возникнуть из-за изменений в расчетной 

схеме. 

Рассмотрим результаты моделирования процесса гидравлических ис-

пытаний корпуса превентора ППГ-230х35 с помощью двух шагов нагруже-

ния, соответствующих испытаниям корпуса рабочим и пробным давлениями.  

 

Таблица 2.1 - Оценка качества построения конечно-элементной модели кор-

пуса 

ESIZE,мм 20 18 16 15 14 
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SEQV

, МПа 
864,5 999,9 875,8 997,1 879,8 1014 917,3 1033 919,1 1014 

,%1  13,98 13,97 20,09 9,89 11,54 

,%2   

для ESOL 
12,61 13,80 10,92 11,79 20,93 

,%2 для 

NSOL 
13,47 12,17 13,24 11,20 9,36 
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На первом шаге нагружения моделировался случай испытания корпуса 

рабочим давлением 35 МПа. При выполнении оценки качества конечно-

элементной модели по критерию 1  применительно к данной модели (рису-

нок 2.3) и расчетной схеме (рисунок 2.2) получаем значение, равное: 

%01,4%100
378,298

402,286378,298
%1001 







ESOL

NSOLESOL
,        

что позволяет утверждать, что данная конечно-элементная модель может ис-

пользоваться для выполнения расчетов по данной расчетной схеме. 

На рисунке 2.4 показаны поля распределений эквивалентных напряже-

ний по энергетической теории прочности (фон Мизеса) в исследуемой конст-

рукции. Верхним пределом полей распределения является предел текучести 

стали 30ХМЛ 2852,0  МПа. Зоны локализации эквивалентных напряже-

ний, превышающие указанные пределы полей распределения, отмечены бе-

лым цветом. Для наглядности отрисовка сетки конечных элементов погаше-

на.  

 

Рисунок 2.4. Поля распределения эквивалентных напряжений SEQV в моде-

лях корпуса и приспособления испытательного до предела текучести 
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Локализация участков, где напряжения превышают предел текучести, 

на местах сопряжений различных типов поверхностей на внешней поверхно-

сти корпуса (рисунок 2.4) не представляет какого-либо существенного инте-

реса, т.к. реальная модель корпуса проходит механическую обработку после 

отливки, и данной концентрации напряжений наблюдаться не будет. Однако 

локализация напряжений на внутренних радиусах сопряжений поверхностей 

говорит о недостаточном усилении этих участков, как это рекомендуется в 

[35] для давлений свыше 6,4 МПа. 

На втором шаге нагружения рассматривался случай испытания корпуса 

пробным давлением 70 МПа. Выполненная оценка качества конечно-

элементной модели по критерию 1  для этого шага нагружения дает значе-

ние, равное 

%82,0%100
987,529

622,525987,529
%1001 







ESOL

NSOLESOL
, 

что позволяет утверждать, что данная конечно-элементная модель может ис-

пользоваться для выполнения расчетов по данной расчетной схеме. 

На рисунке 2.5 показаны поля распределений эквивалентных напряже-

ний по энергетической теории прочности (фон Мизеса) в исследуемой конст-

рукции. Зоны локализации эквивалентных напряжений, превышающие пре-

дел текучести стали 30ХМЛ 2852,0  МПа, отмечены белым цветом. Уро-

вень максимальных напряжений в материале корпуса практически достигает 

предела прочности стали 30ХМЛ 530B МПа. Поскольку компьютерное 

моделирование не позволяет учесть мелкие дефекты отливки, которые на 

практике являются дополнительными концентраторами напряжений, и в дан-

ном случае учитываются только коэффициентами запаса прочности, рассчи-

танный уровень напряжений является весьма высоким, а это позволяет ут-

верждать о недостаточной надежности корпуса.  

Поля распределения суммарных перемещений в корпусе, исключая ис-

пытательный стенд и крепежные детали (рисунок 2.6), изображены на моде-

ли с реальным масштабом деформаций, на которой сплошной тонкой линией 
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показан контур недеформированного корпуса. Максимальные перемещения 

составляют 34мм [325], что говорит также и о недостаточной жесткости и 

герметичности корпуса. 

Предложенный метод компьютерного моделирования процесса гидрав-

лических испытаний корпуса превентора в специализированном конечно-

элементном программном комплексе ANSYS позволяет решить следующие 

задачи. 

1. Выявить зоны корпуса, испытывающие пластические деформации, а 

также зоны, напряжения в которых превышают предел прочности материала 

с учетом коэффициента запаса прочности, поскольку разрушение материала в 

этих зонах будет неизбежным. Компьютерное моделирование позволяет ус-

тановить максимальное давление, при котором корпус еще сохраняет работо-

способность, а в случае недостаточной надежности корпуса для заданного 

давления провести его доработку для последующих испытаний. 

2. Определить опасные места концентрации напряжений, выявить мак-

симальные их значения, а также размер локализации. Эта информация явля-

ется исходной для осуществления конструкторской оптимизации детали 

(возможно увеличить недостаточные радиусы сопряжений, добавить необхо-

димые ребра жесткости и др.).  

Выполненное компьютерное моделирование процесса гидравлических 

испытаний корпуса превентора ППГ-230х35 позволило установить его не-

достаточную прочностную надежность при нагружении пробным давлением 

70 МПа, хотя при рабочем давлении 35 МПа корпус сохраняет работоспо-

собность. Проведенные на испытательном стенде  ЗАО «НПП «Сибтехно-

центр» экспериментальные исследования (Рис.2.1, Методика А11) подтвер-

дили полученные в ходе компьютерного моделирования результаты [164].  

Основные этапы и рекомендации для выполнения компьютерного мо-

делирования испытаний корпуса превентора, изложенные в данном подраз-

деле, применимы для оценки надежности практически любых корпусных де-

талей и сборочных конструкций, работающих под давлением, в том числе, 
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испытывающих большие пластические деформации. Они могут быть также 

использованы при моделировании работы других моделей превенторов, а 

также запорной и фонтанной арматуры. 

 

 

Рисунок 2.5. Поля распределения эквивалентных напряжений SEQV в моде-

лях корпуса и приспособления испытательного до предела текучести 

 

 

Рисунок 2.6 – Поля распределения суммарных перемещений  

USUM в корпусе 
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2.4. Определение нагруженности подшипников качения при нетрадиционной 

схеме их нагружения в составе привода импульсной передачи 

 

В ряде конструкций изделий используются механизмы, в которых ус-

ловия работы подшипников качения отличаются от традиционных, в частно-

сти, когда наружное кольцо подшипника не установлено в корпус, а катится 

по некоторой поверхности. К сожалению, в стандартных методиках расчета 

подшипников по статической грузоподъемности не приводятся зависимости 

для определения напряженно-деформированного состояния колец подшип-

ника [9], поскольку аналитическое решение данной задачи в теории упруго-

сти отсутствует и может быть получено лишь численными методами [143]. 

Так, в процессе проектирования саморегулируемой механической им-

пульсной бесступенчатой передачи нового типа для трансмиссии городского 

автобуса [175] необходимо было провести расчет и выбор подшипника, на-

ружное кольцо которого катится по поверхности эксцентрика, воспринимая 

при этом достаточно большую радиальную нагрузку. 

Поставленная задача по прочностной оценке предполагает совместный 

расчет контактных напряжений в местах контактов тел качения, а также де-

формаций  колец подшипника под действием статической нагрузки, так как в 

данном случае частота вращения предполагается достаточно малой [16]. 

Причем, если исследуемый подшипник имеет сепаратор, то его тела качения 

будут расположены сравнительно далеко друг от друга, что неизбежно при-

ведет к значительной деформации наружного кольца под воздействием ради-

альной нагрузки. Поэтому с целью получения полной картины работы такого 

подшипника необходимо рассмотреть два расчетных случая:  

а) когда вектор нагрузки проходит через центр шарика (ролика); 

б) когда вектор нагрузки направлен ровно посередине между двумя со-

седними шариками (роликами). 

Метод компьютерного моделирования работы подшипника в нестан-

дартных условиях эксплуатации (Рис.2.1, Методика А3) включает 5 этапов, а 

на рисунке 2.7 выделена вся необходимая последовательность блоков общего 

алгоритма, которые следует осуществить. 
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Рисунок 2.7. Алгоритм выбора адекватной расчетной схемы  

для анализа НДС подшипника качения 

 

Этап 1. Ввиду относительной простоты геометрической формы деталей 

подшипников качения нет необходимости привлекать для построения гео-

метрической модели пакеты трехмерного проектирования, как это было ре-

комендовано в подразделе 2.3. Геометрическую модель подшипника наибо-

лее рационально построить средствами собственного препроцессора ANSYS. 

В качестве примера на рисунке 2.8 представлена геометрическая модель 

подшипника 306 для второго расчетного случая. В силу симметрии конст-

рукции анализу может быть подвергнута лишь половина модели. 

Этап 2. Твердотельная геометрическая модель подвергается дискрети-

зации на конечные элементы типа SOLID95. Поскольку кольца подшипника 

генерируются непосредственно в препроцессоре ANSYS, это позволяет соз-

дать более предпочтительную с точки зрения аппроксимации регулярную 

(mapped) сетку конечных элементов (рисунок 2.9). В контактах шариков с 
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лунками необходимо сгенерировать контактные пары типа поверхность-

поверхность (на поверхностях шариков создать элементы CONTA174,  на по-

верхностях лунок - TARGE170) [274]. В месте контакта наружного кольца 

подшипника и эксцентрика также следует создать контактную пару.  

Этап 3. На модель накладываются следующие граничные условия.  

 На плоскостях разреза задаются условия симметрии. 

 Нижняя поверхность эксцентрика, по которому катится подшипник,  же-

стко закрепляется по всем степеням свободы. 

 Поскольку сепаратор подшипника служит лишь для поддержания относи-

тельного расположения тел качения на беговых дорожках и не влияет на 

грузоподъемность подшипника, нет смысла моделировать его твердо-

тельную модель. Имитация сепаратора осуществляется при помощи зада-

ния условий симметрии, наложенных на плоскости шариков, проходящие 

через центр и перпендикулярные направлению движения шарика по бего-

вой дорожке (рисунок 2.8). 

 По узлам, лежащим на внутренней поверхности внутреннего кольца под-

шипника необходимо произвести объединение степеней свободы по вер-

тикальной оси [152]. Данное объединение позволяет смоделировать жест-

кое перемещение вала с посаженным на него подшипником с целью пе-

редачи нагрузки. 

Этап 4. В соответствии с общими принципами решения нелинейных 

контактных задач нагружение модели проводится в 2 шага [143]. На первом 

шаге нагружения к узлу из объединенного множества узлов, лежащих на по-

верхности посадки подшипника на валу, прикладываются небольшие пере-

мещения по оси OY, достаточные для сближения контактирующих поверх-

ностей. 

На втором шаге нагружения приложенные перемещения снимаются, и 

к этому же узлу прикладывается вертикальная сила, уменьшенная в два раза, 

поскольку анализу подвергается лишь половина модели. 
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Рисунок 2.8. Геометрическая модель 

подшипника 306 с условиями сим-

метрии, позволяющими имитировать 

сепаратор 

Рисунок 2.9. Конечно-элементная 

модель подшипника 306  

для второго расчетного случая 

 

 

Этап 5. После завершения итерационного процесса поиска решения не-

линейной задачи выполняется анализ полученных результатов. Оценка каче-

ства сетки может быть выполнена с учетом рекомендаций (2.8) и (2.9). 

В качестве первого примера реализации метода рассмотрим расчет 

стандартного шарикоподшипника 306, работающего без корпуса и воспри-

нимающего радиальную нагрузку 20000Н.  

В первом расчетном случае интерес представляет распределение на-

грузки между шариками и контактных напряжений по площадкам контакта. 

Рисунок 2.10 иллюстрирует картину распределения деформаций в радиаль-

ном направлении в наиболее нагруженном контакте, причем показаны лишь 

шарики, непосредственно воспринимающие нагрузку. В результате проведе-

ния анализа установлены контактные напряжения в центре площадки контак-

та наиболее нагруженного шарика с внутренним кольцом: 5133 МПа, и со-

седнего шарика: 1671 МПа. Это говорит о том, что значительная доля на-
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грузки воспринимается центральным шариком. Для большей наглядности на 

рисунке 2.11 показаны площадки контакта между телами качения и внутрен-

ним кольцом. 

Оценку адекватности расчетной схемы наиболее рационально выпол-

нить именно для данного расчетного случая. Если закрепить неподвижно на-

ружную поверхность наружного кольца подшипника, то условия нагружения 

подшипника будут стандартными. Формула для распределения нагрузки по 

телам качения является общеизвестной [4, 45], по ней вычисляется доля на-

грузки, воспринимаемая центральным шариком. Затем, с учетом классиче-

ских зависимостей, полученных Г.Герцем [177] для контакта двух сфериче-

ских тел, вычисляются максимальные контактные напряжения между цен-

тральным шариком и внутренним (и/или внешним) кольцом. При хорошей 

согласованности полученных по формулам Герца и в ходе конечно-

элементного моделирования результатов делается вывод об адекватности 

расчетной схемы реальным условиям нагружения. В таком случае данная 

расчетная схема может успешно применяться и для других расчетных случа-

ев. 

 

Рисунок 2.10. Распределение деформаций в радиальном направлении 

для первого расчетного случая подшипника 306 
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Рисунок 2.11. Распределение контактных напряжений между телами качения 

и внутренним кольцом для первого расчетного случая 

 

Во втором расчетном случае наиболее важным является распределение 

перемещений и деформаций в кольцах подшипника. На картине распределе-

ния суммарных перемещений, изображенной на рисунке 2.12, хорошо видно, 

что наружное кольцо прогибается в месте контакта с кольцом, что приводит 

к растягивающим напряжениям, которые показаны на рисунке 2.13. Напря-

жения в контактах между телами качения в этом расчетном случае несколько 

меньше: 4226 МПа, но  растягивающие напряжения на внутренней поверхно-

сти наружного кольца достигают весьма высоких значений: 1300 МПа. 

Анализ распределения напряжений в результате нагружения шарико-

подшипника 306 показывает, что данный подшипник не удовлетворяет 

предъявляемым к нему требованиям долговечности по статической грузо-

подъемности, поскольку напряжения в местах контакта тел качения превы-

шают предельно допустимые значения для шарикоподшипников (5000 МПа), 

к тому же наружное кольцо подшипника испытывает значительное растяже-

ние, что неизбежно приведет к его расколу. 
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Рисунок 2.12. Распределение суммарных перемещений деталей подшипника 

306 для второго расчетного случая  

(перемещения преувеличены в 20 раз для наглядности) 

 

 

Рисунок 2.13. Распределение главных напряжений 1 в подшипнике 306 

во втором расчетном случае 

 

В качестве второго примера можно рассмотреть расчет роликоподшип-

ник 102306, имеющего такие же габаритные размеры, но отличающегося 

большим количеством тел качения: 16 роликов. Геометрическая модель под-

шипника представлена на рисунке 2.14. Поскольку конструкция данного 

подшипника не включает сепаратор, то ролики заполняют все беговое про-

странство практически без зазора, поэтому моделировать второй расчетный 

случай (когда вектор нагрузки проходит между роликами) не имеет смысла: 

наружное кольцо не будет сильно прогибаться. А с точки зрения анализа на-

пряжений в контакте роликов с лунками более опасным будет первый рас-

четный случай, поэтому целесообразно выполнить расчет данного подшип-
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ника с целью определения напряжений в контакте наиболее нагруженного, 

центрального, ролика. 

 

 

Рисунок 2.14. Геометрическая модель роликоподшипника 102306 

 

Величина и направление приложения нагрузки в этом расчетном случае 

были сохранены неизменными: 20000Н. В результате расчета были получена 

картина распределения перемещений, изображенная на рисунке 2.15,  причем 

на рисунке показаны лишь те ролики, которые вошли в контакт с кольцами 

подшипника (другие остались ненагруженными, поскольку деформация 

внешнего кольца все же имеет место). Сжимающие напряжения в радиаль-

ном направлении в наиболее нагруженном контакте составляют 2943 МПа, 

что не превышает предельно допустимые напряжения (3500 МПа), тем са-

мым подтверждается достаточная статическая грузоподъемность подшипни-

ка 102306 Н. 

Таким образом, рассмотренный метод проведения конечно-

элементного анализа в ANSYS позволяет смоделировать условия нагружения 

подшипников, работающих в нестандартных условиях  (при отсутствии кор-

пуса, а также при наличии перекоса вала), с целью определения их грузо-

подъемности. 
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Рисунок 2.15. Распределение суммарных перемещений деталей роликопод-

шипника 102306 (перемещения деформированной формы преувеличены в 20 

раз для наглядности) 

 

Стоит отметить, что подобное нестандартное нагружение имеет место 

не только для подшипников качения. В нефтяной отрасли, например, для 

расчета обсадных колонн традиционно применяется задача Ламе в качестве 

метода расчета толстостенных оболочек, находящихся под давлением [12]. 

Однако, для учета поясковой нагрузки, возникающей из-за промерзания мно-

голетнемерзлых пород, и вызывающей дополнительные касательные напря-

жения могут быть использованы лишь численные методы анализа. В этом 

случае построенная в ANSYS модель нагружается на первом этапе только 

внутренним давлением с последующим сравнением полученных результатов 

расчета и имеющихся данных задачи Ламе для оценки адекватности модели, 

а затем на втором этапе проводится компьютерное моделирование дополни-

тельных нагрузок на колонну [27, 56, 327]. В качестве примера на рисунке 

2.16 представлена картина распределения эквивалентных по Мизесу напря-

жений, возникающих в двухколонной крепи скважины при воздействии ло-

кальной радиальной нагрузки и осевой силы. 
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Рисунок 2.16. Распределение эквивалентных напряжений в крепи скважины 

при воздействии локальной радиальной нагрузки и осевой силы  

 

2.5. Исследование напряженно-деформированного состояния двигательной 

секции винтового забойного двигателя 

 

Винтовые забойные двигатели (ВЗД) играют значительную роль в буро-

вой технике и технологии последних десятилетий, поскольку они обладают 

высоким крутящим моментом на низких оборотах, необходимым для более 

качественного бурения, а также имеют более высокий КПД по сравнению с 

другими гидравлическими двигателями [7, 295]. 

Однако винтовые забойные двигатели обладают одним существенным 

недостатком – быстрым износом рабочих органов, следовательно, недоста-

точно большим ресурсом работы.  

Необходимое условие для работы ВЗД – непрерывность контактных 

линий, обеспечивающая герметичность камер высокого и низкого давления, 

которое достигается за счет начального диаметрального натяга в рабочих ор-

ганах: роторе и статоре, в процессе эксплуатации перестает выполняться в 

результате износа статора. Поэтому основным критерием расчета рабочих 

органов ВЗД является износостойкость, которая оценивается по контактным 

давлениям между поверхностями ротора и статора [7, 156]. 

Поскольку задача оценки контактных напряжений в паре ротор-статор 

является многоконтактной, ее решение возможно лишь с применением чис-
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ленных методов теории упругости. В сборочной конструкции рабочих орга-

нов имеется 10 контактных пар. Статор посажен с натягом, поэтому в свой-

ствах контактных пар необходимо указать начальное проникновение. Для 

надежного исключения взаимного проникновения контактирующих поверх-

ностей целесообразно сгенерировать симметричные контактные пары. 

В результате конечно-элементного анализа двигательной секции ВЗД (на 

примере двигателя Д1-195 с кинематическим соотношением 9:10) в про-

граммном комплексе ANSYS получены картины распределений перемеще-

ний и напряжений модели.  

Как видно из рисунка 2.17, линии контакта не прерываются, что под-

тверждает герметичность шлюзов и отсутствие перетоков. Максимальное 

контактное давление приходится на место контакта впадины статора с зубом 

ротора и составляет 0,786 МПа [332]. Максимальные перемещения в мате-

риале статора составляют 0,31 мм, что соответствует половине заложенного 

диаметрального натяга в 0,6 мм (рисунок 2.18), что подтверждает адекват-

ность разработанной расчетной схемы. 

 

 

Рисунок 2.17. Распределение контактных напряжений в паре ротор-статор 
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Рисунок 2.18. Распределение суммарных перемещений в статоре ВЗД 

 

Предложенный метод оценки НДС наиболее ответственных деталей 

винтовых забойных двигателей, а также анализ контактных взаимодействий  

их поверхностей применим ко всем типам ВЗД с любым кинематическим со-

отношением. Метод позволяет рассматривать также модели изношенных в 

процессе эксплуатации двигателей с целью оценки их работоспособности и 

последующего прогноза ресурса [330, 332]. Так, на рисунке 2.19 приведены 

картины распределения контактных напряжений в паре с изношенным стато-

ром, когда величина диаметрального натяга уменьшилась до 0,45 мм (рису-

нок 2.19, а) и 0,15 мм (рисунок 2.19, б). Хорошо видно, что контактные ли-

нии терпят разрыв, что приводит к нарушению герметичности рабочих ка-

мер, следовательно, к потере работоспособности двигателя.  

 

а       б 

Рисунок 2.19. Распределение контактных напряжений между ротором и из-

ношенным статором.  Диаметральный натяг: а) 0,45 мм; б) 0,15 мм 
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2.6. Оценка напряженно-деформированного состояния деталей машин в про-

цессе обучения конечно-элементному анализу 

 

Методики оценки напряженно-деформированного состояния деталей и 

металлоконструкций машин с помощью численных методов теории упруго-

сти являются универсальными и не зависят от типа выбранного программно-

го пакета. В любом варианте исследователь обязательно должен оценить ка-

чество дискретизации на конечные или граничные элементы, необходимым 

для корректного расчета является и этап оценки адекватности модели. Суще-

ствующие на сегодняшний день более десятка промышленных программных 

комплексов анализа и довольно большое количество авторских программ 

различного уровня отличаются лишь объемом библиотек элементов, классом 

решаемых физических задач, а также мощностью используемых решателей.  

Для использования в научных исследованиях несомненно важна мощ-

ность и универсальность выбранного пакета, несмотря на то, что обучение 

работы с ним затягивается порой на несколько лет, поэтому в действительно-

сти овладевших в совершенстве универсальными пакетами анализа исследо-

вателей не так уж много. С другой стороны, в инженерной практике, в облас-

тях некоторых экспериментальных исследований деталей машин требуется 

проводить исследования НДС сравнительно простых конструкций (резцов, 

оснований станков, рельсов [150, 320]) или их сечений (профилей зубьев зуб-

чатых колес, сварных соединений, различных профилей резьбы галтелей ва-

лов и др. [143]), не затрачивая большого времени на изучение громоздких 

программных средств. Одной из таких программ является разработанная ав-

тором программа XenSys [150].  

XenSys разработан для расчета НДС деталей и металлоконструкций 

машин, он реализует метод конечных элементов в плоской постановке и ме-

тод граничных элементов в объемной постановке. Используя данную про-

грамму, можно не только получить навыки решения задач по расчету дефор-

маций, напряжений и перемещений деталей сложной геометрической формы, 
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установить места концентрации напряжений и их величину, но и решать дос-

таточно сложные научные задачи, в которых знание НДС деталей является 

необходимым, но вспомогательным элементом научного исследования.  

Расчет напряженно-деформированного состояния объемных деталей 

может быть выполнен как МКЭ, так и МГЭ. С целью иллюстрации метода 

воспользуемся МГЭ, теоретические основы которого изложены в подразделе 

2.1. В качестве примера на рисунке 2.20 показана картина распределения 

суммарных перемещений в станине станка. По рассчитанным значениям пе-

ремещений можно судить о жесткости станины,  следовательно, и о необхо-

димости внесения поправок в траекторию движения суппорта с целью ком-

пенсации погрешностей в процессе обработки деталей, вызванных податли-

востью станины станка  [143]. 

 

 
 

Рисунок 2.20. Картина распределения суммарных перемещений  

в станине станка 

 

Программа XenSys является интуитивно понятной, имеет русский ин-

терфейс и успешно используется в учебном процессе в ТИУ и Златоустов-

ском филиале Южно-Уральского государственного университета  при изуче-

нии студентами курса "Детали машин и основы конструирования". 
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2.7. Выводы по Главе 2 

 

1. Предложен алгоритм конечно-элементного анализа деталей и конструкций 

машин, включающий как оценку качества сетки для получения требуемой 

точности расчетов их напряженно-деформированного состояния, так и вери-

фикацию расчетной схемы деталей общепромышленного использования.  

2. На примере расчета нагруженности и деформативности корпуса превенто-

ра ППГ-230х35 в процессе его гидравлических испытаний пробным (70 МПа) 

и рабочим (35 МПа) давлением вскрыты особенности расчета напряженно-

деформированного состояния деталей сложной геометрической формы. В ре-

зультате выполненных расчетов установлена недостаточная прочность кор-

пуса превентора при нагружении его пробным давлением, подтвержденная 

впоследствии данными экспериментальных исследований превентора на ис-

пытательном стенде. 

3. На основе разработанного алгоритма конечно-элементного анализа иссле-

дована нагруженность подшипников качения для нетрадиционной схемы их 

нагружения (наружное кольцо подшипника не установлено в корпусе, а ка-

тится по поверхности) в саморегулируемой механической бесступенчатой 

передаче трансмиссии городского автобуса. В результате выполненных рас-

четов установлена причина разрушения подшипников 306 и научно обосно-

вана замена его на роликоподшипник 102306.  

4. Впервые для широко применяемых в настоящее время при бурении винто-

вых забойных двигателей разработана и реализована методика расчета кон-

тактных напряжений и деформаций в многопарном зацеплении витков рото-

ра и статора. Сопоставление рассчитанных величин максимальных переме-

щений в материале статора со значениями диаметрального натяга позволяют 

оценивать работоспособность забойных двигателей по критерию герметич-

ности рабочих камер, устанавливать предельную величину износа резиновых 

витков статора. 
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ГЛАВА 3. МЕТОДОЛОГИЯ РАСЧЕТА ПРОЧНОСТНОЙ НАДЕЖНОСТИ  

ДЕТАЛЕЙ СЛОЖНОЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ  

ПРИ  СЛУЧАЙНОМ ХАРАКТЕРЕ ВНЕШНИХ НАГРУЗОК 

 

В настоящее время для оценки распределения опасных напряжений в 

деталях сложной геометрической формы отсутствуют аналитические зависи-

мости, либо зависимости являются приближенными и не обеспечивают тре-

буемую точность расчетов. Решение данной задачи может быть получено с 

помощью методов компьютерного моделирования, подробно описанных в 

предыдущей главе. Однако методики оценки НДС деталей и узлов в пакетах 

конечно-элементного анализа позволяют корректно смоделировать лишь ста-

тический режим нагружения конструкции постоянной величиной приложен-

ной силы, момента, давления или тепловой нагрузки.  

В то же время в реальных условиях эксплуатации детали подвергаются 

воздействию внешних как силовых, так и температурных нагрузок, являю-

щихся случайными величинами, функции плотности распределения которых 

законами, предложенными и исследованными в рамках теории параметриче-

ской статистики, с требуемой ошибкой первого рода по критериям согласия 

приняты быть не могут.  

В практике обработки случайных величин, описывающих нагружение 

конструкции, в настоящее время наиболее часто используются нормальное и 

логнормальное, треугольное, гамма- и бета- распределения, распределения 

Вейбулла-Гнеденко и некоторые другие [21, 39, 48, 54, 202, 209, 222, 251, 

261, 269, 272, 334]. Однако на практике при обработке результатов измере-

ний конкретной случайной величины сложно, а в ряде случаев невозможно 

сформулировать условия отнесения выборки к тому или иному параметриче-

скому семейству.  Более того, при расчетах прочностной надежности конст-

рукций используются модели, включающие различные математические дей-

ствия с параметрами, имеющими случайную природу. Определить в таких 
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случаях вид функции распределения результата математических преобразо-

ваний, а также ее параметры, не представляется возможным. 

Предлагаемый в данной работе подход к обработке случайных величин 

основан на методах непараметрической статистики, которые изначально 

предполагают, что вид распределения случайной величины либо неизвестен, 

либо может быть определен лишь приближенно [130, 291]. В настоящее вре-

мя с помощью методов непараметрической статистики можно решать прак-

тически весь спектр задач, которые решались ранее с помощью методов па-

раметрической статистики, но не накладывая никаких ограничений на вид 

функции распределения случайной величины, а значит, исключая погрешно-

сти, вызываемые заменой реальных распределений случайной величины 

близкими к ним "удобными" имеющими аналитическое описание  известны-

ми распределениями.  

Единственной сложностью применения методов непараметрической 

статистики является их программная реализация, требующая создания соот-

ветствующих алгоритмов, включающих как численные методы решения 

уравнений, в том числе трансцендентных, так и методы оптимизации функ-

ций. Однако разработанные к настоящему времени профессиональные мате-

матические процессоры и средства математического моделирования физиче-

ских процессов предлагают исследователю, не имеющего специальной под-

готовки в области численного программирования, богатый набор стандарт-

ных функций для реализации пользовательских алгоритмов, а также удобные 

средства визуализации графиков функций и экспериментальных данных. 

Данная глава посвящена новому подходу к оценке надежности изделий 

в процессе эксплуатации, который использует методы компьютерного моде-

лирования и аппарат непараметрической статистики, позволяющий не только 

восстанавливать фактические функции распределения случайных величин 

внешних нагрузок, но и функции плотности распределения критериев проч-

ности, что позволяет оценивать долговечность изделий в условиях реальных 
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спектров воздействия внешних нагрузок и естественных законов изменения 

предельного состояния материала. 

 

3.1. Постановка задачи и методология ее решения 

 

Для решения поставленной задачи предлагается подход, включающий 

следующие основные этапы (рисунок 3.1). 

1. Восстановление методами непараметрической статистики [2, 130] 

функций плотности распределения внешних случайных нагрузок и настройку 

на их основе непараметрических датчиков случайных величин. 

2. Планирование многофакторного эксперимента по расчету напряженно-

деформированного состояния деталей. 

3. Проведение компьютерного эксперимента по расчету численным мето-

дом теории упругости (например, методом конечных элементов) конечного 

числа вариантов НДС деталей [313, 331]. 

4. Определение функций, аппроксимирующих изменение напряжений в 

опасных точках поверхности исследуемой детали, в зависимости от величин 

внешних нагрузок. 

5. Получение с помощью датчиков случайных величин и аппроксими-

рующих функций представительных выборок напряжений, действующих в 

опасных точках детали. 

6. Восстановление методами непараметрической статистики по этим вы-

боркам функций плотности распределения действующих в опасных точках 

детали напряжений. 

7. Расчет на основе функции плотности распределения предельных на-

пряжений и функции плотности распределения действующих напряжений 

вероятности безотказной работы для каждой опасной точки. 

8. Определение точки детали, имеющей наименьшую вероятность безот-

казной работы, характеризующей прочностную надежность исследуемой де-

тали в целом. 
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Все этапы приведенного алгоритма будут подробно описаны в подраз-

деле 3.3. на примере решения задачи оценки прочностной надежности корпу-

са клиновой задвижки, подвергаемого в условиях эксплуатации случайному 

воздействию внешнего давления и температуры. 

 

3.2. Определение численных характеристик внешних нагрузок, являющихся 

случайными величинами 

 

Реализация методов оценки прочностной надежности деталей  и узлов 

машин на основе математического аппарата непараметрической статистики 

связана с решением двух вспомогательных задач:  

 компьютерное моделирование случайных величин с законами, из-

вестными с точностью до параметров и с законами, определенными 

методами непараметрической статистики; 

 восстановление по заданной выборке случайной величины ее функ-

ции плотности распределения. 

Рассмотрим решение первой задачи. Ее актуальность определяется не-

обходимостью создания датчиков случайных чисел для генерации выборки 

случайной внешней нагрузки в соответствии с заданным законом распреде-

ления. 

Проиллюстрируем задачу генерации выборки случайных чисел для  β- 

распределения,  функция распределения которого выглядит следующим об-

разом [33]: 
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где B(a,b) бета - функция. 
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Рисунок 3.1. Методология оценки надежности изделий
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Для разработки датчиков воспользуемся результатами работы [130]. В 

соответствии с алгоритмом, представленным в этой работе, сгенерируем в 

пределах отрезка [0, 1] выборку случайных чисел Vi ni ,1 , значения Vi кото-

рых в этом интервале равновероятно. Если случайная величина V имеет рав-

номерный закон распределения, а требуется получить случайную величину x, 

функция распределения которой Ф(x), известна с точностью до параметров, 

достаточно воспользоваться уравнением: 

                                    Ф(x) = V ,                                                        (3.2) 

решая его относительно x. В случае известных законов распределения это  

уравнение решается аналитически. Однако для функций распределения, вос-

становленных с помощью непараметрических методов, уравнение  (3.2) явля-

ется трансцендентным, и его возможно решить лишь численным методом. То 

есть для получения выборки xi, ni ,1   необходимо для каждого значения Vi 

численным методом решить трансцендентное уравнение: 

                                           Ф(xi) = Vi  .                                                          (3.3) 

Изложенный алгоритм генерирования случайных величин, законы рас-

пределения которой описываются функциями, заданными с точностью до па-

раметров, реализован в программах, написанных в среде MathCad. Результат 

работы программ иллюстрирует рисунок 3.2, на котором в качестве примера 

представлена гистограмма функции плотности распределения для закона 

(3.1), полученная на основе обработки выборки длиной n =1000 и кривая, со-

ответствующие аналитическому описанию этой же функции плотности. 

Для решения второй вспомогательной задачи обратимся к работе [130], 

в которой рассмотрены два принципиально различных подхода восстановле-

ния неизвестной функции плотности распределения случайной величины, 

представленной в виде выборки конечных значений: на основе использова-

ния оценок Парзена – Розенблатта [292] с набором различных ядерных функ-

ций и путем минимизации функции эмпирического риска.  
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Приведем краткое описание алгоритма решения задачи восстановления 

неизвестной функции плотности распределения случайной величины с по-

мощью оценки Парзена – Розенблатта.  

 

 

Рисунок 3.2. Функция плотности распределения для генерирования 

случайной величины в соответствии с β- распределением 

 

По условиям задачи имеем выборку  Nixi ,1,  длиной N значений 

случайной величины X. На основе этой выборки требуется восстановить не-

известную на момент решения задачи функцию плотности распределе-

ния )(XP . Следуя [130], в качестве оценки функции распределения 

)(XФ случайной величины X используется сглаженная эмпирическая функ-

ция распределения в виде: 
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где G(t) – монотонно неубывающая функция от 0 до 1 своего аргумента, 

симметричная относительно нуля; Nh - параметр размытости. 

Дифференцируя (3.4), установим: 
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Здесь обозначено: )()( tGtK   плотность распределения )(tG или ядерная 

функция (ядро). 

Алгоритм решения задачи восстановления функции )(XP  на основе 

(3.5) предполагает два этапа расчетов. На первом этапе выбирается ядерная 

функция )(tK  из числа известных [25, 130]. На втором этапе решается задача 

определения оптимальной величины параметра размытости Nh . 

Воспользуемся в качестве примера [25, 130] ядерной функций в виде 

нормального распределения: 
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В работе [25] показано, что определение оптимальной величины Nh  

является задачей более сложной, нежели восстановление плотности распре-

деления, поскольку оптимальное значение Nh зависит от неизвестной плот-

ности распределения и, тем более, неизвестных ее производных. Поскольку 

при расчете прочностной надежности передач, в первую очередь, важна 

оценка плотности на хвостах распределения, для нахождения оптимальной 

величины параметра Nh  на основе лишь имеющейся выборки 

Nixi ,1,  случайной величины X необходимо реализовать специальные ал-

горитмы.  

Воспользуемся представленными в работах [25, 118, 130] исследова-

ниями поведения оценок Парзена-Розенблатта. Из них следует, что началь-

ное значение параметра Nh  можно рассчитать по следующей зависимости: 

                          
5

1


 NDh NN ,                                                          (3.7) 
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где ND  - выборочная дисперсия, вычисляемая на основе имеющейся выборки 

значений Nixi ,1,  по формуле: 
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 Для определения оптимального значения параметра 
*

Nh  («ширины ок-

на») воспользуемся предложенным в работе [25] информационным функцио-

налом следующего вида: 

                               )()(ln)()(ln tdФtKdttPtKJ ,                               (3.9) 

максимальное значение которого соответствует условию )()( tPtK  . 

 В этом случае приходим к задаче: 
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где ядерная функция задана выражением (3.6). 

 После решения задачи (3.10) искомая оценка плотности с ядром (3.6) и 

параметром размытости (
*

Nh ) на основе (3.5) описывается выражением: 
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Резюмируя вышеизложенное, отметим, что при реализации метода 

Парзена – Розенблатта необходимо выполнить два этапа расчета. На первом 

этапе рассчитывается грубая характеристика выборки, – выборочная диспер-

сия (3.8), которая в дальнейшем, через оптимизацию параметра размытости 

*

Nh  (второй этап расчета), используется для уточнения оценки плотности 

распределения (3.11) поскольку величина ND  чувствительна к выбросам и не 

отражает характер изменения функции плотности (одномодальный, много-

модальный).  
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Несмотря на универсальный характер оценок Парзена-Розенблатта, 

применение их на практике связано с необходимостью определения подхо-

дящего параметра «размытости» для каждой ядерной функции из имеющего-

ся набора. Более того, наилучшей по критерию (3.9) ядерной функцией мо-

жет оказаться любая, при этом для разных объемов выборки Nxi ,1, случай-

ной величины Х оптимальными часто оказываются разные ядерные функции. 

Отсюда следует, что при оценивании плотности вероятности необходимо 

всегда исследовать всю имеющуюся совокупность ядерных функций [130]. 

 В то же время для решения задачи определения неизвестной функции 

плотности распределения может быть применен другой метод, относящийся 

к косвенным методам оценивания плотности вероятности, – метод структур-

ной минимизации функции эмпирического риска [130]. Рассмотрим основ-

ные зависимости метода и алгоритм его реализации. 

Первоначально метод структурной минимизации риска был предложен 

для решения некорректной задачи интерпретации результатов косвенных 

экспериментов: в классе )(),,( btatf   требуется восстановить функцио-

нальную зависимость ),()( tftf  в ситуации, когда непосредственное из-

мерение функции )(tf  невозможно. Однако можно измерить значения дру-

гой функции )(),( bxaxF  , связанной с функцией )(tf  операторным урав-

нением: 

                                              )()( xFtAf  ,                                               (3.12) 

где А линейный, вполне непрерывный оператор, осуществляющий взаимно 

однозначное отображение элементов ),( tf метрического пространства Е1 в 

элементы ),( xF метрического пространства Е2 . 

 Пусть в точке xi измеренное значение функции  )(xF оказалось равным 

yi  при этом общее число точек – N. Таким образом, имеется совокупность 

пар значений:    NN yxyx ,;...., 11 . 
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Задача интерпретации результатов косвенных экспериментов заключа-

ется в том, что зная оператор А и измерения xi , yi требуется определить 

),()( tftf  . При этом допускается, что задача решения операторного урав-

нения (3.12) может быть некорректно поставленной, поскольку число точек 

конечно и ограничено, и при измерении имеют место случайные погрешно-

сти. 

Зададим условия, при которых решается задача (3.12). 

1. Значения функции )(xF измеряются с аддитивной помехой   не зави-

сящей от х: 

                                           iii xFy  ,                                              (3.13) 

          при этом математическое ожидание   равно нулю, а дисперсия ограни-

чена. 

2. Точки xi , в которых проводятся измерения, определяются случайно и 

независимо согласно некоторой, необращающейся в нуль на отрезке 

 ba, плотности, например равномерной. 

3. Решение операторного уравнения (3.12) разложимо в ряд по системе 

функций :)(...,),(),( 21 ttt m  

                                                   )()(
1

ttf j

j

j  




,                                  (3.14) 

          где j  - коэффициенты разложения. 

Обозначим через 

                            )()(
)(

1

ttf j

NM

j

jM   


                                  (3.15)     

приближенное решение операторного уравнения (3.12). Здесь М(N)– число 

членов разложения (зависящее от числа измеренных значений функции 

)(xF в точках xi, Ni ,1 ), j - вектор параметров, значения которых (при за-

данном уровне надежности (1- η) решения задачи) устанавливаются путем 

минимизации функционала эмпирического риска [2]: 
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Как показано в работе [313], при определенных предположениях отно-

сительно решения уравнения (3.12) существует такой закон изменения М(N), 

который с увеличением объема выборки  Niyi ,1,  обеспечивает стремление 

по вероятности получаемых приближений (3.15) к решению (3.14). В резуль-

тате реализации метода структурной минимизации риска оценкой искомой 

функции )(tf будет 

                                 )()(
1

ttf j

M

j

jM  


.                                       (3.17) 

Рассмотрим теперь задачу восстановления неизвестной функции плот-

ности )(tf  вероятности случайной величины t, заданной в виде конечной 

выборки (длиной N) ее значений Nit i ,1,  . Будем полагать, что функция 

)(tf  является непрерывной, сосредоточена на отрезке [0,1] и ее оценка 

)(tfM определяется зависимостью (3.17), в которой функции )(tj имеют вид 

[2]:  

   )()(
1

ttf j

M

j

jM  


;         







 tjtj

2
12cos)(


 .                 (3.18) 

где:  1,0t ; j - коэффициенты; Mj ,1 .  

 В процессе реализации алгоритма восстановления функции плотности 

исследуемой случайной величины x, представленной выборкой Nixi ,1,  , 

для получения совокупности значений Nit i ,1,   используется подход, пред-

ложенный в работе [130]. Учитывая ограниченный объем выборки ix , оценка 

)(tfM строится в расширенном, по сравнению с Nixi ,1,  , интервале: 

                                                     xx BAx , ,                                                (3.19) 
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где    ;min  i
i

x xA      ;max  i
i

x xB   
    

1

minmax5






N

xx i
i

i
i . 

 Расчет величин Nit i ,1,   на основе имеющейся выборки значений 

Nixi ,1,   выполняется по формуле: 

                                                  xxxii ABAxt  .                                   (3.20) 

 Следуя методу структурной минимизации риска, измерим в точках 

)1/(  nii ; ni ,1  значения эмпирической функции распределения 

)( iNF  и рассмотрим их как значение функции распределения )( iF  плюс не-

которая случайная помеха  (3.13):  

                                          iiNii FFy   )( .                                     (3.21) 

Число этих точек (n), с целью сокращения объемов вычислений, реко-

мендуется [130] принимать меньшим, нежели N, в частности, ближайшим це-

лым числом к рассчитанному по зависимости: 

                                                    NNn ln5 .                                         (3.22) 

Из левой части выражения (3.21) следует, что величины yi взаимно 

коррелированны, то есть случайная помеха   являться независимой не может 

и в этом случае условие (3.13), необходимое для решения задачи (3.12) путем 

минимизации функционала (3.16), не выполняется. Эту трудность удается 

обойти, если до использования метода структурной минимизации риска осу-

ществить декорреляцию выборки niyi ,1,  , преобразовав ее в другую, не-

коррелированную выборку.  Реализация данной процедуры преобразует 

функционал (3.16) к виду [130] : 
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,               (3.23) 

отличающемуся от (3.16) наличием в числителе матрицы 
1

yR  - обратной ко-

вариационной матрицы вектора y. В функционале (3.23) обозначено: 
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                                        (3.24) 

         2/)()(   iii Gy ;              /2/sin2)(  ii ; 

          iG  - оценка функции )( iF  : 
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                           (3.25) 

Выражения для элементов матрицы  
1

yR  
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             (3.26) 

получены в работе [2]: 

         
 

      121

2
1





GGG

GN
r




 ,   

  
       1

1

1

1










nnn

n
n

GGG

GN
r




, 

         
    

         211

2










iiii

ii
i

GGGG

GGN
r




,     1...,,3,2  ni ; 

                   
,

1 ii

i
GG

N









               1...,,2,1  ni  

При каждом фиксированном значении М минимум функционала (3.23) 

ищется при условии 
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выполнение которого позволяет определить величины неизвестных коэффи-

циентов j  Mj ,1 .  

 Таким образом, задача восстановления неизвестной функции плотно-

сти распределения  )(tf  случайной величины t, заданной в виде конечной 

выборки ее значений Nit i ,1,  , заключается в установлении числа членов 

разложения М = М
*
 функции )(tfM  (3.18) в процессе минимизации функ-

ционала эмпирического риска (3.23): 

                                                         )(min
,...2,1

MJ
M 

.                                     (3.28) 

 Значение М
*
, при котором  J(M

*
) становится минимальным, позволяет 

получить искомую оценку )(xfM функции )(xf в виде: 

                                    xxxj

M

j

jM ABAxxf 




*

1

)( .                      (3.29) 

Для использования рассмотренных методик восстановления неизвестной 

функции плотности распределения случайной величины по заданной выбор-

ке ее значений Nixi ,1, 
 в процессоре MathСad [40] созданы соответст-

вующие программы. 

 Применение метода эмпирического риска или оценок Парзена-

Розенблатта определяется следующим. В том случае, когда для решения за-

дачи прочностной надежности разрабатывается программный продукт, то 

при восстановления неизвестных функций плотности распределения случай-

ных величин можно использовать оба подхода. В то же время, если конеч-

ным результатом решения задач является методика, в которой неизвестные 

законы случайных величин требуются представить в виде конечных выраже-

ний с известными параметрами, то рекомендуется использовать метод эмпи-

рического риска, поскольку значение М
* 
функции (3.17), как показывает опыт 

решения конкретных задач, как правило, не превышает восьми. То есть неиз-

вестная функция плотности случайной величины может быть описана вполне 

компактной зависимостью.  
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3.3. Методики решения задачи оценки прочностной надежности деталей 

сложной геометрической формы 

 

Реализацию предложенного подхода рассмотрим на примере решения 

задачи оценки прочностной надежности (вероятности безотказной работы) 

корпуса трубопроводной арматуры, работающей при переменном во времени 

уровне давления (в общем случае случайном, с неизвестным законом распре-

деления) и изменении (случайный разброс относительно общего тренда) тем-

пературы окружающей среды. Запись давлений, при которых эксплуатирова-

лась в течение года запорная арматура, представлена на рисунке 3.3, при 

этом изменение температуры окружающей среды отражено на графиках ри-

сунка 3.4. 

На первом этапе решения задачи, воспользовавшись точечными значе-

ниями измеренных величин давлений 1000,1, ipi  и температуры 

1000,1, jt j , методом минимизации эмпирического риска (подраздел 3.2) 

восстановим функции плотности распределения давления и температуры 

(рисунок 3.5), на основе которых осуществим настройку непараметрических 

датчиков (рисунок 3.1) случайных величин np  и nt , Nn ,1 , где N – число 

реализаций.  

Для расчета прочностной надежности необходимо иметь также функ-

цию плотности распределения предельных напряжений S. В общем случае 

эти напряжения заданы выборкой, на основе которой методами непараметри-

ческой статистики можно не только восстановить функцию плотности их 

распределения (подраздел 3.2), но и настроить  соответствующий непарамет-

рический датчик случайной величины LkSk ,1,   (рисунок 3.1). 
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а) 

б) 

Рисунок 3.3. Изменение давлений за наблюдаемый период 

(а – запись, б – точечные значения) 

 

 

а) 

 
б) 

Рисунок 3.4. Изменение температуры за наблюдаемый период  

(а – запись, б – точечные значения)  

 

   

 



90 

 

 

а) 

 
б) 

Рисунок 3.5 –Функция плотности распределения давлений (а) и функция 

плотности распределения температуры (б) 

 

Следующим этапом решения задачи является расчет выборки напряже-

ний Nnn ,1,  , возникающих в исследуемом корпусе запорной арматуры, 

при заданных массивах случайных величин давлений и температуры np  и nt , 

Nn ,1 . Для рассматриваемого корпуса, вследствие его сложной простран-

ственной геометрической формы, известные аналитические выражения для 

расчета напряжений [130] являются весьма условными, более того, они не 

учитывают местные концентрации напряжений, которые, в конечном итоге, и 

определяют прочностную надежность корпуса.  
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Оценку напряженно-деформированного состояния корпуса запорной 

арматуры целесообразно выполнить по методике, подробно описанной в ра-

ботах [122, 124, 315], и в целом подобной методике анализа НДС корпуса 

превентора, рассмотренной в третьем подразделе второй главы. На рисунке 

3.6, в качестве примера, представлены результаты расчета напряжений () в 

запорной трубопроводной арматуре, возникающих при конкретном давлении 

constpi  и внешней температуре constt j  .  

В то же время даже при быстродействии современной вычислительной 

техники, расчеты по ANSYS весьма трудоемки и требуют значительных за-

трат машинного времени, особенно в случае необходимости учета геометри-

ческой или физической нелинейностей (подразделы 2.3-2.5). Причем, вполне 

возможно возникновение ситуации, в которой решателем ANSYS будет сде-

лан вывод о невозможности сходимости итерационного процесса, что потре-

бует либо учета дополнительных граничных условий, либо изменения опций 

решателя, а процесс подбора исследователем подходящих опций затягивает-

ся порой на несколько дней или недель, и для различных величин нагрузки 

опции, приводящие к схождению решения, могут оказаться различными. То 

есть, используя ANSYS, можно выполнить несколько десятков, но не сотен и 

тысяч расчетов, необходимых для формирования представительной выборки 

напряжений Nnn ,1,  .  

Принимая вышеизложенное во внимание, для расчета вероятности без-

отказной работы корпуса трубопроводной арматуры, используем процедуру, 

основанную на обработке результатов компьютерного эксперимента, конеч-

ной целью которого является получение для M точек корпуса (опасных по 

критерию прочности) регрессионных зависимостей вида ),()()( tpmm   , 

Mm ,1 . Реализация процедуры в рассматриваемом случае предполагает 

проведение двухфакторного эксперимента: первый фактор – давление, вто-

рой – температура. 
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а) 

 

 
б) 

Рисунок 3.6. а) - нагрузки, воспринимаемые запорной трубопроводной армату-

рой в процессе эксплуатации; б)-поле распределения эквивалентных напряже-

ний фон Мизеса в деталях клиновой задвижки КЗ13010-100 с учетом поля 

распределения температур и внешних нагрузок 

 

Точка, в которой при дан-

ном расчете действуют 

максимальные напряжения 
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Область варьирования факторов определяется предельными значения-

ми давления и температуры из выборок 1000,1, ipi  и 1000,1, jt j : 

 i
i

pp minmin  ,  i
i

pp maxmax  ,  j
j

tt minmin  ,  j
j

tt maxmax  . Поскольку 

зависимости ),()()( tpmm   , Mm ,1 , в общем случае, являются гладкими и 

непрерывными, для их аппроксимации воспользуемся полиномиальной 

функцией следующего вида: 

                                
2)(

2

)(

1

)(

0

)( tataa mmmm  ,                                           (3.30) 

где          
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)(

2 pbpbba mmmm  . 

 Раскрывая (3.30), получим следующее выражение: 

22)(
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2)(
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2)(
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2)(
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2)(

02

)(
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)(

01

)(

00

)( ptbptbtpbptbtbpbtbpbb mmmmmmmmmm  . 

Для определения значений неизвестных коэффициентов 

2,0;2,0,)(  jib m

ij  функции (3.30), реализуем компьютерный эксперимент, 

заключающийся в проведении ряда расчетов напряженно-деформированного 

состояния корпуса МКЭ при фиксированных величинах давления constpl   

и температуры consttl  , Ll ,1  [145]. При решении задачи целесообразно 

воспользоваться методами планирования эксперимента [39]. Следуя им, пе-

рейдем от размерных величин lp  и lt  к безразмерным lp (-1≤ lp ≤+1) и lt             

(-1≤ lt ≤+1), рассчитываемым по формулам: 

minmax

minmax )(2

pp

ppp
p l

l



       и            

minmax

minmax )(2

tt

ttt
t l
l




 .                     (3.31) 

Расчет коэффициентов  2,0;2,0,)(

,  jib m

ji  функции (3.30) связан с необхо-

димостью использования результатов минимум девяти опытов, что требует 

проведения двухфакторного эксперимента при варьировании параметров lp  
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и lt  на трех уровнях. Зададим эти уровни следующими значениями: lp = -1; 

0; +1 и lt = -1; 0; +1 (соответственно   maxminmaxmin ;5,0; pppppl  и 

  maxminmaxmin ;5,0; tttttl  ). В результате получим матрицу планирования экс-

перимента, представленную в таблице 3.1.  

 

             Таблица 3.1. Матрица планирования экспериментов 

  № опыта 

(расчета) 

Параметр  

lt  

Параметр  

lp  

Величина 
)(m

l  

Значение 
)(m

l , МПа 

1 -1 -1 )(

1

m  45 

2 -1 0 )(

2

m  60 

3 -1 +1 )(

3

m  58 

4 0 -1 )(

4

m  53 

5 0 0 )(

5

m  70 

6 0 +1 )(

6

m  65 

7 +1 -1 )(

7

m  60 

8 +1 0 )(

8

m  75 

9 +1 +1 )(

9

m  68 

 

Проведя расчеты напряженно-деформированного состояния корпуса 

МКЭ при величинах давления и температуры, соответствующих уровням их 

варьирования, отраженных в таблице 3.1, установим для каждой точки "m" 

девять значений действующих в ней напряжений 9,1,)( lm

l . В качестве 

примера они приведены в правом столбце таблицы 3.1. Подставляя эти вели-

чины для каждого расчета (опыта) в левую часть уравнения (3.30) и соответ-

ствующие этому опыту значения параметров p  и t  из таблицы 3.1 в правую 

часть уравнения (3.30), получим систему линейных уравнений 

;)(

22

)(

21

)(

12

)(

11

)(

20

)(

02

)(

10

)(

01

)(

00

)(

1

mmmmmmmmmm bbbbbbbbb 

;)(

20

)(

10

)(

00

)(

2

mmmm bbb 

;)(

22

)(

21

)(

12

)(

11

)(

20

)(

02

)(

10

)(

01

)(

00

)(

3

mmmmmmmmmm bbbbbbbbb 

;)(

02

)(

01

)(

00

)(

4

mmmm bbb   
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;)(

00

)(

5

mm b  

;)(

02

)(

01

)(

00

)(

6

mmmm bbb 

;)(

22

)(

21

)(

12

)(

11

)(

20

)(

02

)(

10

)(

01

)(

00

)(

7

mmmmmmmmmm bbbbbbbbb 

;)(

20

)(

10

)(

00

)(

8

mmmm bbb 
)(

22

)(

21

)(

12

)(

11

)(

20

)(

02

)(

10

)(

01

)(

00

)(

9

mmmmmmmmmm bbbbbbbbb  , 

решая которую, для искомых коэффициентов 2,0;2,0,)(  jib m

ij  установим 

следующие выражения [123, 169]: 

;)(

5

)(

00

mmb   ;2/)( )(

4

)(

6

)(

01

mmmb        ;2/)( )(

2

)(

8

)(

10

mmmb    

;2/)( )(

5

)(

6

)(

4

)(

02

mmmmb                 ;2/)( )(

5

)(

8

)(

2

)(

20

mmmmb    

;4/)( )(

9

)(

7

)(

3

)(

1

)(

11

mmmmmb                                                                     (3.32) 

;4/)(2/)( )(

9

)(

7

)(

3

)(

1

)(

8

)(

2

)(

12

mmmmmmmb    

;4/)(2/)( )(

9

)(

7

)(

3

)(

1

)(

6

)(

4

)(

21

mmmmmmmb  
)(

5

)(

8

)(

6

)(

4

)(

2

)(

9

)(

7

)(

3

)(

1

)(

22 2/)(4/)( mmmmmmmmmmb   . 

Для величин 9,1,)( lm

l  из таблицы 3.1 по формулам (3.32) значения 

)(m

ijb  получены следующими: 
)(

00

mb =70; 
)(

01

mb =6; 
)(

10

mb =7,5; 
)(

02

mb =-11; 
)(

20

mb =-2,5; 

)(

11

mb =-1,25; 
)(

12

mb =-1,25; 
)(

21

mb =-0,75;  
)(

22

mb =1,25. Таким образом, для точки кор-

пуса "m", функция (3.30) при безразмерных параметрах ( p , t ) выглядит так: 

 
222222)( 25,175,025,125,15,2115,7670 ptptpttptptpm  ,  (3.33) 

а для параметров p и t , с учетом зависимостей (3.31), имеет вид: 

.
)(2)(2

25,1

)(2)(2
75,0

)(2)(2
25,1

)(2)(2
25,1

)(2
5,2

)(2
11

)(2
5,7

)(2
670

2

minmax

minmax

2

minmax

minmax

minmax

minmax

2

minmax

minmax

2

minmax

minmax

minmax

minmax

minmax

minmax

minmax

minmax

2

minmax

minmax

2

minmax

minmax

minmax

minmax

minmax

minmax)(






















































































































































pp

ppp

tt

ttt

pp

ppp

tt

ttt

pp

ppp

tt

ttt

tt

ttt

pp

ppp

tt

ttt

pp

ppp

tt

ttt

pp

pppm

(3.34) 
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Функция отклика (3.34) при вариации давления и температуры в преде-

лах: minp 1,8МПа ≤ p ≤ maxp 5,0МПа; mint -28°С ≤ t ≤ maxt 40°С,    

соответствующих  данным рисунка 3.5, показана на рисунке 3.7. 

c

 

Рисунок 3.7 - Функция отклика (3.34) 

 

Аппроксимация функции ),()()( tpmm    с использованием полиноми-

альной зависимости (3.33) и рассмотренной методики определения коэффи-

циентов 2,0;2,0,)(  jib m

ij , реализация которой основана на минимальном 

числе расчетов значений функции ),()()( tpmm   , предполагает, что по-

грешности вычисления значений этой функции отсутствуют. В то же время, 

любой численный метод расчета, в том числе и МКЭ, позволяет получать ре-

зультаты с некоторой погрешностью, зависящей как от способа разбиения 

исследуемой детали  на конечные элементы, так и их размеров. Уменьшить 

погрешности конечно-элементной сетки позволяет создание регулярной упо-

рядоченной разбивки, как описано в подразделе 2.5, оценить качество полу-

ченной сетки – с помощью метода, изложенного в подразделе 2.3.  

Повысить качество аппроксимации функции отклика, в случае необхо-

димости, можно на основе использования большего числа рассчитанных зна-

чений функции ),()()( tpmm   , например путем проведения двухфакторного 

эксперимента не на трех, а на пяти уровнях варьирования параметров p  и t , 

что увеличивает число экспериментальных точек с 9 до 25 [331]. Блок-схема 
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решения данной задачи аналогична представленной на рисунке 3.1 и в более 

иллюстративном виде показана на рисунке 3.8. 

Методика определения неизвестных коэффициентов регрессионного 

уравнения для изложенного варианта проведения компьютерного (расчетно-

го) эксперимента заключается в следующем. Воспользуемся равномерной 

сеткой узлов, которой соответствует матрица планирования экспериментов, 

представленная таблицей 3.2.  

В результате расчетов установим для каждого опыта значения напря-

жений 5,1;5,1,)(  jim

ij . Далее реализуем следующий алгоритм расчета. Для 

каждого фиксированного уровня фактора 1;5,0;0;5,0;1 t , соответственно 

5,1i ,  методом наименьших квадратов с учетом значений фактора 

1;5,0;0;5,0;1 p  (соответственно 5,1j ) определим коэффициенты 
)(m

ic , 

)(m

id и 
)(m

if  полинома второй степени 

                      
2

)()()()( pfpdc m

i

m

i

m

i

m

ij    .                                       (3.35) 

Эти коэффициенты являются решением следующей системы трех ли-

нейных уравнений: 

                   



5

1

)(
5

1

2
)(

5

1

)()( 25
j

m

ij

j

j

m

i

j

j

m

i

m

i pfpdc  ; 

                  



5

1

)(
5

1

3
)(

5

1

2
)(

5

1

)(

j

j

m

ij

j

j

m

i

j

j

m

i

j

j

m

i ppfpdpc   ;               (3.36)     

                         



5

1

2
)(

5

1

4
)(

5

1

3
)(

5

1

2
)(

j

j

m

ij

j

j

m

i

j

j

m

i

j

j

m

i ppfpdpc  .  

Подставляя в уравнения значения параметра jp из таблицы 3.2, после 

преобразований найдем:  

    75,8/)75,00,325,40,375,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)( m

i

m

i

m

i

m

i

m

i

m

ic   ; 

5,2/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

2

)(

1

)( m

i

m

i

m

i

m

i

m

id   ;                                     (3.37) 

   75,1/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)( m

i

m

i

m

i

m

i

m

i

m

if   . 



98 

 

 

 

Рисунок 3.8. Блок-схема решения задачи 
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Таблица 3.2. Матрица планирования двухфакторного эксперимента при пяти 

уровнях варьирования факторов 

 

  № опы-

та 

(расчета) 

Параметр  

it  

Параметр  

jp  

Величина 
)(m

ij  

Значение 
)(m

ij , 

МПа 

Значение 
)(m

ij  по формулам 

(3.34)/(3.44) 

1 -1 -1 )(

11

m  45 45,000/45,026 

2 -1 -0,5 )(

12

m  55 54,625/54,724 

3 -1 0 )(

13

m  60 60,000/60,100 

4 -1 0,5 )(

14

m  61 61,125/61,153 

5 -1 1 )(

15

m  58 58,000/57,883 

6 -0,5 -1 )(

21

m  49 49,125/49,193 

7 -0,5 -0,5 )(

22

m  60 59,891/59,955 

8 -0,5 0 )(

23

m  66 65,625/65,664 

9 -0,5 0,5 )(

24

m  66 66,328/66,321 

10 -0,5 1 )(

25

m  62 62,000/61,924 

11 0 -1 )(

31

m  53 53,000/53,094 

12 0 -0,5 )(

32

m  64 64,250/64,276 

13 0 0 )(

33

m  70 70,000/69,980 

14 0 0,5 )(

34

m  70 70,250/70,207 

15 0 1 )(

35

m  65 65,000/64,957 

16 0,5 -1 )(

41

m  57 56,625/56,730 

17 0,5 -0,5 )(

42

m  68 67,703/67,687 

18 0,5 0 )(

43

m  73 73,125/73,047 

19 0,5 0,5 )(

44

m  73 72,891/72,812 

20 0,5 1 )(

45

m  67 67,000/66,981 

21 1 -1 )(

51

m  60 60,000/60,100 

22 1 -0,5 )(

52

m  70 70,250/70,187 

23 1 0 )(

53

m  75 75,000/74,865 

24 1 0,5 )(

54

m  74 74,250/74,136 

25 1 1 )(

55

m  68 68,000/67,998 

 

В результате, основываясь на данных, представленных в таблице 3.2, полу-

чим по пять значений для каждого из коэффициентов (3.37), – таблица 3.3. 
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Таблица 3.3. Данные для аппроксимации 

 1t  5,0t  0,0t  5,0t  0,1t  
)(m

ic  
)(

1

mc  
)(

2

mc  
)(

3

mc  
)(

4

mc  
)(

5

mc  
)(m

id  
)(

1

md  
)(

2

md  
)(

3

md  
)(

4

md  
)(

5

md  
)(m

if  
)(

1

mf  
)(

2

mf  
)(

3

mf  
)(

4

mf  
)(

5

mf  

 

По аналогии с выражением (3.30), каждый коэффициент 
)(m

ic , 
)(m

id и 

)(m

if  представим в виде полинома второй степени относительно параметра t : 

                    
2

)(

2

)(

1

)(

0

)( tCtCCc mmmm

i  ; 

                    
2

)(

2

)(

1

)(

0

)( tDtDDd mmmm

i  ;                                           (3.38) 

                    
2

)(

2

)(

1

)(

0

)( tFtFFf mmmm

i  . 

Для определения значений неизвестных коэффициентов
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm CCC , 

)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm DDD ,
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm FFF воспользуемся методом наименьших квадра-

тов, в соответствии с которым искомые коэффициенты являются решением 

трех систем линейных уравнений. 

Коэффициенты 
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm CCC : 

                     



5

1

)(
5

1

2
)(

2

5

1

)(

1

)(

0 25
i

m

i

i

i

m

i

i

mm ctCtCC ; 

                      



5

1

)(
5

1

3
)(

2

5

1

2
)(

1

5

1

)(

0

i

i

m

i

i

i

m

i

i

m

i

i

m tctCtCtC ;                               (3.39) 

                          



5

1

2
)(

5

1

4
)(

2

5

1

3
)(

1

5

1

2
)(

0

i

i

m

i

i

i

m

i

i

m

i

i

m tctCtCtC . 

Коэффициенты 
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm DDD : 

                     



5

1

)(
5

1

2
)(

2

5

1

)(

1

)(

0 25
i

m

i

i

i

m

i

i

mm dtDtDD ; 

                      



5

1

)(
5

1

3
)(

2

5

1

2
)(

1

5

1

)(

0

i

i

m

i

i

i

m

i

i

m

i

i

m tdtDtDtD ;                               (3.40) 

                          



5

1

2
)(

5

1

4
)(

2

5

1

3
)(

1

5

1

2
)(

0

i

i

m

i

i

i

m

i

i

m

i

i

m tdtDtDtD . 
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Коэффициенты
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm FFF : 

                     



5

1

)(
5

1

2
)(

2

5

1

)(

1

)(

0 25
i

m

i

i

i

m

i

i

mm ftFtFF ; 

                      



5

1

)(
5

1

3
)(

2

5

1

2
)(

1

5

1

)(

0

i

i

m

i

i

i

m

i

i

m

i

i

m tftFtFtF ;                               (3.41) 

                          



5

1

2
)(

5

1

4
)(

2

5

1

3
)(

1

5

1

2
)(

0

i

i

m

i

i

i

m

i

i

m

i

i

m tftFtFtF . 

Решая системы (3.39)…(3.41) на основе данных таблицы 3.3, получим для ко-

эффициентов 
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm CCC , 
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm DDD ,
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm FFF зависимости, ана-

логичные (3.37): 

            75,8/)75,00,325,40,375,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)(

0

mmmmmm cccccC  ; 

            5,2/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

2

)(

1

)(

1

mmmmm ccccC  ; 

            75,1/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)(

2

mmmmmm cccccC  ; 

            75,8/)75,00,325,40,375,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)(

0

mmmmmm dddddD  ; 

            5,2/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

2

)(

1

)(

1

mmmmm ddddD  ;                                    (3.42) 

            75,1/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)(

2

mmmmmm dddddD  ; 

            75,8/)75,00,325,40,375,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)(

0

mmmmmm fffffF  ; 

            5,2/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

2

)(

1

)(

1

mmmmm ffffF  ; 

            75,1/)5,05,0( )(

5

)(

4

)(

3

)(

2

)(

1

)(

2

mmmmmm fffffF  . 

В результате описанной процедуры, для аппроксимации данных таблицы 3.3 

получена следующая зависимость: 

                        
2

)()()()( pfpdc mmmm  ,                                            (3.43) 

где     
2

)(

2

)(

1

)(

0

)( tCtCCc mmmm  ;      
2

)(

2

)(

1

)(

0

)( tDtDDd mmmm  ;  

          
2

)(

2

)(

1

)(

0

)( tFtFFf mmmm  . 

Коэффициенты 
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm CCC , 
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm DDD ,
)(

2

)(

1

)(

0 ,, mmm FFF  выражения 

(3.43) рассчитываются по формулам (3.42), а входящие в них величины 
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5,1,)( ic m

i ; 5,1,)( id m

i  и 5,1,)( if m

i  - по зависимостям (3.37) на основе зна-

чений 5,1;5,1,)(  jim

ij , представленных в таблице 3.3. 

 Реализацию изложенной методики получения аппроксимирующей 

функции ),()()( tpmm    рассмотрим на примере обработки данных 

5,1;5,1,)(  jim

ij , содержащихся в пятом столбце таблицы 3.3. В шестом 

столбце этой таблицы приведены значения 
)(m

ij , рассчитанные по формуле 

(3.33), аппроксимирующей результаты компьютерного эксперимента при 

варьировании параметров на трех уровнях.  

Воспользовавшись значениями 5,1;5,1,)(  jim

ij  (пятый столбец таб-

лицы 3.3), по формулам (3.37) рассчитаем величины коэффициентов 

5,1,)( ic m

i ; 5,1,)( id m

i  и 5,1,)( if m

i , которые отразим в таблице 3.4. 

Таблица 3.4. Результаты расчета коэффициентов ,)(m

ic  ,)(m

id )(m

if  

 1t  5,0t  0,0t  5,0t  0,1t  

)(m

ic  086,60)(

1 mc

 

743,65)(

2 mc

 

829,69)(

3

mc  171,73)(

4

mc  829,74)(

5 mc

 )(m

id  4,6)(

1 md  4,6)(

2 md  0,6)(

3 md  0,5)(

4 md  0,4)(

5 md  

)(m

if  571,8)(

1 mf

 

286,10)(

2 mf

 

857,10)(

3 mf

 

143,11)(

4 mf

 

857,10)(

5 mf

 
 

Далее обратимся к формулам (3.42) и определим значения коэффици-

ентов: 

;498,2;383,7;98,69 )(

2

)(

1

)(

0  mmm CCC ;24,1,931,5 )(

1

)(

0  mm DD ;743,0)(

2 mD  

224,1;086,1;955,10 )(

2

)(

1

)(

0  mmm FFF .  

После чего, на основании (3.43), искомую зависимость ),()()( tpmm   пред-

ставим в виде: 

      ptttttpm
22

)( 743,024,1931,5498,2383,798,69),(  

                      22

224,1086,1995,10 ptt  .                                           (3.44) 
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Результаты расчета по этой зависимости для параметров 1;5,0;0;5,0;1 t  

и 1;5,0;0;5,0;1 p показаны в шестом столбце таблицы 3.3. Их анализ 

свидетельствует, что, несмотря на "зашумленность" исходных данных, каче-

ство аппроксимации достаточно высокое. Для получения на основе (3.44) 

функции ),()()( tpmm   , достаточно воспользоваться формулами (3.31).  

Вернемся к задаче, блок-схема которой представлена на рисунке 3.8. 

Установленные зависимости (3.34) или (3.44) с учетом (3.31) позволяют при 

имеющихся  непараметрических датчиках давления ( Nnpn ,1,  ) и темпера-

туры ( Nntn ,1,  ) сгенерировать для каждой точки "m" выборку напряжений 

Nnm

n ,1,)(   и рассмотренными в предыдущем подразделе методами и ал-

горитмами восстановить функции плотности распределения напряжений. В 

качестве примера, на рисунке 3.9 для одной из точек "m" исследуемого кор-

пуса показана функция плотности распределения напряжений и ее аппрокси-

мация с использованием непараметрических методов статистики.  

 

 

Рисунок 3.9 - Функция плотности распределения напряжений в точке "m" ис-

следуемого корпуса 
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Воспользовавшись далее непараметрическим датчиком kS  предельных 

напряжений, в качестве которых примем предел выносливости ( 1 ), полу-

чим для них выборку требуемой длины и восстановим функцию плотности 

распределения предельных напряжений: 

                         
    



 
sN

r

sssrsrNs ABAf
1

11)(
,       

 r
r

sA 1min  ,    r
r

sB 1max  .                                          (3.45) 

После чего для каждой из "m" исследуемых точек корпуса рассчитаем 

вероятность безотказной работы [313]: 

1

10 0 1

1)(
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.   (3.46) 

Прочностная надежность корпуса в целом R определяется той точкой 

"m", в которой рассчитанная по формуле (3.46) величина R
(m)

 является мини-

мальной:     

)(min )(m

m
RR  . 

 Представленная методика в работе [13] использована при расчете веро-

ятности отказов по критерию прочности технологических трубопроводов, в 

условиях эксплуатации которых давление и температура перекачиваемого 

продукта изменяются по случайным законам, восстановленным с использо-

ванием процедур непараметрической статистики. В работе [158] изложена 

аналогичная представленной методика, а также ее применение для оценки 

вероятности безотказной работы механического компенсатора осевых коле-

баний бурильной колонны в режиме эксплуатации, при котором осевая на-

грузка на долото является величиной случайной. 
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3.4. Выводы по Главе 3 

 

1. Для корпусных деталей, аналитические методы расчета напряженно-

деформированного состояния которых отсутствуют, разработана методоло-

гия оценки вероятности безотказной работы в условиях нагружения внешни-

ми случайными нагрузками независимо от сложности законов их распреде-

ления.  

2. Рассмотрены метод восстановления неизвестной функции плотности рас-

пределения случайных величин на основе оценок Парзена-Розенблатта и ме-

тод структурной минимизации функции эмпирического риска. Для реализа-

ции методов на основе минимизации функционала качества предложены и 

реализованы в программном комплексе алгоритмы поиска оптимальных ве-

личин: параметра ширины окна Парзена-Розенблатта и числа членов разло-

жения по системе тригонометрических функций. Впервые разработаны непа-

раметрические датчики случайных величин, позволяющие для функций 

плотности распределения, восстановленных методами непараметрической 

статистики, генерировать выборки случайных величин требуемой длины. 

3. Разработанная методология проиллюстрирована при оценке вероятности 

безотказной работы корпуса клиновой задвижки КЗ13010-100 в условиях ее 

эксплуатации при давлении и температуре, изменяющихся по законам слу-

чайных величин, восстановленных методами непараметрической статистики 

на основе ежедневных измерений давлений и температуры за год работы за-

движки.  
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ГЛАВА 4. НОВЫЙ ПОДХОД К ОЦЕНКЕ ПРОЧНОСТНОЙ  

НАДЕЖНОСТИ ДЕТАЛЕЙ ОБЩЕПРОМЫШЛЕННОГО ПРИМЕНЕНИЯ 

  

Для преобразования скоростей вращения и крутящих моментов в на-

стоящее время наиболее широко применяются зубчатые передачи. Обеспече-

ние требуемой вероятности безотказной работы зубчатых передач во многих 

механизмах гарантирует необходимую надежность изделия [300]. В связи с 

этим, разработка методик оценки прочностной надежности зубчатых передач 

является важной инженерной задачей. Ее решение было впервые предложено 

Г.А. Снесаревым в работах [111, 112, 113] для цилиндрических зубчатых пе-

редач. Главной идеей разработанных им методов явилось разделение вели-

чин, входящих в зависимости, на детерминированные и случайные, для кото-

рых принимался нормальный закон распределения. Номинальный крутящий 

момент считался детерминированным, а режим работы передачи (особо лег-

кий, легкий,  средний нормальный, средний равновероятный, тяжелый) учи-

тывался коэффициентом внешней нагрузки, распределение которого также 

предполагалось нормальным.  

Заложенная в разработанных более 30 лет назад методиках вероятност-

ного прочностного расчета  цилиндрических передач методология до на-

стоящего времени не претерпела никаких изменений [51, 74, 98, 248, 249, 

345].  Принятие нормального закона распределения для случайных величин, 

входящих в расчетные зависимости по расчету действующих напряжений в 

виде сумм, произведений, частного, подкоренных выражений, не позволяет 

оценить фактический закон распределения искомых напряжений [205, 219, 

289, 290]. Поскольку, для действующих и предельных напряжений также 

принимается нормальный закон распределения [262, 345], разработанные ме-

тодики прочностного расчета передач в рамках методов параметрической 

статистики являются весьма условными (это отмечают и сами авторы работы 

[98]) и требуют своего развития. Эти ограничения могут быть исключены пу-

тем создания новых методик расчета прочностной надежности передач, бази-
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рующихся на применении математического аппарата непараметрической ста-

тистики [25, 108, 130, 242] и методах компьютерного моделирования случай-

ных величин. Разработке таких методик и посвящена настоящая глава.  

 

4.1. Методы и алгоритмы решения вспомогательных задач 

 

Реализация методик оценки прочностной надежности деталей машин 

на основе методов непараметрической статистики требует решения двух 

вспомогательных задач, аналогичных рассмотренным в третьей главе:  

1. компьютерное моделирование случайных величин с законами, па-

раметры которых известны, и с законами, установленными метода-

ми непараметрической статистики; 

2. восстановление функции плотности распределения случайной вели-

чины по ее выборке. 

Актуальность первой задачи диктуется необходимостью вычисления 

вероятности отказа зубчатой передачи при различных режимах ее работы. В 

соответствии с данными работ [33, 223, 230], внешняя нагрузка - крутящий 

момент на шестерне (Т1), в общем случае является величиной случайной. В 

зависимости от режима работы зубчатой передачи для Т1 принимают сле-

дующие законы распределения. 

Для тяжелого режима работы передачи интегральную функцию для 

крутящего момента принято описывать Бета-распределением [215, 228, 270, 

271]: 

   
 

i

i

b

i

a

ii d
baB

Ф




0

11

1 1
),(

1
,                                      (4.1) 

где B(a,b) β – функция, параметры масштаба и формы которой имеют значе-

ния a=6, b=2; при этом среднее значение Т1ср относительно максимальной ве-

личины крутящего момента Т1м составляет Т1ср=0,75 Т1м (νср=0,75);   νi = Т1i 

/Т1м. 
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 При среднем режиме работы передачи закон распределения случайной 

величины Т1 принимают либо нормальным [204, 224, 254, 341]: 
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 ,                                       (4.2) 

с параметрами S=0,167;  νср=0,5 (Т1ср=0,5 Т1м),  

либо равновероятным [207, 255, 280]: 

  
i

ii dФ




0

3 ,   Т1ср=0,5 Т1м ;    νср=0,5.                                    (4.3) 

При легком режиме работы передачи интегральная функция распреде-

ления для Т1 описывается гамма-распределением [217, 244, 246]: 
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,                                    (4.4) 

где параметры формы и масштаба равны: a =3; =0,1; при этом νср=0,3 то есть 

Т1ср=0,3 Т1м. 

Заметим, что применение законов (4.1),…,(4.4) в вероятностных проч-

ностных расчетах деталей машин при их случайном нагружении является 

вынужденным и определяется аналитическим описанием  зависимостей меж-

ду функцией распределения и плотностью распределения случайных вели-

чин, полученных для законов (4.1),…,(4.4) в рамках параметрической стати-

стики. По этой причине экспериментальные данные, установленные в про-

цессе испытания машин в реальных условиях эксплуатации, задаваясь уров-

нем ошибки первого рода [118] обрабатывают для того, чтобы определить, 

какой из рассматриваемых законов распределения случайных величин может 

быть в дальнейших расчетах принят. Естественно, что при таком подходе не 

только теряется часть первичной информации, но и открытым остается во-

прос о величине ошибки второго рода. Учитывая сказанное, при разработке 

методики оценки прочностной надежности зубчатых передач мы не будем 

опираться на какие-либо аналитические зависимости, характеризующие за-
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коны (4.1),…,(4.4), полагая лишь, что распределение Т1 задано выборкой 

{Т1i}. В частных случаях выборка {Т1i} может подчиняться законам 

(4.1),…,(4.4), а в общем случае соответствует первичным данным, получен-

ным в процессе ходовых испытаний машины. 

Поскольку законы (4.1),…,(4.4) с точностью до параметров известны, 

задача генерирования в соответствии с ними выборок случайных величин, 

является идентичной рассмотренной в подразделе 3.2. Программная реализа-

ция описанного алгоритма представляет собой датчики случайной величины.  

Изложенный алгоритм генерирования случайной величины, законы 

распределения которой описываются функциями (4.1),…,(4.4) реализован в 

программах, написанных в среде MathCad [40]. Результаты работы программ 

иллюстрируют рисунки 4.1,…4.4, на которых представлены гистограммы 

функций плотности распределения для законов (4.1),…,(4.4), полученные на 

основе обработки выборки длиной n =1000 и кривые, соответствующие ана-

литическому описанию этих же функций плотности. 

Алгоритм решения второй вспомогательной задачи подробно рассмот-

рен в подразделе 3.2 настоящей работы. 

 

 
Рисунок 4.1 - Функция плотности распределения для генерирования случай-

ной величины крутящего момента в соответствии  

с тяжелым режимом работы передачи 
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Рисунок 4.2 - Функция плотности распределения для генерирования случай-

ной величины крутящего момента в соответствии со  

средним режимом работы передачи 

 

 

 
Рисунок 4.3 – Функция плотности распределения для генерирования случай-

ной величины крутящего момента в соответствии со  

средним равновероятным режимом работы передачи 

 

 

Рисунок 4.4 – Функция плотности распределения для генерирования 

случайной величины крутящего момента в соответствии с  

легким режимом работы передачи 
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4.2. Разработка методики расчета вероятности безотказной работы цилинд-

рических передач по сопротивлению контактной усталости 

 

 Известно [98, 113], что вероятность безотказной работы РН зубчатых 

передач по критерию сопротивления усталостной прочности определяется 

как вероятность того, что возникающее в зацеплении зубьев контактное на-

пряжение  H  не превышает предела контактной выносливости  Hlim: 

)( limHHH BepP   .                                                    (4.5) 

 Зависимость для расчета действующих в полюсе зацепления зубьев ци-

линдрических передач контактных напряжений H (МПа) имеет вид [28, 33, 

90, 98, 113]: 




 H

W

H

W

HH K
u

u

b

T

a
Z

3*

13 )1(1
1013,6  ,                               (4.6) 

где ZH – коэффициент, учитывающий форму сопряженных поверхностей; aW 

– межосевое расстояние цилиндрической передачи, (мм); bW – рабочая шири-

на зубчатого венца, (мм); u - передаточное отношение;  
*

1HT  - крутящий мо-

мент на шестерне при работе в номинальном режиме, (Нм); KH- коэффици-

ент нагрузки.  

 В работах [98, 113] при  решении задачи (4.5) напряжение H  рассмат-

ривается как функция детерминированных параметров (ZH, bW, u) и случай-

ной величины KH, представляющей собой произведение четырех коэффици-

ентов: 

KH = KA ·KH ·KHV ·KH.                                           (4.7) 

Здесь KA – коэффициент внешней нагрузки; KH– коэффициент, учитываю-

щий распределение нагрузки по ширине зубчатого венца; KHV – коэффици-

ент, учитывающий динамическую нагрузку, возникающую в зацеплении при 

работе передачи; KH – коэффициент, учитывающий распределение нагрузки 

между зубьями. 
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Из анализа зависимостей, полученных для определения значений ко-

эффициентов  KA, KH , KHV , KH  в рамках разработанных методик расчета 

цилиндрических передач на контактную усталостную прочность [28, 93], 

следует, что перечисленные коэффициенты являются коррелированными (за-

висимыми) случайными величинами. Это объясняется условностью учета 

при прочностном расчете передач дополнительных внутренних нагрузок пу-

тем введения коэффициентов, позволяющих рассчитывать контактные на-

пряжения в зацеплении зубьев цилиндрических передач по формулам, полу-

ченным в теории упругости для случая контакта цилиндров неограниченной 

длины. В разработанных методиках расчета вероятности безотказной работы 

передач [98, 111, 113] коррелированность частных коэффициентов нагрузки 

не учитывается. Более того, для определения характеристик случайной вели-

чины (H), необходимых для решения задачи (4.5), описание всех случайных 

величин (KA, KH , KHV , KH), независимо от их функций плотности распреде-

ления,  выполнено с использованием лишь средних значений величин: AK , 

HK , HVK , HK  и соответствующих коэффициентов вариации: A, H, HV, 

H. Только при таких допущениях удается определить среднее значение ко-

эффициента нагрузки HK  и рассчитать коэффициент его вариации H: 

2222

  HHVHAH   .                                    (4.8) 

После чего искомый коэффициент вариации H действующего в заце-

плении контактного напряжения, принимая во внимание пропорциональную 

зависимость H  от HK , определяется по следующей приближенной фор-

муле:  

                                         H  = 0,5 H,                                                           (4.9) 

а среднее значение контактного напряжения  H  вычисляется по зависимо-

сти (4.6), в которую вместо коэффициента KH подставляют его среднее зна-
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чение HK , рассчитанное в соответствие с выражением (4.7) при подстанов-

ке в него  средних значений коэффициентов AK , HK , HVK , HK . 

При решении задачи (4.5) правая величина условия, - предел контакт-

ной выносливости Hlim,  рассматривается как величина случайная, характе-

ризуемая средним значением limH  и коэффициентом вариации Hlim. В ре-

зультате расчет вероятности безотказной работы передачи сводится к опре-

делению квантиля up: 

22

lim

2

HHH

H
p

n

n
u

  
  ,                                         (4.10) 

где Hn   – коэффициент запаса прочности по средним напряжениям, равный 

H

H
Hn


 lim  .                                                  (4.11) 

Искомая вероятность безотказной работы передачи устанавливается в зави-

симости от значения величины up  по таблицам [98]  в предположении, что 

случайные величины H и Hlim подчиняются нормальному закону распреде-

ления. 

Анализ выше изложенного подхода к расчету вероятности безотказной 

работы передач свидетельствует, что заложенные в нем условия независимо-

сти случайных величин коэффициентов (4.7), предположения о нормальном 

распределении случайных величин и использование их статистических ха-

рактеристик лишь в виде средних значений и коэффициентов вариации, без 

учета фактических функций плотности распределения (особенно это важно 

при задании внешней нагрузки), определяют высокую условность результа-

тов расчета. Устранить отмеченные причины приближенности расчета на-

дежности передач, как и других изделий [130], в рамках классической теории 

вероятности и параметрической статистики возможным не представляется. В 

то же время решение задачи может быть получено в случае использования 

методов компьютерного моделирования и применения математического ап-
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парата и алгоритмов непараметрической статистики [130, 215, 265]. Практи-

ческая реализация этих методов требует существенных вычислительных ре-

сурсов как по быстродействию, так и по объему оперативной памяти. Поэто-

му разработка новых, ориентированных на широкое использование компью-

терных возможностей, методов расчета прочностной надежности деталей 

машин стала возможной только недавно, когда вычислительная техника дос-

тигла современного уровня развития. 

Рассмотрим решение задачи (4.5) на основе зависимости (4.6) и полу-

ченных в работах [28, 90, 93] выражений для расчета коэффициентов KA, KH 

, KHV , KH с учетом алгоритмом моделирования случайных величин, пред-

ставленных в разделе 3.2. 

Пусть необходимо оценить надежность косозубой цилиндрической пе-

редачи, имеющей параметры: число зубьев шестерни Z1 = 32, число зубьев 

колеса Z2 = 64, коэффициент смещения зуба шестерни 1 = 0, коэффициент 

смещения зуба колеса 2 = 0, модуль m = 5 мм, ширина зубчатого венца bW = 

60 мм, угол наклона линии зуба β = 16°15', режим работы которой соответст-

вует тяжелому. Воспользовавшись выражением (4.1), определим функцию 

распределения крутящего момента: 
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.                         (4.12) 

В этом случае функция плотности распределения случайной величины  

*
1HT  имеет вид: 
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.                                (4.13) 

Воспользуемся результатами раздела 4.1. Используя датчик случайных 

чисел, сгенерируем в диапазоне от 0 до 1 выборку, длиной N, случайных чи-

сел  Vi, Ni ,1 , закон распределения которых равновероятный. Решая N раз 

численным методом уравнение (3.3), функция Ф(xi) которого описывается за-
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висимостью (4.12), получим выборку значений крутящего момента на шес-

терне {T1Hi}, Ni ,1 . При N=1000 и 1970*
1 HT Н·м гистограмма функции 

 HiTP 11 , полученная в результате описанной процедуры компьютерного мо-

делирования, показана на рисунке 4.5. Отметим, что результатом описанных 

действий является задание условий внешнего нагружения передачи и, поэто-

му, в формуле (4.7) коэффициент KA необходимо исключить. 

Проанализируем известную зависимость для расчета коэффициента KH  

[28, 90, 93]: 

H

WgW

H
T

dCb
K

1

1

219,0
1





 ,                                   (4.14) 

где Cg – суммарная удельная жесткость сопряженных зубьев (для прямозу-

бых передач Cg = 14000 МПа, для косозубых передач Cg = 18000 МПа); dW1 – 

начальный диаметр шестерни (мм);  – суммарный угол перекоса зубьев в 

зацеплении (радиан). 

Угол перекоса зубьев, в общем случае, является композицией двух слу-

чайных величин [120]: 

,                                                (4.15) 

где  – угол перекоса зубьев, вызываемый упругими деформациями всех де-

талей: валов, подшипников, зубьев, вообще говоря, зависящий от величины 

крутящего момента ;  – угол перекоса, вызванный погрешностями: изго-

товления колес, деталей и корпуса передачи, погрешностями сборки элемен-

тов передачи.  

На этапе проектирования передачи для моделирования случайной ве-

личины  и определения ее статистических характеристик можно воспользо-

ваться методикой, рассмотренной в работе [120]. В том случае, когда иссле-

дуется надежность конкретной зубчатой передачи, величину угла перекоса 

можно, в первом приближении, считать постоянной, рассчитанной только 

исходя из точности изготовления колес зубчатой передачи. Например, для 

колес 7 степени точности, на основании [28] имеем: 
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2

2

2

1    ,                                              (4.16) 

где ,  – погрешности направления зубьев шестерни и колеса. 

Воспользовавшись совокупностью значений {T1Hi}, Ni ,1 , по формуле 

(4.14): 
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                                        (4.17) 

 рассчитаем выборку величин коэффициента {KHi}, Ni ,1 . 

Обратимся к расчету коэффициента KH. Зависимость для его опреде-

ления в случае принятия нормального закона распределения приведена в ра-

боте [98]: 

KH= aH + bH  .                                            (4.18) 

Здесь aH - предельная величина, зависящая от коэффициента перекрытия; 

bH - коэффициент пропорциональности, зависящий от передаваемой удель-

ной нагрузки, жесткости, приработки зубьев, коэффициента перекрытия;   - 

разность окружных шагов зацепления, – случайная величина, распределенная 

по равновероятному закону. 

Для расчета коэффициента вариации H коэффициента KHв работе 

[98] предложена следующая зависимость: 

 





  




H

HH
H

K

aK
,                                           (4.19) 

в которой рекомендуется принимать коэффициент aH=0,55,  а коэффициент 

вариации  H. 

В практических расчетах надежности цилиндрических зубчатых пере-

дач допустимо [98]  определять величину  H  в зависимости от значений 

HK , приведенных в таблице 4.1. 
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Таблица 4.1 – Значения коэффициента вариации  H 

HK  1,0….0,95 0,95…0,9 0,9…0,85 0,85…0,8 ≤0,8 

H 0 0,05 0,08 0,05 0 

 

Зная H и HK , рассчитывается среднеквадратическое отклонение 

случайной величины KH, после чего в соответствии с алгоритмом, изложен-

ным в разделе 4.1, генерируется по нормальному закону распределения вы-

борка длиной N значений коэффициента {KH, Ni ,1 . Поскольку в иссле-

дуемой косозубой передаче HK ≤0,8, в дальнейших иллюстративных расче-

тах принято H, то есть случайное рассеивание коэффициента KH  при-

нимать во внимание не будем. 

Наконец рассмотрим последний из коэффициентов (KHV) зависимости 

(4.7). Выражение для его расчета следующее [28, 33, 90, 93]: 





HHH

WHVw
HV

KKT

db
K






1

1

1,2
1  ,                                     (4.20) 

где HV – удельная окружная динамическая сила, рассчитываемая по зависи-

мости: 

u

a
Vg W

HHV  0 .                                           (4.21) 

 Здесь  H - коэффициент, учитывающий влияние вида зубчатой передачи и 

модификации профиля головок зубьев;  g0 - коэффициент, учитывающий 

влияние разности шагов зацепления зубьев колеса и шестерни; V - окружная 

скорость. 

Из анализа выражения (4.20) с учетом рекомендаций по определению 

входящих в нее параметров [28, 33, 90, 93], следует, что величины HV, dW1, 

bW и KH являются детерминированными. В то же время, как это следует из 

выше изложенного, величины T1H и KH являются случайными, алгоритмы 
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получения выборок которых уже рассмотрены. Если выборки {T1H, Ni ,1   

и {KH, Ni ,1   известны, то на основе их можно получить выборку 

{KHV, Ni ,1  значений случайной величины, - коэффициента KHV: 





HiHHi
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KKT

db
K






1

1

1,2
1 .                                   (4.22) 

Заметим, что исходя из структуры зависимости (4.22), даже в случае 

принятия нормального закона распределения случайной величины T1H, учи-

тывая нелинейную зависимость от него другой случайной величины KH, 

формула (4.17), определить аналитические зависимости, описывающие закон 

распределения случайной величины KHV, на основании методов теории веро-

ятности возможным не представляется. Отмеченное дополнительно подчер-

кивает условность методик расчета надежности представленных в работах 

[98, 113].  

Воспользовавшись полученными выборками коэффициентов {KH, 

{KHV, Ni ,1  и выборкой крутящего момента {T1H, Ni ,1  по формуле 

(4.6) определим выборку {Hi} длиной N действующих в зацеплении цилинд-

рической передачи контактных напряжений: 

 HHViiH
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13 )1(1
1013,6 .           (4.23) 

Для расчета вероятности безотказной работы зубчатой передачи (вы-

ражение (4.5)) необходимо иметь функцию плотности PH(H)  распределе-

ния случайной величины H. Поскольку закон распределения H неизвестен, 

для восстановления PH(H) воспользуемся методами непараметрической 

статистики, изложенными в подразделе 3.2. В соответствии с методом Пар-

зена – Розенблатта, функция PH(H) описывается (зависимость(3.11)), сле-

дующим образом: 
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где оптимальная величина размытости h
*

N соответствует максимуму функ-

ционала качества (3.10): 
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 .    (4.25) 

Результаты расчетов выборки {Hi} длиной  N=1000 и восстановление 

ее функции плотности распределения (непрерывная кривая) для исследуемой 

цилиндрической передачи при тяжелом режиме работы показаны на рисунке 

4.6 в его левой части.  

 

 

Рисунок 4.5 – Гистограмма функции плотности распределения P1(T1Hi)  

случайной величины  T1H (тяжелый режим работы) [277] 
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Рисунок 4.6 – К расчету вероятности безотказной работы цилиндрической 

передачи при тяжелом режиме ее работы 

 

 Перейдем к моделированию случайной величины, стоящей в правой 

части условия (4.5). Воспользовавшись результатами работ [98, 113] выпи-

шем выражение для расчета среднего значения предела контактной выносли-

вости зубчатых передач ( limH ) : 





l

i

lHLHH KK
1

0

limlim  ,                                      (4.26) 

где 
0

limH  - среднее значение длительного предела выносливости, получен-

ное в ходе усталостных испытаний серии базовых образцов; KHL - коэффици-

ент долговечности; 


l

i

lK
1

 - произведение l коэффициентов, учитывающих 

влияние смазки, размеров зубчатого колеса, шероховатости сопряженных по-

верхностей зубьев, окружную скорость.  

 Коэффициенты KHL и  Kl являются величинами детерминированными, 

их значения определяются в соответствии с рекомендациями работ [28, 33, 

90]. Что же касается 
0

limH , то эта величина является случайной и при отсут-

ствии надежных экспериментальных данных, для 
0

limH  принимается нор-

мальный закон распределения. В этом случае при расчете среднего значения 

0

limH  используют эмпирическую связь величины 
0

limH  с твердостью по-

верхностей зубьев шестерни и колеса: 
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)(0

lim bHaK pH   ,                                          (4.27) 

где H  - средняя поверхностная твердость зубьев колеса и шестерни; a и b – 

постоянные, значения которых в зависимости от выбранной стали и вида 

термообработки представлены в работах [28, 33, 90]; Kp – коэффициент 

0

lim1

1

Hp

p
u

K


 ,                                                (4.28) 

учитывающий [98], какой вероятности неразрушения соответствует опреде-

ляемый предел выносливости. 

При расчете по формуле (4.28) квантилем нормального распределения 

(up) задаются в зависимости от величины принятой вероятности неразруше-

ния образцов при определении предела выносливости, а значения коэффици-

ента вариации (
0

limH ) длительного предела выносливости для зубьев без 

термической обработки выбирают из диапазона 10,0...08,00

lim H . Если 

поверхности зубьев колес подвергаются упрочняющей (термической) обра-

ботке, то 12,0...10,00

lim H  .  

Коэффициент Hlim, необходимый для определения статистических ха-

рактеристик предела контактной выносливости принимают несколько боль-

шим, нежели чем для базовых образцов [98]: 

  220

limlim 05,0 HH  .                                                (4.29) 

Установленные величины Hlim и limH  позволяют реализовать процесс 

генерирования выборки значений случайной величины предела контактной 

выносливости в соответствии с нормальным законом распределения, функ-

ция плотности которого описывается аналитически и имеет вид: 
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здесь дисперсия (SH) случайной величины Hlim рассчитывается по формуле:  
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limlim HHHS     . 

 Имея функции плотности действующих (4.24) и предельных напряже-

ний (4.30), задача расчета вероятности безотказной работы цилиндрической 

передачи (4.5) сводится к взятию интеграла [48]: 

       HHHHHH ddPPP
mH mH

HH


 

 











 

0 0

limlimlimlim
1

, (4.31) 

где  limmax HmH   . 

Принимая во внимание вид функции плотности распределения (4.24), 

для расчета по формуле (4.31) необходимо использовать численные методы, 

что реализовано в разработанной в системе MathCad [40] программе. 

Результаты решения задачи (4.5) для случая работы передачи в тяже-

лом режиме представлены на рисунке 4.6 в виде функций плотности распре-

деления действующих и предельных напряжений. Полученное при этом зна-

чение вероятности безотказной работы PH=0,9780. В качестве иллюстрации 

изменения PH при работе передачи в иных условиях эксплуатации, на рисун-

ке 4.7 показана функция плотности распределения величины крутящего мо-

мента на шестерне для среднего нормального режима работы передачи, а на 

рисунке 4.8 – графическая поддержка расчета вероятности безотказной рабо-

ты передачи в этих условиях. Значение PH для этого режима равно PH=0,9948. 

Аналогичные расчеты были выполнены для среднего равновероятного режи-

ма работы передачи, рисунки 4.9 и 4.10, а также для легкого режима работы: 

рисунки 4.11 и 4.12. Значения вероятности безотказной работы передачи по-

лучены, соответственно, следующими: PH=0,9880 для среднего равновероят-

ного режима и PH=0,9980  для легкого режима работы передачи.  
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Рисунок 4.7 – Гистограмма функции плотности распределения P2(T1Hi)  

случайной величины T1H  (средний нормальный режим работы) 

 

 
Рисунок 4.8 – К расчету вероятности безотказной работы цилиндрической 

передачи при среднем нормальном режиме ее работы 

 

 

Рисунок 4.9 – Гистограмма функции плотности распределения P3(T1Hi)  

случайной величины T1H (средний равновероятный режим работы) 
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Рисунок 4.10 – К расчету вероятности безотказной работы цилиндрической 

передачи при среднем равновероятном режиме ее работы 

 

 

Рисунок 4.11 – Гистограмма функции плотности распределения P4(T1Hi)  

случайной величины T1H (легкий режим работы) 

 

 
Рисунок 4.12 – К расчету вероятности безотказной работы цилиндрической 

передачи при легком режиме ее работы 

 

Выполненные расчеты свидетельствуют, что при изменении режима 

работы передачи от легкого к тяжелому приводит к увеличению вероятности 
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отказа более, чем на порядок (от 0, 0020 до 0,022). Кроме этого, отметим, что 

вероятность отказа при среднем нормальном и среднем равновероятном ре-

жиме работы передачи по ранее разработанной методике, оперирующей 

лишь средней величиной крутящего момента, будет одинаковой, в то время 

как расчеты по предлагаемой методике свидетельствуют о различной, отли-

чающейся более чем в два раза вероятности отказа (соответственно 0,0052 и 

0,0120). 

Несмотря на то, что в рассматриваемом примере расчета надежности 

зубчатой передачи для описания предельных напряжений принят нормаль-

ный закон распределения (как отмечено в работе [98], - это чисто методиче-

ский прием), разработанная методика оценки прочностной надежности зуб-

чатых передач является универсальной, она никоим образом не привязана к 

конкретным законам распределения как действующих, так и допускаемых 

напряжений. Это позволяет осуществлять расчет надежности передач при ус-

ловиях нагружения, отличающихся от описанных в разделе 4.1, без каких-

либо ограничений на закон распределения крутящего момента. 

На рис.4.13 схематично представлены основные этапы предложенной 

методики, причем в зависимости от варианта задания условий нагружения (в 

виде режима нагружения или с помощью выборки) реализуется либо методи-

ка М2, либо методика М3. 

Для иллюстрации возможностей созданной методики воспользуемся 

следующей функцией распределения крутящего момента: 
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где   1=1,27027;  2=-0,85566;  3=0,07521;  4=-0,52205;  5=-0,31440; 

6=0,43318;    νi = Т1i /Т1м;      1,0i . 

Соответствующая функция плотности распределения имеет вид: 
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Рисунок 4.13. Методология оценки надежности зубчатых передач
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Особенность функции (4.33) заключается в том, что она характеризует-

ся наличием двух экстремумов и не описывается с помощью стандартных, 

исследованных в теории вероятности, распределений случайных величин. 

Воспользовавшись алгоритмом, рассмотренным в подразделе 3.2, сге-

нерируем выборку, длиной N, случайных чисел Vi, Ni ,1 , равномерно рас-

пределенных в диапазоне от 0 до 1. Решая N раз численным методом уравне-

ние (3.3), функция Ф(xi) которого описывается зависимостью (4.32), опреде-

лим выборку значений крутящего момента на шестерне {T1Hi}, Ni ,1 . При 

N=1000 и 1970*

1 HT  HМ гистограмма функции P5(T1Hi), полученная в ре-

зультате описанной процедуры компьютерного моделирования, показана на 

рисунке 4.14. После чего изложенная выше методика расчета вероятности 

безотказной работы цилиндрической передачи реализуется без каких-либо 

изменений. 

Результаты решения задачи (4.5) в виде функций плотности распреде-

ления действующих и предельных напряжений для случая работы передачи в 

рассматриваемом режиме представлены на рисунке 4.15. Полученное при 

этом значение вероятности безотказной работы передачи по условию обеспе-

чения контактной выносливости PH=0,99112. 

 

 

Рисунок 4.14 – Гистограмма функции плотности распределения P5(T1Hi)  

случайной величины T1H , описываемая законом (4.33) 
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Рисунок 4.15 – К расчету вероятности безотказной работы цилиндрической 

передачи при режиме ее работы, определяемом функцией плотности распре-

деления величины крутящего момента (4.33) 

 

4.3. Методика расчета вероятности безотказной работы по сопротивлению 

усталости при изгибе зубьев колес цилиндрических передач 

 

При определении вероятности безотказной работы передачи по крите-

рию потери усталостной прочности зубьев колес используют величину на-

пряжений, возникающих на переходной поверхности зубьев (F), для расчета 

которых используется зависимость [28, 33, 90]:  
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,                                        (4.34) 

где 
*

1FT  - номинальный крутящий момент на шестерне (Нм); d1 - делитель-

ный диаметр шестерни (мм); m – модуль передачи (мм); YF - коэффициент, 

учитывающий форму зуба; Y – коэффициент, учитывающий наклон зуба; 

KF- коэффициент нагрузки. 

Поступая как в предыдущем разделе, в выражении (4.34) выделим де-

терминированные параметры, значения которых рассчитываются по методи-

кам представленных в работах [28, 33, 90],  и параметры, являющиеся вели-

чинами случайными. К детерминированным относятся: m, d1, YF, Y, bw. Па-

раметры 
*

1FT  и KF являются случайными, при этом, учитывая материал раз-

дела 4.2, функция плотности распределения крутящего момента описывается 

для тяжелого режима работы выражением (4.13):   
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а для среднего нормального, среднего равновероятного и легкого режимов 

работы передачи устанавливается, соответственно, на основе зависимостей 

(4.2), (4.3) и (4.4). 

Коэффициент KF является произведением: 

KF = KF ·KFV ·KF ,                                           (4.36) 

где KF - коэффициент, учитывающий распределение нагрузки по ширине 

зубчатого венца; KFV  - коэффициент, учитывающий динамическую нагрузку 

в зацеплении; KF – коэффициент, учитывающий распределение нагрузки 

между зубьями. 

Для определения выборки значений случайной величины KF, следуя 

методике раздела 4.2 , необходимо реализовать процесс компьютерного мо-

делирования. Прежде чем решать данную задачу для рассматриваемого в 

разделе 4.2 примера оценки надежности цилиндрической косозубой переда-

чи, отметим, что для нее коэффициент осевого перекрытия  > 1, в этом слу-

чае коэффициент KF является величиной детерминированной и рассчитыва-

ется по выражению: 

    )4(514    nKF  ,                                 (4.37) 

где n - степень точности передачи по нормам контакта;  - коэффициент 

торцового перекрытия [28, 90]. 

Займемся получением выборок {KFi}, {KFVi}, Ni ,1  значений коэф-

фициентов KF и KFV. Следуя работам [28, 33, 90], для расчета величины ко-

эффициента KF используется зависимость: 

  FWFF KKK  11 0

 ,                                   (4.38) 

где 
0

FK  - коэффициент неравномерности распределения нагрузки в началь-

ный период работы передачи; KFW - коэффициент, учитывающий приработку 

зубьев в зависимости от твердости их поверхностей. 
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Известно [90], что между коэффициентами 
0

FK  и 
0

HK  существует 

связь:  

00 )(  HWF KbfK  ,                                           (4.39) 

в которой функция f(bW) при bW = const является величиной постоянной. В 

частности, для цилиндрической косозубой передачи, имеющей приведенные 

в разделе 4.2 параметры, f(bW) = 0,865. В этом случае, имея в виду формулу 

(4.17) и выборку значений {T1Fi}, Ni ,1 , полученную в соответствии с 

функцией плотности распределения (4.35), определим выборку случайной 

величины {KFi} длиной N: 
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Для расчета выборки значений случайной величины KFV воспользуемся 

зависимостью, аналогичной (4.20) [28, 33, 90]:  
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в которой удельная окружная динамическая сила (FV) рассчитывается по 

выражению (4.21). 

Полученные выборки случайных величин, входящих в формулу (4.34), 

позволяют определить выборку действующих в основании зуба напряжений 

  NiFi ,1,  : 
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Имея   NiFi ,1,  , методами непараметрической статистики (подраз-

дел 3.2) восстановим функцию плотности распределения случайной величи-

ны F: 


 





















 





N

i N

FiF

N

FF
hhN

P
1

2

**
5,0exp

2

1
)(




 ,               (4.43) 



131 

 

где оптимальная величина размытости h
*

N  устанавливается в процессе поис-

ка максимума функционала качества (3.10): 
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Результаты реализации изложенной методики определения функции 

плотности распределения напряжений в основании зубьев шестерни иссле-

дуемой цилиндрической передачи при тяжелом режиме ее работы показаны 

слева на рисунке 4.16.  Аналогичные результаты, полученные при среднем 

нормальном, среднем равновероятном, легком режимах работы передачи, 

представлены на рисунках 4.17,…, 4.19. Рисунок 4.20 иллюстрирует функ-

цию PF(F) в случае изменения величины крутящего момента по закону 

(4.32). 

Для определения вероятности безотказной работы передачи по крите-

рию потери усталостной прочности зубьев колес необходимо решить задачу, 

аналогичную (4.5): 

PF = Bep (F  <Flim) .                                                (4.45) 

 

 

Рисунок 4.16 – К расчету вероятности безотказной работы зубьев шестерни 

по критерию изгибной выносливости при тяжелом режиме работы передачи. 

Вероятность отказа 1,164·10
-4

. 
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Рисунок 4.17 –  К расчету вероятности безотказной работы зубьев шестерни 

по критерию изгибной выносливости при среднем нормальном режиме рабо-

ты передачи. Вероятность отказа 2,423·10
-5. 

 

 

Рисунок 4.18 – К расчету вероятности безотказной работы зубьев шестерни 

по критерию изгибной выносливости при среднем равновероятном режиме 

работы передачи. Вероятность отказа 7,004·10
-5

. 

 

 
Рисунок 4.19 –  К расчету вероятности безотказной работы зубьев шестерни 

по критерию изгибной выносливости при легком режиме работы передачи. 

Вероятность отказа 1,096·10
-5

. 

 



133 

 

 
Рисунок 4.20 – К расчету вероятности безотказной работы зубьев шестерни 

по критерию изгибной выносливости при режиме ее работы, определяемом 

функцией плотности распределения величины крутящего момента (4.33). Ве-

роятность отказа 4,253·10
-5

. 

 

 Определение функции распределения Flim, - предела выносливости 

зубьев базового образца (обычно зубчатого колеса модулем 3 или 5мм [95]), 

методически от определения функции    PHlim(Hlim), рассмотренной в разделе 

4.2 не отличается. Среднее значение 
0

limF  рассчитывается по формуле (4.27) 

)(0

lim bHaK pF  ,                                        (4.46) 

коэффициент Kp в которой вычисляется по выражению (4.28): 
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K


 ,                                                  (4.47) 

где коэффициент вариации 
0

limF  [98] для нормализованных и улучшенных 

зубчатых колес 1,0...08,00

lim F ; для зубчатых колес с объемной закалкой 

ТВЧ  14,0...1,00

lim F ; для азотированных колес  12,0...1,00

lim F . 

Среднее значение предела выносливости зубчатого колеса при изгибе 

limF  определяется по формуле, аналогичной (4.26): 





l

i

lFLFF KK
1

0

limlim  ,                                        (4.48) 

расчет параметра KFL и коэффициентов Kl которой раскрыты в работах [28, 

90, 98].  
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Рассматривая зубчатое колесо как последовательную систему, состоя-

щую из z зубьев, в работах [98, 99] для расчета коэффициента вариации limF  

предложена следующая зависимость: 

  220

limlim 14,0 FZF  ,                                     (4.49) 

где Z – параметр, учитывающий многоэлементность зубчатого колеса. Оп-

ределение параметра Z в зависимости от числа зубьев колеса подробно рас-

смотрено в работе [98]. 

Зная величины limF и limF осуществим процесс генерирования вы-

борки значений случайной величины предела изгибной выносливости зубьев 

по нормальному закону распределения, функция плотности которого в  ана-

литическом виде определяется зависимостью: 
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 ,               (4.50) 

где дисперсия (SF) случайной величины Flim рассчитывается по формуле:  

limlim FFFS   . 

Полученные функции плотности действующих (4.43) и предельных на-

пряжений (4.50), позволяют рассчитать вероятность безотказной работы по 

сопротивлению усталости при изгибе зубьев колес цилиндрических передач 

(4.45) путем взятия интеграла, аналогичного (4.31): 

       FFFFFFFF ddPPP
mF mF



 

 













0 0

limlimlimlim1 ,    (4.51) 

здесь обозначено mF = max (Flim). 

Функции плотности распределения )( FF
P  действующих в основании 

зубьев шестерни передачи, параметры которой приведены в разделе 4.2, и 

функции плотности )( limlim FF
P   допускаемых напряжений для тяжелого 

режима работы передачи показаны на рисунке 4.16. Результаты расчета по 

формуле (4.51) для этого режима работы передачи свидетельствуют, что ве-
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роятность отказа 1 - PF = 1,164·10
-4

. Аналогичные расчеты для среднего нор-

мального, среднего равновероятного и легкого режимов работы передачи 

дают значения вероятности отказа работы соответственно: 2,423·10
-5

; 

7,004·10
-5

; и 1,096·10
-5

, а для режима работы передачи, функция плотности 

распределения крутящего момента которого задана выражением (4.32), веро-

ятность отказа 4,253·10
-5

. На рисунках 4.17…4.20 представлена графическая 

информация решения задачи (4.51) для вышеперечисленных режимов работы 

передачи. 

 

4.4. Методика вероятностного расчета долговечности подшипников качения  

 

Расчеты подшипников качения стали одними из первых в мире вероят-

ностных расчетов машиностроительных объектов. В то же время, они учиты-

вали рассеяние только динамической грузоподъемности подшипников каче-

ния в предположении детерминированности расчетной нагрузки. Метод оп-

ределения вероятности отказа подшипника, изложенный в [98, 245], основан 

на оценке коэффициента запаса по средним нагрузкам [226, 339]: 

                       
pLP

C
n

/1
 ,                                                        (4.52) 

в предположении, что случайная величина коэффициента запаса подшипника 

подчиняется нормальному закону распределения. По среднему значению ко-

эффициента запаса путем вычисления квантиля нормального распределения, 

в соответствии с таблицами работы [98] определяют вероятность безотказной 

работы. Однако авторами работы [98] принимается сильное упрощение рас-

четов: переход от распределения Вейбулла к нормальному распределению 

для описания динамической грузоподъемности [98, 276], несмотря на широко 

принятое, включая ГОСТ 18855-82 и ISO, предположение о распределении 

динамической грузоподъемности подшипников качения по закону Вейбулла 

[203, 253, 257]. Более того, в разработанной ими методике закон распределе-

ния эквивалентной нагрузки предполагается нормальным, а это соответству-
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ет лишь среднему нормальному режиму нагружения. Как в этом случае осу-

ществить переход к иному режиму нагружения, остается неизвестным. 

В рамках данной работы выполнено развитие предложенной в работе 

[98] методики оценки надежности подшипников качения на основе примене-

ния методов непараметрической статистики и компьютерного моделирования 

[153, 172]. Проиллюстрируем ее на примере роликоподшипника 2207, кото-

рый воспринимает случайную радиальную нагрузку со средним значением 

6900 Н. Требуемый ресурс подшипника задан 63 млн. оборотов. 

На начальном этапе осуществляется моделирование динамической гру-

зоподъемности подшипника в соответствии с законом распределения Вей-

булла, функция вероятности которого описывается выражением 

                         
  9,0ln/ 900 11)(
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eeCP 



 ,                            (4.53) 

где С90 – паспортная 90% динамическая грузоподъемность выбранного под-

шипника, С90=25600 Н; m – параметр формы распределения, согласно реко-

мендации ГОСТ 18855-82 m=1,5; t0 – параметр масштаба. 

В этом случае функция плотности распределения динамической грузо-

подъемности подшипника 2207 принимает следующий вид: 
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  .                                                (4.54) 

Выборка динамической грузоподъемности подшипника генерируется 

непараметрическим датчиком аналогично описанному в подразделе 3.2. Ре-

зультат работы разработанной автором программы [97] показан на рис. 4.21.  

Для проверки результата моделирования случайной величины целесо-

образно средствами численного интегрирования вычислить вероятность того, 

что значение динамической грузоподъемности превысит величину С90 для 

рассматриваемого подшипника: 

                                              0,9003243)(1

25600

0

  dCCP , 

что подтверждает достоверность вычислений. 
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Рисунок 4.21 - Гистограмма выборки динамической грузоподъемности C  

и ее функция плотности распределения P(C) в соответствии  

с распределением Вейбулла (4.54) 

 

Моделирование выборок случайной нагрузки – радиальной силы, соот-

ветствующих различным режимам нагружения, осуществляется аналогично 

рассмотренным в подразделе 4.2. 

Коэффициент запаса подшипника по динамической грузоподъемности 

будет также представлять собой выборку, элементы которой вычислены по 

аналогичной (4.52) зависимости с подставленными в нее элементами выбо-

рок динамической грузоподъемности и нагрузки: 
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        ki ,1 .                                                 (4.55) 

Следующий этап - восстановление неизвестной функции плотности 

распределения коэффициента запаса подшипника с помощью оценки Парзе-

на-Розенблатта [153, 172].  

Вероятность отказа подшипника по определению означает вероятность 

того, что коэффициент запаса подшипника по динамической грузоподъемно-

сти n окажется менее единицы [279]. Это соответствует значению следующе-

го интеграла: 

                                  dnnPnQ 
1

0

)()( .                                                (4.56)  

Параметры выборок коэффициента запаса по динамической грузоподъ-

емности подшипника 2207 представлены в таблице 4.2. Вероятности отказа, 
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вычисленные в ходе интегрирования по формуле (4.56), представлены в 

седьмом столбце таблицы 4.2. В последнем столбце показаны величины ко-

эффициента коррекции расчетной нагрузки, с учетом которого вероятность 

отказа будет равна вероятности отказа подшипника при среднем нормальном 

режиме работы. 

Результаты расчетов выборки коэффициента запаса {n} длиной  k=1000 

и восстановленная функция плотности его распределения для подшипника 

2207 при различных режимах работы [97] иллюстрируют рисунки 

4.22…..4.26. 

 

Таблица 4.2 - Характеристики выборок коэффициента запаса  n  подшипника 

2207 при различных режимах нагружения 

 Классические методы Предлагаемый метод 

Режим 

нагруже-

ния 

Решетов-

Снесарев 

зная за-

кон 

Среднее 

классич. 

методом 

Решетов в 

предпол. 

нормальн. 

закона 

Среднее 

выборки 

Медиана Вероят-

ность 

отказа 

Коэф. 

коррек-

ции на-

грузки 

Легкий 

 

4,909% 2,571 0,813% 10,899 7,1196 3,874% 1,625 

Средний 

нормаль-

ный 

8,424% 1,5629 8,424% 5,297 4,0373 7,739% 1 

Средний 

равнове-

роятный 

14,475% 1,531 9,269% 19,646 4,3044 8,148% 0,963 

Тяжелый 

 
37,647% 1,036 44,953% 3,084 2,6182 14,017% 0,666 

Бимо-

дальный 
 1,461 11,509% 5,933 3,9192 8,496% 0,936 

 

 

Рисунок 4.22 – Функция плотности распределения P(n) при легком режиме  

нагружения подшипника 
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Рисунок 4.23 - Функция плотности распределения P(n) при среднем нормаль-

ном режиме нагружения подшипника 

 

 

Рисунок 4.24 - Функция плотности распределения P(n) при среднем равнове-

роятном режиме нагружения подшипника 

 

 

Рисунок 4.25 – Функция плотности распределения P(n) при тяжелом режиме  

нагружения подшипника 

 

 

Рисунок 4.26 – Функция плотности распределения P(n) при режиме нагруже-

ния подшипника, когда функция плотности распределения нагрузки является 

бимодальной (4.32) 
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4.5. Методика расчета вероятности безотказной работы валов по критерию 

усталостной прочности 

 

Решающим критерием прочности для большинства валов современных 

машин имеет сопротивление усталости, вызывающее в 40…50% случаев вы-

ход из строя вала.  

Рассмотренная в работах [98, 286, 343] методика вероятностной оценки 

прочностной надежности валов основана на предположении, что случайная 

нагрузка (приложенные к валу крутящий и изгибающий моменты) описыва-

ются нормальным законом распределения.  По известным зависимостям [45] 

оценивают запасы n  и n  усталостной прочности по средним нормальным 

  и средним касательным   напряжениям. Общий коэффициент запаса уста-

лостной прочности вала n  при совместном действии напряжений кручения  

и изгиба вычисляется по формуле [45, 226]: 

                                 
22










nn

nn
n .                                               (4.57) 

Вероятность безотказной работы определяется по таблицам работы [98]  

в соответствии с квантилем нормального распределения:   
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                                              (4.58) 

со средним значением n , а случайный характер предела выносливости мате-

риала детали и случайный характер внешней нагрузки учитываются лишь с 

помощью коэффициентов вариации d1  и a .  

В данной работе предлагается новый подход к расчету вероятности 

безотказной работы валов [157, 173], основанный на использовании компью-

терного моделирования и аппарата непараметрической статистики, который 

позволяет как учитывать реальные законы распределения внешней нагрузки, 

так и восстанавливать фактическую функцию плотности распределения ко-
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эффициента запаса прочности, а в соответствии с ней – вероятность безот-

казной работы или вероятность отказа вала. 

Разработанную методику проиллюстрируем на примере оценки вероят-

ности отказа вала редуктора, воспринимающего крутящий момент 946860T  

Н·мм и изгибающий момент 1223364M  Н·мм в наиболее опасном сечении 

под зубчатым колесом, ослабленным шпоночным пазом и посадкой с натя-

гом.  

При тяжелом, среднем нормальном, среднем равновероятном и легком 

режимах работы вала функции распределения для крутящего и изгибающего 

моментов подчиняются соответственно -распределению (4.1), нормальному 

(4.2), равновероятному (4.3), -распределению (4.4). Для генерации выборок 

случайных величин крутящего  T  и изгибающего  M  моментов использу-

ются разработанные в процессоре MathCad генераторы случайных чисел, 

описанные в подразделе 3.2. Чтобы нагрузки, приложенные к валу, модели-

ровались как независимые случайные величины, выборки {V}, стоящие в 

правой части уравнения (3.2), генерируются различными. 

Рисунки 4.27,…,4.30 иллюстрируют результаты работы разработанных 

автором программ [96], на них представлены гистограммы функций плотно-

сти распределения изгибающего момента для различных режимов нагруже-

ния вала, полученные на основе обработки выборки длиной k =1000. 
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Рисунок 4.27 - Гистограмма случайной величины изгибающего момента в со-

ответствии с легким режимом работы вала 
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Рисунок 4.28 - Гистограмма случайной величины изгибающего момента в со-

ответствии со средним нормальным режимом работы вала 
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Рисунок 4.29 - Гистограмма случайной величины изгибающего момента в  

соответствии со средним равномерным режимом работы вала 
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Рисунок 4.30 - Гистограмма случайной величины изгибающего момента 

в соответствии c тяжелым режимом работы вала 
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Рисунок 4.31 - Гистограмма случайной величины в  

 

Поскольку в рассматриваемом примере отсутствуют данные о реаль-

ном распределении предела прочности материала в , полагается, что случай-

ная величина в  подчиняется нормальному закону распределения со средним 

значением в 750 МПа. Выборка 
iв , 1000,1i  генерируется также с помо-

щью непараметрического датчика, результат его работы представлен на ри-

сунке 4.31. В то же время, если имеются экспериментальные данные об уста-

лостных испытаниях образцов, в моделировании используется непосредст-

венно выборка { вi }. 

На основе имеющихся выборок крутящего  iT  и изгибающего  iM  мо-

ментов, реализуется классическая методика [45] расчета коэффициента запа-

са сопротивления усталости вала. На первом этапе определяются отдельно 

коэффициенты запаса по изгибу n  и кручению n  по известным зависимо-

стям [45]: 

                                
maDK
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 1 ,                                               (4.59) 
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 1 .                                                 (4.60) 

В этих формулах a  и a – амплитуды переменных составляющих цик-

лов напряжений, а m  и m – постоянные составляющие. С учетом того, что 

приложенные к валу моменты заданы в виде выборок, вычисляемые величи-
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ны также будут являться выборками, элементы которых определяются соот-

ветственно по выражениям [45]: 

                 ,
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Элементы выборок коэффициентов   и  , учитывающих влияние 

постоянной составляющей цикла напряжений на сопротивление усталости, 

вычисляются в соответствии с ГОСТ 25.504-82: 

       ,10202,0 4

iвi 
        ii   5,0 ,     ki ,1 .                            (4.62) 

По имеющейся выборке вi , определяются выборки пределов выносли-

вости { i1 } и {
1 } по приближенным зависимостям работы [45]: 
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,           

iвi
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,        ki ,1 .                  (4.63) 

Если имеется результаты усталостных испытаний образцов на вынос-

ливость, в моделировании используется непосредственно выборка {
1  } 

[126, 134].  

Выборки { DK } и { DK } коэффициентов концентрации напряжений в  

опасном сечении вала при изгибе и кручении соответственно вычисляются 

по известным формулам: 
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Выборки масштабных факторов  idK   и  idK   вычисляются в соответ-

ствии с работой [45]: 
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где iвi   41025,119,0 . 

Поскольку в данном примере m  предполагается равной нулю [45], 

формула (4.59) упрощается 
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а формула (4.60) преобразуется к виду: 
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где входящие в них параметров вычисляются по зависимостям (4.61)…(4.65). 

В результате выражение для общего коэффициента запаса прочности 

вала будет включать в себя выборки коэффициентов запасов прочности по 

кручению и изгибу [173], а не их средние значения как в (4.57):  
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Для расчета вероятности отказа рассматриваемого вала необходимо 

иметь функцию плотности )(nPn  распределения случайной величины n . Ана-

логично рассмотренным выше задачам, воспользуемся методом Парзена – 

Розенблатта для определения неизвестной функции )(nPn .  

Ниже, на рисунках 4.32,…, 4.35, представлены результаты (непрерыв-

ные кривые) восстановления функции )(nPn  на основе выборки {n} длиной  

k=1000 для исследуемого вала при различных режимах его работы. 

По определению вероятность отказа вала означает вероятность того, 

что коэффициент запаса усталостной прочности n  окажется менее единицы 

[48]. Это соответствует значению следующего интеграла: 

                                       dnnPnQ n
1

0

)()( .                                             (4.69)  

Характеристики выборок коэффициента запаса прочности n  для рас-

сматриваемого вала представлены в таблице 4.3. Вероятности отказа, уста-

новленные в ходе интегрирования по формуле (4.69), помещены в седьмой 

столбец таблицы 4.3. В последнем столбце представлены величины коэффи-

циента коррекции расчетной нагрузки, с учетом которого вероятность отказа 

будет равна вероятности отказа при среднем нормальном режиме работы. 
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Рисунок 4.32 - Гистограмма выборки случайной величины n  и ее функция 

плотности распределения )(nPn  при легком режиме работы вала 

 

 
Рисунок 4.33 - Гистограмма выборки случайной величины n  и ее функция 

плотности распределения )(nPn  при среднем нормальном режиме работы вала 

 

 
Рисунок 4.34 – Гистограмма выборки случайной величины n  и ее функция 

плотности распределения )(nPn  при среднем равновероятном режиме работы 

 
Рисунок 4.35 – Гистограмма выборки случайной величины n и ее функция 

плотности распределения при тяжелом режиме работы вала 
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Таблица 4.3 - Характеристики выборок коэффициента запаса прочности вала 

 Классические методы Предлагаемый метод 

Режим 

нагру-

жения 

Решетов-

Снесарев 

зная за-

кон 

Среднее 

классич. 

методом  

Решетов в 

предпол. 

нормальн. 

закона 

Среднее 

выборки 

Медиана Вероят-

ность 

отказа 

Коэф. 

коррек-

ции наг-

рузки 

Легкий 

 
0,31% 2,01 0,00004% 4,0064 3,305 0,702% 1,092 

Средний 

нормаль-

ный 

1,284% 1,8 1,284% 2,033 1,793 1,278% 1 

Средний 

равнове-

роятный 

4,2% 1,818 1,145% 2,942 1,787 8,526% 0,893 

Тяжелый 

 
21,54% 1,205 26,599% 1,2505 

 

1,165 13,936% 0,903 

Бимо-

дальный 

 1,7 2,357% 2,0519 1,615 1,007% 1,008 

 

С целью подтверждения универсальности  методики, в последней стро-

ке таблицы 4.3 представлены параметры распределения коэффициента запаса 

прочности вала, к которому приложена случайная нагрузка, функция плотно-

сти распределения которой является бимодальной и задана выражением 

(4.32). Функция плотности распределения коэффициента запаса прочности 

вала для данного режима нагружения показана на рисунке 4.36.  

Вышеизложенная методика была использована [157] при оценке веро-

ятности отказа торсиона диаметром 50 мм винтового забойного двигателя 

Д5-195 (номинальный крутящий момент T =5 кН·м). Предел прочности в  

материала распределен по нормальному закону при средней величине 

в =1100 МПа. Выполненное моделирование коэффициента запаса прочности 

торсиона показало, что при переходе от легкого к тяжелому режиму нагруже-

ния вероятность его отказа изменилась от 310
-5

% до 30,5%. 
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Рисунок 4.36 – Гистограмма выборки случайной величины n  и ее функция 

плотности распределения )(nPn , когда плотность распределения нагрузки оп-

ределяется выражением (4.32) 

 

4.6. Верификация метода на примере расчета вероятности отказа рамы те-

лежки локомотива  

 

В связи с увеличением скоростей движения на железных дорогах и напря-

женности в процессе эксплуатации в рамах локомотивов возникают устало-

стные повреждения. В ЦНИИ МПС получены данные по динамической на-

пряженности в рамах при различных скоростях движения и вероятностной 

оценке их долговечности. В работе С.В. Серенсена [106] рассмотрен метод 

оценки вероятности усталостного повреждения боковины рамы тележки (в 

зоне приварки тяжелонагруженного кронштейна) при пробеге локомотива 

510 тыс. км. Распределение амплитуд напряжений в раме тележки локомоти-

ва с достаточной точностью описывается нормальным законом с параметра-

ми: a =11,14 МПа, 34,0а
. Показано, что кривая усталости также описыва-

ется нормальным распределением с параметрами:  d1 =28МПа, d1 =0,1. 

Предложенная в работе [106] методика расчета вероятности отказа рамы дает 

значение отказа, равное 4,15%, имеющее сильное расхождение с данными 

ЦНИИ МПС России  - 10%. Профессором С.А. Казаком предложена другая 

методика [47], дающая наоборот, завышенное в 3 раза значение вероятности 

отказа – 33%. Причиной столь значительных расхождений полученных раз-

личными методиками результатов является оперирование с аналитическими 
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выражениями, описывающими законы распределения случайных величин, в 

рамках параметрической статистики.  

 Предложенный в данной работе метод свободен от данных ограниче-

ний, поскольку не накладывает никаких ограничений на вид функции рас-

пределения случайной величины, а вероятность отказа детали вычисляется в 

помощью численного интегрирования.  

На основе заданных параметров нормального распределения с помо-

щью непараметрического датчика генерируется выборка действующих в ма-

териале рамы напряжений. Затем с помощью оценки Розенблатта-Парзена 

восстанавливается функция плотности напряжений, показанная на рисунке 

4.37. Функция плотности распределения предельных напряжений задается 

аналитически. 

Вероятность отказа рамы локомотива вычисляется по формуле (4.31) 

аналогично с расчетом зубчатых передач. Предложенный метод дает самое 

лучшее согласование со статистикой отказов: 9,44% ≈ 10%, что подтверждает 

применимость метода. На рисунке 4.38 показан вид функций плотности рас-

пределения действующих и предельных напряжений. 

Предложенный метод также позволяет оценить вероятность отказа де-

тали для других режимов ее работы. Так, при легком режиме нагружения ра-

мы она составляет 1,884%, при среднем равновероятном режиме – 25,246%, а 

при тяжелом режиме работы – 41,025%. 

Рисунок 4.39 иллюстрирует сопоставительный анализ результатов рас-

чета вероятности отказа рамы с помощью различных методик. 
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Рис.4.37 – Гистограмма и функция плотности действующих 

напряжений 

 

 

 

Рис.4.38 – К расчету вероятности безотказной работы рамы локомотива при 

среднем нормальном режиме работы 

 

 

Рис.4.39 – Сопоставительный анализ результатов расчета вероятности отказа 

рамы с помощью различных методик 
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4.7. Выводы по Главе 4 

 

1. Для определения вероятности отказов деталей общепромышленного при-

менения впервые разработана методология, принципиальным отличием ко-

торой является использование при расчете фактических законов распределе-

ния действующих и предельных напряжений, восстанавливаемых методами 

непараметрической статистики, а не нормального закона, условность приме-

нения которого отмечали авторы ранее разработанных методик.  

2. Рассмотрены особенности реализации новой методики при расчете вероят-

ности отказа зубчатых передач по контактной и изгибной прочности. На тес-

товых примерах показано, что при изменении режима работы передачи от 

легкого к тяжелому вероятность отказа по контактной прочности изменяется 

более, чем на порядок (от 0,197% до 2,215%). Представлены результаты рас-

чета отказа передачи для бимодального режима нагружения, даже прибли-

женная оценка которого ранее разработанными методами невозможна.  

3. Установлено, что фактические законы распределения коэффициента запаса 

прочности при определении вероятности отказа подшипников и валов от 

нормального распределения отличаются существенно. Так, например, вероят-

ность отказа подшипника качения 2207 по динамической грузоподъемности 

при переходе от легкого к тяжелому режиму нагружения с учетом фактического 

закона распределения коэффициента запаса изменяется от 3,874% до 14,017%, в 

то же время в предположении нормального закона вероятность отказа изменя-

ется от 0,812% до 44,953%. При учете фактических законов распределения ко-

эффициента запаса прочности вала при переходе от легкого к тяжелому режиму 

работы вероятность отказа вала изменяется от 0,702% до 13,936%, а вероят-

ность отказа в предположении нормального закона от 0,0% до 26,599%. При 

этом для среднего нормального режима работы вала результаты по традицион-

ной и предложенной методиках полностью совпадают. 

4. Выполнена верификация разработанной методологии на основе известных 

данных разрушения рамы тележки локомотива при среднем нормальном ре-
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жиме нагружения, в результате статистической обработки которых опреде-

лена вероятность отказа 10%. Рассчитанная вероятность отказа рамы пред-

ложенным методом равна 9,44%, в то время как по двум ранее разработан-

ным методам в результате расчетов получены значения 4,15% и 33%. Пред-

ставлены результаты расчета вероятности отказа рамы при изменении режи-

мов ее нагружения от легкого к тяжелому (от 1,884% до 41,025%), что по из-

вестным методикам осуществить не представляется возможным.  
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ГЛАВА 5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ И 

ХАРАКТЕРИСТИК МНОГОЦИКЛОВОЙ УСТАЛОСТИ МАТЕРИАЛА НА 

ОСНОВЕ ДАННЫХ ИСПЫТАНИЙ ОБРАЗЦОВ НА ДОЛГОВЕЧНОСТЬ  

 

5.1. Определение функции плотности распределения предельных  

напряжений  

 

При расчете вероятности безотказной работы деталей в условиях неог-

раниченной долговечности в качестве предельного напряжения используется 

предел выносливости ( 1 ), распределение которого, в подавляющем боль-

шинстве случаев, принимают в соответствии с нормальным законом распре-

деления. Известно [130, 200, 237, 241], что измерить значения случайной ве-

личины 1 , невозможно в принципе, однако выборку Kkk ,1,,1   можно 

путем компьютерного моделирования получить на основе описывающих 

кривую усталости [127, 130, 294] полуэмпирических моделей и эксперимен-

тальных данных испытаний образцов на выносливость. Как показано в рабо-

тах [126, 130, 134] на конкретных примерах обработки результатов усталост-

ных испытаний образцов, функция плотности распределения случайной ве-

личины 1  нормальным законом не описывается, что вносит значительные 

ошибки при вероятностном прогнозировании долговечности деталей. В том 

случае, когда прочностная надежность исследуемых деталей определяется 

для области ограниченной усталости (при заданной по условиям эксплуата-

ции детали величине долговечности constN  ), на основании кривой уста-

лости необходимо иметь функцию плотности распределения предельных на-

пряжений при constN  , которая, в общем случае, неизвестна [240, 258, 

267]. В настоящей работе решения этой задачи получено на основе использо-

вания кинетической теории многоцикловой усталости, разработанной 

Е.К.Почтенным [84, 85, 86, 87, 88, 89], и методов непараметрической стати-

стики [130, 134, 220, 266, 340]. Отметим, что дополнительным и весьма зна-

чимым практическим приложением этой теории является возможность по-



154 

 

строения кривых усталости, соответствующих различной величине повреж-

денности материала. 

Для анализа кинетики усталостного повреждения в зоне упругого де-

формирования материала в работах [85, 87] предложено использовать диф-

ференциальное уравнение следующего вида: 
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В формулах (5.1) обозначено: N – число циклов нагружения (деформи-

рования); a - максимальное напряжение цикла; TQ  – коэффициент, характе-

ризующий сопротивление детали росту усталостных трещин; 
R  – предел 

выносливости детали при коэффициенте асимметрии цикла R ; TR  – цикли-

ческий предел текучести (ниже его уровня отсутствуют следы пластической 

деформации даже после нескольких миллионов циклов нагружения); 
B - 

аналог предела прочности материала; D - степень усталостного повреждения, 

характеризующая отношение площадей или моментов инерции поврежден-

ных и номинальных опасных сечений детали (образца). 

Вследствие несовершенства кристаллических решеток реального ме-

талла, микро и макро геометрии детали (образца), исходная поврежденность 

детали или образца ( 0DD  ) всегда отлична от нуля. Дифференциальное 

уравнение (5.1) описывает процесс усталостного повреждения в виде роста 

степени повреждения от 0D  до kD , где kD - величина повреждения, соответст-

вующая моменту действия последнего (разрушающего) цикла с напряжением 

a . При этом значение функции )(DF изменяется от )( 0DF  до )( kDF . В пре-

дельных случаях 00 D , а 1kD . То есть величина D , в общем случае изме-

няется в пределах: 10 0  kDDD . 

Уравнение (5.1) справедливо для области упругого деформирования, 

когда a  превышает 
R , а введенная функция )(F  по мере уменьшения a  

возрастает и при  Ra   становится равной бесконечности. 
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В результате интегрирования уравнения (5.1) в пределах от 0D  до D , 

для числа циклов нагружения 
DN  получена зависимость [85, 86] от степени 

исходного повреждения 0D , текущего повреждения D  и напряжения в цикле 

a : 
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где функции )(DF и )( aF   определены выше (формула (5.1)), а функция 

)( 0DF  описывается выражением: 
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До предельного повреждения, соответствующего kDD  , число циклов 

kN , учитывая, что   0)(exp  DF , на основании зависимости (5.2) получим: 
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где  Q  – коэффициент выносливости [50, 147]: 
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Уравнение (5.2) позволяет рассчитать прогнозируемое число циклов, 

как до разрушения (при kDD  ), так и для зафиксированного повреждения 

(при kDD  ). Выражение (5.4) является в кинетической теории усталости ба-

зовым, на его основе в работах [85, 86, 87, 88] выполнено описание кривых 

усталости как для образцов, так и разнообразных деталей изготовленных из 

различных металлов, подвергнутых циклическому деформированию в упру-

гой зоне. 

Для дальнейшего использования перепишем уравнение (5.4) в виде: 
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и рассмотрим алгоритм определения параметров 
R , TR  и Q , входящих в это 

уравнение, на основе имеющейся совокупности данных niN iai ,1,,  , полу-

ченных в процессе усталостных испытаний образцов. 

Из анализа выражения (5.6) следует, - относительно  параметров  
R , 

RT  и Q  оно является нелинейным, что использовать для поиска значений ис-

комых параметров математический аппарат линейного регрессионного ана-

лиза не позволяет. В общей постановке задача определения 
R , 

RT  и Q  по 

данным niN iai ,1,,   сводится к минимизации квадратичной функции сле-

дующего вида: 

                                     min),,(
,,
 
 RTRQTRRQ ,                      (5.7)  

где функция ),,( TRRQ   в соответствии с методом наименьших квадра-

тов и выражением (5.6) записывается так: 
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Для построения алгоритма минимизации этой функции используем 

следующий прием. Обратимся к уравнению (5.6) и преобразуем его к виду: 

                             1
1/exp1ln


 QN aTRRRa .                     (5.9)  

Обозначив: 

           aiiy  ;   TRR 0 ;     1
1/exp1ln


 QNz aiii  ,            (5.10)  

представим выражение (5.9) в форме: 

                                                    iRi zy  0 .                                          (5.11) 

Если в зависимости (5.11) зафиксировать коэффициент выносливости 

( constQ  ), то она становится линейной относительно двух неизвестных: 
R  и 

0 . Данное обстоятельство позволяет для поиска значений R  и 0  при 

constQ   реализовать метод наименьших квадратов, а решение задачи (5.7) в 

целом свести к поиску минимума лишь по одной переменной Q .  
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Рассмотрим основные этапы алгоритма расчета величин 
R  и 0  при 

constQ  . Используя данные niN iai ,1,,   и минимизируя функцию, построен-

ную в соответствии с методом наименьших квадратов на основе (5.11): 
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определим среднее значение предела выносливости 
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и величину параметра 0 : 
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Для каждой пары niNiai ,1,,   при constQ   по формулам (5.10) рас-

считаем совокупность значений iz и iy , ni ,1 , на основе которой, используя 

зависимость (5.11), получим выборку случайных величин предела выносли-

вости iR : 

                                      iiiR zy  0 ,    ni ,1 .                                        (5.15)  

Воспользовавшись этой выборкой, методами непараметрической ста-

тистики [126, 131], решая задачу (3.5) в варианте (3.11), восстановим неиз-

вестную функцию )( Rf  плотности распределения 
R : 
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)( ,             (5.16) 

где *

h - оптимальная величина параметра «размытости» (3.7), (3.10). 

Имея функцию )( Rf  , можно рассчитать любые квантильные значения 

случайной величины R  на основе решения численным методом следующего 

уравнения [130, 134, 153]: 
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R

RR df
0

)( ,                                                (5.17) 

где  - уровень значимости,  R - значение 
R , соответствующее  . 

Решая уравнение (5.17) при 5,0 , определим медианную величину 
R

~  

предела выносливости 
R . В том случае, когда случайная величина 

R  рас-

пределена по нормальному закону, найденные 
R

~  и 
R  будут совпадать, в 

противном случае для дальнейших расчетов следует использовать 
R

~ . 

В соответствии с изложенной процедурой, как iR , так 
R

~  являются 

функциями от коэффициента выносливости Q : )(QiR  и )(~ QR , при этом от-

клонение этих функций во всем диапазоне изменения значений эксперимен-

тальных данных niNiai ,1,,  должно быть минимальным. В результате ре-

шение задачи (5.7) сводится к минимизации  по параметру Q  суммы квадра-

тов разности )(QiR  и  )(~ QR : 

                                     min)(~)()(

2

1




Q

n

i

RiRQ QQQФ .                         (5.18)  

Поиск минимума функции )(QФQ
 , принимая во внимание, что диапазон 

изменения Q : 

                           Q N
i

i imin min( )   ;            Q N
i

i imax max( )                           (5.19)  

известен, легко реализуется с помощью компьютерного моделирования, на-

пример, пошаговым алгоритмом.  

При достижении минимума функции (5.18) устанавливается искомое 

значение параметра *QQ  . 

Для определения величин *

R , *

TR  , являющихся решением задачи (5.7), 

реализуется следующая процедура расчета. 

Зная *QQ  , по формуле (5.10) сформируем выборку *

iz , ni ,1 : 

                                     1** 1/exp1ln


 QNz iii  ,                                  (5.20)  
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используя которую совместно с iiy  , ni ,1 , по зависимости (5.15) опре-

делим выборку значений *

iR . После чего на основе (5.16), восстановим неиз-

вестную функцию плотности )( *

Rf   и, решая уравнение, аналогичное (5.17), 

уточним медианное значение RR  ~*  предела выносливости 
R , соответст-

вующее оптимальной величине *QQ  . 

Для определения *

TR вначале по формуле (5.14), заменяя в ней iz  на  *

iz , 

вычислим значение *

0 , после чего величина *

TR  рассчитывается на основе 

выражения (5.10):  

                                                     *

0

**  RTR .                                             (5.21) 

Отметим, что в дополнение к установленным в процессе решения зада-

чи (5.7) параметрам кривой усталости в форме (5.6) и функции плотности 

распределения предела выносливости )( *

Rf  , на основе полученных резуль-

татов устанавливается и число циклов до точки нижнего перегиба кривой ус-

талости 0N : 

                                                     
**

0 RQN  .                                          (5.22) 

Практика обработки данных усталостных испытаний различных сталей 

в соответствии с рассмотренным алгоритмом показала, что он является эф-

фективным в случае, когда дисперсия Nlg  вокруг линии регрессии может 

быть принята величиной постоянной. Однако в большинстве случаев, по ме-

ре приближения амплитуды цикла к пределу выносливости, дисперсия Nlg  

существенно возрастает. Как показали выполненные расчеты, в этом случае 

кривая усталости (5.6) при значениях параметров 
R , TR  и Q , определенных 

на основе минимизации функции (5.8), корректно результаты эксперимен-

тальных данных не описывает.  

Рассмотрим алгоритм (рисунок 5.1), позволяющий получить решение 

задачи для условия, когда дисперсия Nlg  является существенно изменяю-

щейся величиной. 
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Для иллюстрации вышеотмеченного, воспользуемся результатами ус-

талостных испытаний образцов из стали 50 [81] на семи уровнях напряже-

ний, представленных в таблице 5.1. Общее число испытанных образцов 

183n , для усталостных испытаний это весьма представительная выборка. 

Обратимся к рисунку 5.2, на котором точками показаны значения дис-

персии )( constD aN  величины N  для каждой серии испытаний образцов из 

стали 50 при consta  (таблица 5.1), а линией, - аппроксимирующая зависи-

мость, имеющая вид:  

                                           282,18158,51 )(10)(  aaND .                                     (5.23) 

 

Таблица 5.1- Данные усталостных испытаний образцов из стали 50 

a , 

МПа 

n 310N  

350 26 50,8; 119,9; 79,4; 134,0; 226,5; 92,8: 75,9; 73,8; 72,0; 90,0; 

113,3; 241,0; 99,1; 179,2; 89,3; 53,2; 112,5; 216,8; 145,2; 

96,2; 114,9; 70,4; 61,3; 106,0; 84,1; 148,5 

330 26 291,8; 138,1; 244,2; 346,0; 171,1; 164,9; 124,5; 112,9; 198,9; 

191,8; 157,1; 284,6; 145,5; 145,7; 285,6; 46,6; 140,5; 186,7; 

114,2; 105,5; 61,4; 193,5; 191,4;136,3; 423,5; 69,2 

310 21 157,5; 488,5; 258,3; 787,0; 906,2; 387,6; 557,4; 1464,6; 

552,0; 432,5; 495,7; 352,0; 763,2; 1556,2; 281,3; 156,9; 

295,4; 272,6; 512,0; 259,5; 294,6 

290 30 263,3; 219,4; 388,0; 557,8; 1047,5; 1865,0; 2142,2; 648,2; 

633,6; 1153,6; 833,2; 471,0; 1884,8; 24551,1; 312,0; 324,0; 

1318,4; 780,8; 4170,0; 250,4; 717,6; 812,0; 10114,6; 983,3; 

525,5; 2217,9; 583,5; 715,0; 144,8; 340,4 

280 28 2547,5; 1689,7; 562,7; 1050,5; 1881,8; 1683,3; 492,1; 464,8; 

657,2; 10750,0; 704,2; 10311,6; 4683,8; 511,6; 2036,6; 

377,2; 2505,1; 267,0; 558,0; 476,7; 1726,5; 939,7; 582,7; 

937,5; 758,5; 538,5; 610,0; 1256,0 

270 26 715,9; 1389,0; 546,0; 1851,5; 2991,3; 431,5; 11021,5; 

3576,0; 4668,8; 901,5; 1018,3; 867,5; 1078,6; 3687,9; 

4874,1; 820,8; 2620,5; 10475,2; 489,3; 10140,0; 656,1; 

10121,0; 10194,0; 1101,2; 835,3; 10615,5 

260 26 36737,0; 2061,0; 1596,0; 1475,5; 714,6; 26827,6; 737,7; 

26304,3; 1295,3; 1807,2; 908,0; 2089,5; 18705,0; 13503,2; 

11881,5; 14768,5; 330,1; 5776,6; 4053,4; 14319,0; 14426,1; 

10068,5; 3986,9; 6801,0; 10692,8; 463,8 
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Рисунок 5.1 – Блок-схема алгоритма восстановления  

ФПР предела выносливости 

 

Воспользуемся функцией (5.8), которую представим в форме: 
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Использование здесь функции )( aND  позволяет при определении зна-

чений параметров  
R , TR  и Q  выровнять «вес» экспериментальных значе-

ний niNiai ,1,,  .  

Анализ выражения (5.24) свидетельствует, - решение на его основе за-

дачи (5.7) возможно лишь численным методом, с привлечением соответст-

вующих программ (в настоящей работе использована подпрограмма Minerr 

системы MathCad) [40]. Регрессионные зависимости (5.6) полученные в ре-

зультате решения задачи (5.7) на основе минимизации функций (5.8) и (5.24) 

показаны на рисунке 5.3, соответственно, штриховой и непрерывной линия-

ми.  
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Рисунок 5.2 – Значения дисперсий случайной величины N  и 

их аппроксимация 

 

 
Рисунок 5.3 – Результаты обработки данных усталостных испытаний  

(образцы из стали 50) 

 

Анализируя представленные на рисунке 5.3 результаты, нетрудно ви-

деть, что разработанный алгоритм обработки экспериментальных данных ис-

пытаний образцов на долговечность, учитывающий изменение дисперсии, 

принципиально меняет положение кривой Велера.  

Рассмотрим задачу формирования выборки значений iR ni ,1  на осно-

ве уравнения (5.6), параметры которого *

TR =228,961 МПа и *Q =1,246∙10
9
 ус-

тановлены в процессе минимизации функции (5.24). Воспользуемся функци-

ей (5.6), которую представим в виде: 
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Подставляя в эту зависимость значения ai , iN , ni ,1  определим иско-

мую совокупность значений iR , ni ,1 , на основе которой, следуя выражению 

(5.16), методами непараметрической статистики восстановим неизвестную 

функцию )( Rf  плотности распределения предела выносливости:  
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)( .                 (5.26) 

Здесь величина *

R =255,558 МПа, - установлена в результате минимизации 

функции (5.24). 

Результат решения рассмотренной задачи отражен на рисунке 5.4 в ви-

де гистограммы распределения случайной величины iR  и ее функции плот-

ности распределения )( Rf  . Для расчета любых квантильных значений  R  с 

заданной вероятностью   достаточно при известной функции )( Rf  решить 

относительно  R  уравнение (5.17). 

В рассматриваемом примере на основе (5.17) для   =0,01; 0,05; 0,10; 

0,50 получено:  R =236,70; 240,45; 242,67; 252,37 МПа. Заметим при этом, что 

в процессе определения закона распределения случайной величины R  ис-

пользована вся совокупность данных ai , iN , ni ,1  усталостных испытаний 

образцов на долговечность.  

Резюмируя изложенное, отметим, что использование математических 

моделей, разработанных в рамках кинетической теории механической уста-

лости, совместно с методами компьютерного моделирования, методов и ал-

горитмов непараметрической статистики позволило разработать и реализо-

вать процедуру восстановления неизвестной функции плотности распределе-

ния предела выносливости. 
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Рисунок 5.4 - Гистограмма распределения iR   

и ее функция плотности распределения )( Rf  . 

 

5.2. Методика расчета границ доверительных интервалов кривой  

многоцикловой усталости 

 

Рассмотрим методику [134, 317] расчета границ доверительных интер-

валов кривой усталости (5.6) для данных таблицы 5.1 с учетом изменения 

дисперсии, определяемой зависимостью (5.23). Реализация методики основа-

на на знании функции плотности распределения )(NfN  числа циклов дефор-

мирования образцов до поломки при consta  . Гистограммы числа циклов 

деформирования образцов до поломки при каждом consta  из таблицы 5.1 

представлены на рисунке 5.5, на котором одновременно показаны (гладкими 

кривыми) функции )(NfN , восстановленные с использованием оценок Парзе-

на-Розенблатта. Для сравнения, на рисунке 5.6 отражена аналогичная инфор-

мация в виде гистограмм и гладких кривых для Nlog  и функции )(logNfN . 

Штриховой линией здесь показаны функции плотности нормального распре-

деления, параметры которых определены для каждой выборки при consta  . 

Рисунки 5.5 и 5.6 свидетельствуют, что фактические функции плотности рас-

пределения случайных величин N  и Nlog  весьма далеки от исследованных в 

теории параметрической статистики. 
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Для определения функции )(NfN  разработана следующая процедура. 

Зададимся самым нижнем уровнем напряжения, при котором были выполне-

ны эксперименты: *

a =260 МПа. Воспользовавшись восстановленной выше 

функцией )( Rf  , используя непараметрический датчик случайной величины 

[73, 108, 130, 131], сгенерируем выборку jR , mj ,1  случайной величины 

R , на основе которой по зависимости (5.6): 
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рассчитаем массив *

jN , mj ,1 значений случайной величины *N . 

Подчеркнем, что полученная выборка *

jN , mj ,1  отражает закон рас-

пределения случайной величины 
R , восстановленный на основе всей сово-

купности данных усталостных испытаний образцов на долговечность. 

Используя аппарат непараметрической статистики, по аналогии с 

(5.26), восстановим функцию )(log *NfN
плотности распределения случайной 

величины *logN в виде: 
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где *

Nh - параметр «размытости», рассчитываемый по зависимости:  
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Эта функция на рисунке 5.7 в системе координат )(log *NfN
)log( *N  по-

казана сплошной линией.  

 

 



166 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.5 – Гистограммы и функции плотности распределения N  
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Рисунок 5.6 – Гистограммы и функции плотности распределения  Nlg  
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Рисунок 5.7 -Функции плотности распределения )(log *NfN
и )(* xf N  

 

Далее реализуем следующую процедуру. Из анализа рисунка 5.7 следу-

ет, что функция )(log *NfN
близка к нормальному распределению, но имеет 

отличные от нуля асимметрию и эксцесс. Опишем функцию )(log *NfN
зако-

ном, исследованным в теории параметрической статистики. В качестве тако-

го закона выберем четырехпараметрическое распределение Грамма-Шарлье 

[52, 192]: 
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где: )log( *Nx  ; 
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формулам: 
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здесь 4321 ,,, hhhh - выборочные центральные моменты: 
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 В результате расчета по вышеприведенным зависимостям определим 

значения параметров закона Грамма-Шарлье: x 6,634; Sx 0,368; 

ax 0,528; ex 0,119. Функция плотности этого закона показана на рисунке 

5.7 прерывистой линией.  

Проверим по критерию согласия нулевую гипотезу о подчинении слу-

чайной величины *log N закону Грамма-Шарлье с уровнем значимости не ме-

нее  . Для решения задачи используем критерий 2 , применимый для любых 

видов функций распределения случайной величины x . Нулевую гипотезу о 

соответствии выборки *log jN , mj ,1  закону Грамма-Шарлье не отбрасывают, 

если выполняется неравенство [119]: 

                                         222 116,04,0  Wmmm ,                             (5.40) 

где 2

W - критическое значение критерия Смирнова, 2

1,0W =0,347; 2

05,0W =0,461; 

2

01,0W =0,743. 

Рассчитанная величина левой части неравенства (5.30) равна 0,267, что 

позволяет принять нулевую гипотезу с уровнем значимости   большим, не-

жели 10%. Поскольку в процессе решения рассмотренной задачи при *

a =260 

МПа использована вся совокупность данных испытаний образцов на долго-

вечность, то закон (5.29) при ax 0,528 и ex 0,119, являющихся величи-

нами безразмерными, справедлив для любых значений a  исследуемого диа-

пазона изменения амплитуды напряжений. В то же время параметры закона 

(5.29), - среднее значение случайной величины Nx log  и ее среднеквадрати-

ческого отклонение, от уровня амплитуды напряжений a  являются величи-

нами зависимыми.  

Для определения при любом consta *  среднего значения случайной 

величины Nx log  закона (5.29) достаточно воспользоваться зависимостью 

(5.6):  
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в которой параметры: *

TR =228,961 МПа ; *Q =1,246∙10
9
 и *

R =252,37 МПа ус-

тановлены выше. 

Для вычисления среднеквадратического отклонения Sx  закона Грамма-

Шарлье (5.29) при любом consta *  используем формулу, аппроксимирую-

щую данные статистической обработки результатов испытаний образцов 

(таблица 5.1): 

                                    985,3** )(000316,0)( aaSx  .                                         (5.32) 

Описанная процедура позволяет для фиксированного значения 

consta *  представить функцию плотности распределения числа циклов де-

формирования до поломки образцов в следующем виде: 

                3500496,0088,015.0exp
2)(

1
)( 2432

*

* 


 uuuuu
x

xf
aS

N .     (5.33) 

Здесь     **

aSa xxxu  . 

Имея функцию (5.33), расчет точек границы доверительного интервала 

с заданной вероятностью не разрушения   при любой величине consta *  из 

исследуемого диапазона значений сводится к решению численным методом 

относительно x  следующего уравнения: 

                                                    




x

N dxxf
0

* )( .                                          (5.34) 

В таблице 5.2 представлены результаты расчета точек границ довери-

тельных интервалов кривой усталости стали 50 при различных величинах *

a  

для =0,05; =0,10; =0,50 (медианная кривая усталости) и соответствую-

щие этим точкам параметры функции (5.33). На рисунке 5.8 границы этих 

интервалов показаны, соответственно, сплошными линиями. 

Таким образом, разработанные методики и алгоритмы определения па-

раметров математических моделей, построенных в рамках кинетической тео-

рии многоцикловой усталости, позволяют учесть фактические законы рас-

пределения входящих в модели случайных величин, что значительно повы-

шает достоверность результатов обработки данных экспериментов. 
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Таблица 5.2 – Результаты расчета точек границ доверительных интервалов 

*

a , МПа x  Sx  05,0x  10,0x  50,0x  

350 5,304 0,244 4,823 4,904 5,282 

330 5,621 0,307 5,013 5,150 5,593 

310 5,952 0,386 5,190 5,360 5,916 

290 6,313 0,488 5,350 5,567 6,268 

280 6,520 0,555 5,425 5,670 6,469 

270 6,775 0,647 5,500 5,785 6,714 

260 7,217 0,832 5,569 5,940 7,139 

 

 

Рисунок 5.8-Границы доверительных интервалов кривой многоцикловой  

усталости Стали 50 

 

5.3. Определение эквивалентных по повреждающему воздействию  

напряжений на основе кинетической теории многоцикловой усталости  

 

В реальных условиях эксплуатации детали, в подавляющем большин-

стве случаев, подвергаются нерегулярному нагружению [208, 210, 293, 298]. 

С целью прогнозирования ресурса деталей в этих условиях, выполняют схе-

матизацию случайного процесса деформирования, представляя его в виде 

ступенчатой диаграммы (блока нагружения): соответствующих чисел циклов 

деформирования при определенной амплитуде напряжений (ступени блока). 

При расчете ресурса детали в условиях блочного режима нагружения исполь-

зуется линейная гипотеза суммирования усталостных повреждений [106, 296, 
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297, 336 ], в соответствии с которой разрушение детали наступит, когда пре-

дельная сумма относительных повреждений ( pa ) за весь период циклическо-

го деформирования детали достигнет единицы: 

                                                           1
1




p

k

i i

i a
N

n
,                                         (5.34) 

где k  - число уровней амплитуд цикла напряжений при схематизации нере-

гулярного режима нагружения; in - общее число циклов деформирования де-

тали при амплитуде напряжения ia ; iN - число циклов деформирования де-

тали при величине амплитуды напряжения ia  при нерегулярном нагружении 

до образования усталостной трещины заданной протяженности или полного 

разрушения детали. 

Для прогнозирования долговечности деталей, блок изменения напря-

жений в которых известен, используется и другой подход [106], основанный 

на знании кривой усталости и величины эквивалентного напряжения ( ea ), 

рассчитываемой по известным относительным параметрам ступеней блока 

изменения напряжений.  

Результаты обработки данных усталостных испытаний как отечествен-

ных, так и зарубежных исследователей, свидетельствуют, что для реальных 

процессов сумма накопленных повреждений отличается от единицы и изме-

няется в пределах от 0,01 до 10. Естественно, использование для прогнозиро-

вания ресурса детали параметра, изменяющегося на три порядка, не позволя-

ет достичь требуемой точности расчета. Основной причиной, приводящей к 

значительному изменению pa , является механистическое описание величины 

повреждения, получаемого деталью за каждый цикл деформирования, - в ви-

де iN/1 . Здесь никакие процессы, возникающие в структуре материала детали 

и приводящие, в конечном итоге, к возникновению и развитию усталостных 

трещин, не учитываются. С цель приближения результатов расчета к экспе-

риментальным данным, в работе [106] рассмотрена коррекция величины pa , 

однако данное уточнение отмеченную выше первопричину недостаточной 

точности расчетов как pa , так и значения ea  не устраняет.  
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Повышение достоверности результатов прогнозирования долговечно-

сти циклически нагружаемых изделий связано с необходимостью использо-

вания при описании кривых усталости более сложных, нежели линейных, 

моделей, отражающих процесс накопления усталостных повреждений в де-

талях [206, 278]. Именно такие модели разработаны в кинетической теории 

механической усталости [85, 86, 134]. Важнейшим практическим значением 

этой теории является возможность построения кривых усталости, соответст-

вующих различной величине поврежденности материала ( D ): от 00  DD , 

характеризующей начальное повреждение материала детали, которое имеет 

место еще до начала ее циклического деформирования, вплоть до предельной 

величины 1 kDD , соответствующей разрушению детали (образца) вслед-

ствие накопленных усталостных повреждений.  

Кривую Велера на основе кинетической теории многоцикловой устало-

сти удобно представить в виде аналогичного зависимости (5.1) выражения: 
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Для предельного повреждения, соответствующего kDD  , число циклов 

N , учитывая, что   0)(exp  kDF , уравнение (5.36) преобразуется к виду: 
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Методика и алгоритмы расчета на основе полученных в процессе уста-

лостных испытаний образцов данных niN iai ,1,,  , параметров R , TR  и Q  

уравнения (5.37), представлены в подразделе 5.1. 

Рассмотрим задачу расчета числа циклов до разрушения образцов, из-

готовленных из стали 50 [81]. Полученная кривая многоцикловой усталости 

[134] представлена на рис. 5.8, параметры модели (5.37) имеют значения: 

*

TRRT   =228,961 МПа ; *QQ  =1,246∙10
9
 , *

RR   =255,558 МПа. 
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Поставим задачу: используя зависимость (5.37), определить число цик-

лов нагружения образца до разрушения ( остN ) при напряжении 2a =295 МПа, 

если до этого образец деформировался в течение 5

1 10N  числа циклов при 

напряжении 1a =330 МПа. В случае, когда образец продолжал бы деформи-

роваться при 1a =330 МПа, то, входя в формулу (5.37) при 1aa   , опреде-

лим 510372,2 pN  и рассчитаем величину остN  : 5

1ост 10372,1  NNN p . Ана-

логично, по зависимости (5.37) при 2aa    определим 610087,1 pN  и 

6

1ост 10987,0  NNN p . Однако, в данном случае, накопленные за период ра-

боты при 1aa    повреждения образца в течение 1N  числа циклов нагруже-

ния, не учитываются. В технических приложениях определение долговечно-

сти для отмеченных условий деформирования образца выполняется с исполь-

зованием эквивалентного напряжения ( ea ), рассчитываемого по известным 

величинам ступеней блока нагружения. Поскольку в данном примере, как та-

ковой, блок нагружения отсутствует, величина ea  рассчитана быть не может. 

Невозможность решения рассмотренной задачи является следствием 

отсутствия в регрессионных моделях, традиционно используемых для описа-

ния результатов усталостных испытаний, в том числе и в зависимости (5.37), 

параметров, отражающих в материале образца при его циклическом дефор-

мировании процесс накопления усталостных повреждений. 

Обратимся к уравнению кривой усталости в форме (5.37). Величина 

входящего в уравнение коэффициента *QQ   в результате обработки данных 

испытаний образцов известна. В то же время, в рамках кинетической теории 

усталости для коэффициента *Q  получено выражение (5.5), которое, учиты-

вая, что параметры *

TR  и *

R  определены, а значение предела прочности 

( *

BB   ) для материала образцов легко устанавливается в результате их раз-

рушения на разрывной машине, преобразуем к виду: 
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Данное уравнение содержит два неизвестных параметра: 0D  и 
TQ . По-

скольку величина 0D  отражает поврежденность материала в исходном со-

стоянии, она для всего диапазона варьирования a  остается постоянной. По-

лагая, что и коэффициент TQ , характеризующий сопротивление детали росту 

усталостных трещин, для исследуемого материала в диапазоне изменения 

напряжений **

BR    является величиной постоянной, для определения 0D  

и 
TQ  войдем в уравнение (5.38) дважды: при значениях напряжения  *

Ba    и 

*

Ra   . В результате получим следующую систему двух трансцендентных 

уравнений: 
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решая которую численным методом относительно неизвестных 0D  и 
TQ , оп-

ределим:  10*

00 1061,1  DD ; 7* 10615,6  TT QQ . 

Следуя кинетической теории механической усталости, в процессе цик-

лического деформирования образцов величина их текущей поврежденности 

D  по отношению к 0D  плавно возрастает. Воспользовавшись уравнением 

(5.36), рассмотрим задачу расчета величины поврежденности, которую полу-

чит образец за период деформирования в течение 5

1 10 NN  числа циклов 

при напряжении 1aa   =330 МПа. Введем обозначения: 
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с учетом которых выражение для расчета величины D  представим в виде: 

                                                       CKKD  / .                                              (5.41) 
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Зависимость (5.41) при заданных параметрах i ой ступени блока на-

гружения ( constia  , constN i  ) позволяет рассчитать величину усталостного 

повреждения, которую после реализации этой ступени получит деталь в про-

цессе ее циклического деформирования. 

Возвратимся к задаче определения ресурса образца, изготовленного из 

стали 50, подвергнутого деформированию в течение 5

1 10N  числа циклов 

при напряжении 1a =330 МПа. Воспользовавшись формулами (5.40) при 

1aa    и 
1NN  , по выражению (5.41) рассчитаем величину 7

1 1053,4  DD  

накопленного повреждения, которую получит образец в процессе деформи-

рования при 1a =330 МПа. Найденное значение поврежденности материала 

1D , достигнутое образцом на первом этапе нагружения, позволяет для его ма-

териала, на основе зависимости (5.36) с учетом (5.5) при замене в ней D  на 

1D , получить выражение для новой кривой многоцикловой усталости: 
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.   (5.42) 

Поскольку в уравнении кривой усталости (5.42) повреждения, накоп-

ленные в течение первого этапа нагружения образца, учтены, она может быть 

использована для расчета долговечности образца как при 2aa   = 295 МПа, 

так и при любом другом уровне напряжений. В рассматриваемом примере, 

подставляя в формулу (5.42) 2aa   = 295 МПа, определим 510329,6 pN  и 

рассчитаем 5

1ост 10329,5  NNN p . Полученное число циклов практически в 

два раза меньше рассчитанного по уравнению (5.37), которое накопленные 

усталостные повреждения на первом этапе деформирования образца не учи-

тывает.  

Изложенную методику применим для определения напряжений, экви-

валентных по повреждающему воздействию. Пусть образец в течение числа 

циклов 1N  деформируется при напряжении 1a , в течение числа циклов 2N  

деформируется при напряжении 2a  и в течение числа циклов 3N  деформи-
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руется при напряжении 3a . Общее число циклов 


 
3

1i

iNN . Поставим задачу 

определения эквивалентного напряжения э , при котором повреждения в об-

разце за число циклов 
N  будут такими же, как и при реализации заданного 

блока нагружения.  

Воспользуемся уравнением (5.36), описывающим кривую усталости 

для величины поврежденности материала в исходном состоянии ( 0D ). Под-

ставляя в формулы (5.40) значения 1aa   , 
1NN   по выражению (5.41) рас-

считаем величину повреждения на первой ступени блока нагружения 
1D . По-

вторяя описанную процедуру для параметров второй и третьей ступеней бло-

ка, определим величины повреждения 
2D  и 3D  и рассчитаем суммарное по-

вреждение за все три ступени блока 


 
3

1i

iDD . 

Для решения задачи определения напряжения эквивалентного по по-

вреждающему воздействию ( э ) воспользуемся уравнением (5.42), в котором 

произведем замены: a  на e , N  на N  и 1D  на 
D : 
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Данное уравнение имеет лишь одно неизвестное - э ,  является транс-

цендентным и его решение выполняется численными методами.  

Рассмотрим на основе известной кривой усталости (рис.5.8) определе-

ние величины эквивалентных напряжений для блока изменения напряжений, 

параметры ступеней которого имеют значения: 3501 a МПа, 4

1 104 N , 

3202 a МПа, 4

2 103 N , 2803 a МПа, 5

3 10N . В результате расчетов полу-

чено: 7

1 10307,2 D ; 6

2 10101,1 D ; 6

3 1053,2 D  и 610862,3 

 D . Решая урав-

нение (5.43) при 5
3

1

0̀17,1 




i

iNN  определим искомую величину  

062,323э  МПа. При уменьшении числа циклов первой ступени 

( 4

1 101N , 3501 a МПа) эквивалентное напряжение снижается до величины 
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46,309э МПа, если же в первой ступени амплитуда напряжений более 

высокая ( 4

1 104 N , 3601 a МПа), то и эквивалентное напряжение увеличи-

вается 441,330э МПа. 

Общая блок-схема алгоритма расчета эквивалентных по повреждаю-

щему воздействию напряжений представлена на рисунке 5.9.  

Таким образом, разработанные модели и алгоритмы позволяют после 

нагружения детали конечным числом блоков изменения напряжений рассчи-

тывать накопленные к этому моменту усталостные повреждения в материале, 

с учетом которых определять эквивалентные напряжения [154, 328], устанав-

ливать соответствующую накопленным повреждениям новую кривую уста-

лости и рассчитывать в заданных условиях эксплуатации остаточный ресурс 

детали. 

 

 

Рис.5.9 – Блок-схема алгоритма расчета  

эквивалентных по повреждающему воздействию напряжений 
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5.4. Выводы по Главе 5 

 

1. На основе построенных математических моделей и алгоритмов осуществ-

лено развитие кинетической теории многоцикловой усталости в части расче-

та параметров полуэмпирических моделей кривых усталости, определения 

путем компьютерного моделирования и применения методов непараметриче-

ской статистики функции плотности распределения предела выносливости. 

2. Предложен основанный на компьютерном моделировании алгоритм и его 

программная реализация, впервые позволивший реализовать процедуру рас-

чета границ доверительных интервалов кривой усталости с учетом фактиче-

ских законов распределения чисел циклов до разрушения образцов и оценить 

величину систематических ошибок, вносимых традиционно применяемым 

при расчете границ методом линейного регрессионного анализа. На примере 

обработки образцов из стали 50 показано, что использование традиционных 

методик обработки данных усталостных испытаний при расчете границ до-

верительного интервала приводит к систематическим ошибкам до 30% про-

гнозирования долговечности образцов с вероятностью разрушения 5%.  

3. Впервые на основе обработки результатов испытаний образцов на долго-

вечность разработана математическая модель определения в рамках кинети-

ческой теории механической усталости исходной поврежденности материала 

образцов. Предложены математические модели и алгоритмы, обеспечиваю-

щие при известных параметрах блока изменения нагрузки при эксплуатации 

детали расчет накопленных усталостных повреждений в ее материале, опре-

деление эквивалентных по повреждающему воздействию напряжений, необ-

ходимых для прогнозирования долговечности детали на основе кривой уста-

лости. 
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ГЛАВА 6. РАЗВИТИЕ МЕТОДОВ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 

ИССЛЕДОВАНИЯ НАГРУЖЕННОСТИ ДЕТАЛЕЙ  

В УСЛОВИЯХ ЦИКЛИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 

С ПОМОЩЬЮ ДАТЧИКОВ ДЕФОРМАЦИЙ ИНТЕГРАЛЬНОГО ТИПА 

 

Методики оценки напряженно-деформированного состояния деталей и 

металлоконструкций с помощью компьютерного моделирования, описанные 

во второй главе настоящей работы, и необходимые для оценки надежности 

изделий, могут применяться для тех конструкций, режим нагружения кото-

рых известен. В то же время, существующие в реальных условиях эксплуата-

ции погрешности изготовления и монтажа, различные виды перекосов дета-

лей, вызванные деформациями валов или других соседних деталей узла, при-

водят к искажению реальной расчетной схемы, а в впоследствии, и к оши-

бочной оценке надежности изделия. Таким образом, возникает необходи-

мость верификации выполненных расчетов по оценке НДС с помощью со-

поставления расчетных данных и результатов экспериментов, проведенных 

для исследуемой детали или узла в лабораторных или эксплуатационных ус-

ловиях.  

Как было отмечено в первой главе, наиболее перспективными для при-

менения в процессе эксплуатации деталей, являются датчики деформаций 

интегрального типа (ДДИТ). Однако для использования ДДИТ при оценке 

нагруженности детали и прогнозе ее ресурса необходимо иметь соответст-

вующие методики по обработке реакции датчиков с целью оценки получен-

ной с их помощью качественной и количественной информации. Разработке 

таких методик и посвящена данная глава. 

 

6.1. Методическое и программное обеспечение обработки реакции ДДИТ в 

виде относительной площади "темных пятен" 

 

В процессе циклического деформирования датчика вместе с исследуе-

мой деталью на его поверхности возникает реакция в виде "темных пятен", 
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момент появления которых и относительная плотность коррелируют с ам-

плитудой напряжения и числом циклов деформирования [127, 309].  Кор-

ректное использование ДДИТ при экспериментальных исследованиях нераз-

рывно связано с разработкой специализированных методик регистрации ре-

акции ДДИТ, сводящих к минимуму роль субъективного фактора, и методов 

обработки получаемой с датчиков информации. Решение данной задачи по-

зволит определить погрешность калибровки ДДИТ и оценить в статистиче-

ском аспекте точность используемых для анализа и прогноза ресурса деталей 

машин по показаниям ДДИТ калибровочных зависимостей. 

Среди известных способов регистрации показаний ДДИТ наиболее эф-

фективным является способ, основанный на использовании методики цифро-

вой фотометрии [125], чье применение оправдано ввиду ее мобильности и 

простоты, – снимки ДДИТ делаются с помощью микроскопа и цифрового 

фотоаппарата. Реакция датчика на усталостные повреждения или на ампли-

туду циклического деформирования проявляется в виде потемнения поверх-

ности датчика (насыщенность "темных пятен"). Однако для практического 

использования таких снимков необходимо провести их математическую об-

работку для получения количественной оценки реакции. В настоящем под-

разделе изложено решение данной задачи с использованием методов обра-

ботки изображений и методов распознавания образов. 

Пусть имеется серия цифровых снимков с ДДИТ, сделанных при по-

следовательно возрастающих числах циклов нагружения, но при постоянной 

величине амплитуды напряжения, действующего в месте наклейки датчика. 

В целях чистоты эксперимента необходимо, чтобы снимки выполнялись од-

ной и той же цифровой камерой при одинаковых настройках через один и тот 

же микроскоп с одинаковой освещенностью и площадью светового пятна. В 

результате имеем полноцветные 24-битные изображения с одинаковым раз-

решением (размером). Исходя из того, что в качестве реакции датчика ис-

пользуется потемнение его поверхности – изменение яркости (светлоты) уча-

стков изображения, целесообразно убрать из изображений информацию о 



182 

 

цвете, оставив только светлоту, путем преобразования их в 8-битный формат 

- шкалу серого (grayscale) цвета. Как известно, 24-битное изображение пред-

ставляется аддитивной системой RGB, по 8 бит на каждый канал цвета, где 0 

– черный, 2
24

 - белый. Преобразование осуществляется по выражению [236]: 

                 V = aR+b G+cB ,                                           (6.1) 

где:  a+b+c=1. 

На рисунке 6.1 показана серия преобразованных снимков c ДДИТ.  

 

  

  

  

Рисунок  6.1 - Снимки реакции ДДИТ. Амплитуда напряжения  = 280 МПа. 

Количество циклов нагружения N (слева направо, сверху вниз), тыс.:  

0; 10; 20; 30; 40; 50. (1:200) 

 

Каждое изображение можно представить целочисленной матрицей 

размером MN, где элемент аij  [0,255]. Для оценки реакции ДДИТ рассмот-

рим одномерный гистограммный метод. 

Гистограмма исходного изображения представляет собой частоты яр-

кости, которая варьирует в интервале [0,255]. По сути дела она представляет 

собой эмпирическую плотность функции распределения изображения. Гисто-

грамма может быть представлена в виде таблицы из 256 чисел и каждое по-
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казывает количество точек изображения, имеющих данную яркость. Разделив 

все числа этой таблицы на общий объем выборки, равный числу точек изо-

бражения, получим оценку распределения вероятностей яркости изображе-

ния [135]:  

wx
*
(j), 0  j  255. 

Тогда оценка интегрального распределения рассчитывается по выражению: 





j

i

xx jwjF
0

** )()(                                             (6.2) 

На рисунке 6.2 представлены гистограммы и гистограммные оценки 

функции распределения для серии датчиков с рисунка 6.1. 

Имея в распоряжении гистограммы снимков, можно подобрать оценки, 

позволяющие получить параметр отклика (относительная площадь "темных 

пятен") на внешнее воздействие (амплитуда циклического напряжения при 

фиксированном числе циклов нагружения или число циклов нагружения при 

фиксированной амплитуде напряжения). 

В качестве критерия оценки реакции можно использовать гистограмм-

ные оценки статистических параметров распределения. Однако следует заме-

тить, что изображение, кроме потемнения, содержит и иную информацию, 

отражающуюся в гистограмме – светлые участки, не являющиеся реакцией. 

Если искать критерии оценки, отличные от относительной площади потем-

нения, необходимо выбрать некоторый порог на заданном интервале, яв-

ляющийся порогом появления "темных пятен" – произвести отбрасывание 

правой части гистограммы, той – где на ДДИТ реакция отсутствует. В про-

тивном случае при рассмотрении гистограммы в целом результаты будут ис-

кажены, и сделать выводы представляется затруднительным (рисунок 6.3). 
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Рисунок 6.2. Гистограммы снимков ДДИТ (рисунок 6.1) и оценки интеграль-

ного распределения. Число циклов нагружения N (слева направо, сверху 

вниз), тыс.: 0; 10; 20; 30; 40; 50 

 

Операция порогирования (thresholding) отбрасывает значения изобра-

жения, превышающие заданный порог. Корректный выбор порога представ-

ляет собой нетривиальную задачу, очевидно лишь, что он меньше медианы 

распределения. В то же время анализ результатов обработки снимков реак-

ции с ДДИТ показал, что кривая коэффициента вариации гистограммной 

оценки функции распределения при сдвиге правой границы гистограммной 

выборки последовательно от 0 до 255 имеет минимум, и его можно исполь-

зовать в качестве порога начала появления реакции. Возникает задача: на ос-

нове какого снимка из представленных на рисунке 6.1 регистрировать этот 

порог. На первом в серии снимке (N=0 тыс.циклов) реакция вообще отсутст-

вует. На последнем снимке (N=50 тыс.циклов) реакция на датчике наиболее 

насыщена. По этой причине значение порога, соответствующего минимуму 

коэффициента вариации, рекомендуется определять по последнему снимку 

(рисунок 6.4). 
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Рисунок 6.3. Сплайн-аппроксимация статистических оценок реакции пяти 

датчиков с рисунка 6.1 (N, тыс. циклов: 10..50) 

 

Во время эксперимента после определенного числа циклов нагружения 

датчик фотографируется предположительно в том же месте. Естественно, что 

имеют место неточности и фотографии могут быть смещены и повернуты 

друг относительно друга. Последовательно совместив снимки, можно полу-

чить "чистый эффект" - реакцию датчика в одном и том же месте, без по-

грешностей материала, присутствующих в виде грязи, царапин, возникших 

при шлифовке датчика.  

Для совмещения снимков на всей серии расставляются 3 опорные точ-

ки, используя при этом в качестве зрительных ориентиров дефекты поверх-

ности или царапины, далее выбирается эталонный снимок, относительно ко-

торого производится смещение и поворот остальных [135]. Поворот осуще-

ствляется вокруг одной из опорных точек, матрица поворота определяется 

следующим образом:  
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где (X0,Y0) – координаты точки, относительно которой происходит поворот.  

После преобразования имеем вещественные координаты пикселей изображе-

ния. 

 

Рисунок 6.4. Применение операции порогирования по минимуму коэффици-

ента вариации (threshold = 67). 

 

Как показали результаты расчетов, преобразование в целочисленные 

координаты простым округлением (что соответствует методу ближайшего 

соседа) дает на выходе искаженное изображение с артефактами в виде резких 

перепадов и неоднородностей. Для исключения отмеченного, использована 

билинейная интерполяция, обеспечившая получение приемлемого результа-

та. Путем вычитания исходного снимка (без реакции) из остальных, реакция 

на ДДИТ может быть получена в "чистом виде" (рисунок 6.5). 
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Результаты расчета статистических оценок реакции пяти датчиков с 

чистым эффектом (рисунок 6.5) представлены в таблице 6.1 и аппроксимиро-

ваны (рисунок 6.6). Как видно из таблицы 6.1 и данных рисунка 6.6, реакции 

ДДИТ для  = 280 МПа и вариации числа циклов нагружения от 0 до 50 ты-

сяч соответствует регрессионная модель, близкая к линейной зависимости: 

все зависит от того, как анализируются снимки. Совмещенные снимки дают 

самый лучший результат, стандартные ошибки для совмещенного случая 

меньше, нежели в остальных.  

В качестве критериев оценок реакции предлагается выбирать прежде 

дисперсию и вариацию, как наиболее устойчивые к различным условиям 

анализа. Кроме того, удобство вариации заключается в том, что она является 

безразмерной величиной, а дисперсия, в свою очередь (рисунок 6.6), с ростом 

числа циклов изменяется более чем в 3 раза. 

 

Таблица 6.1 - Коэффициент детерминированности для линейной регрессион-

ной модели зависимости статистик от числа циклов  

Статистический 

параметр 

Снимки несовмещен-

ные, гистограмма 

0..88 (по минимуму 

вариации) 

Снимки  

несовмещенные, 

гистограмма 

0..255 

Совмещенные 

снимки, гис-

тограмма 

0..255 

MX 0,9751 0,0214 0,9922 

DX 0,9317 0,9104 0,9749 

Вариация 0,9582 0,9921 0,9678 

Эксцесс 0,7848 0,7424 0,9810 

Асимметрия 0,8372 0,4808 0,9871 

Энтропия 0,4923 0,7636 0,2968 
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Рисунок 6.5. Чистый эффект реакции пяти датчиков  рисунка 6.1  

(N, тыс. циклов: 10..50) 

 

 

Рисунок 6.6. Сплайн-аппроксимация статистических оценок реакции пяти 

датчиков (рисунок 6.5) с чистым эффектом (N, тыс. циклов: 10..50) 
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Разработанное авторское методическое и программное обеспечение для 

обработки цифровых снимков с ДДИТ позволяет получить количественную 

оценку реакции ДДИТ и конкретные результаты в отличие от субъективного 

анализа. Эксперименты показали применимость предложенного метода для 

получения корреляционных зависимостей между числом циклов нагружения 

и гистограммных оценок реакции датчиков на циклические деформации (на-

пряжения).  

 

6.2. Применение численных методов расчета НДС образцов при разработке 

способов калибровки ДДИТ для исследования сварных конструкций 

 

Известно, что разрушение сварных швов в металлоконструкциях про-

исходит, в большинстве случаев, вследствие усталости. Для предотвращения 

аварийных ситуаций к настоящему времени разработан достаточно широкий 

арсенал экспериментальных методов, позволяющих оценить качество свар-

ного шва. Однако эти методы лишь обеспечивают выявление дефектов свар-

ных швов, не отвечая на основной вопрос: в какой мере дефекты сварного 

шва окажут влияние на накопление в нем усталостных повреждений при 

циклическом деформировании конструкции, и как скажутся выявленные де-

фекты на усталостной прочности конструкции. Среди достаточно широкой 

гаммы существующих датчиков усталости в практике экспериментальных 

исследований различных деталей и несущих систем машин получили ДДИТ 

[127]. 

Необходимой для использования ДДИТ операцией является их калиб-

ровка (тарирование), выполняемая в процессе циклического деформирования 

образцов с наклеенными датчиками в условиях известного напряженно-

деформированного состояния образцов [127]. В результате калибровки ДДИТ 

получают зависимость, связывающую амплитуду циклических напряжений 

(деформаций) с числом циклов нагружения по одному из критериев реакции 

ДДИТ (первым "темным пятнам" на поверхности датчика, относительной 
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площади "темных пятен" и др.). При использовании ДДИТ для контроля на-

копленных усталостных повреждений в сварных швах необходимо получить 

калибровочные зависимости не только на основном материале, но и на зоне 

термического влияния и на сварном шве, поскольку процессы усталости в 

вышеотмеченных зонах, в зависимости от уровня действующих напряжений, 

протекают различным образом. 

Калибровку ДДИТ можно осуществить на стандартных плоских образ-

цах с поперечным сварным швом, используемых при испытаниях в условиях 

циклического растяжения-сжатия  [238]. Однако в этом случае в результате 

испытаний одного образца будет получена лишь одна экспериментальная 

точка калибровочной зависимости, а для получения всей совокупности ее то-

чек циклическому деформированию должен быть подвергнут целый ряд об-

разцов при вариации уровня нагрузки. В настоящем подразделе предлагается 

методика построения калибровочной зависимости для ДДИТ на материале 

сварного шва путем использования небольшого количества сварных образ-

цов специальной геометрической формы, обеспечивающих в процессе испы-

таний получение нескольких точек калибровочной кривой в заранее установ-

ленном диапазоне изменения напряжений, определенном на основе расчета 

напряженно-деформированного состояния образца методом конечных эле-

ментов (МКЭ).  

На первом этапе решается задача определения оптимальной геометри-

ческой формы образца для испытаний [333]. В таблице 6.2 представлены ре-

зультаты расчета НДС различных вариантов образцов (второй столбец), а 

также эпюры распределения напряжений по длине сварного шва (третий 

столбец).  

В среднем сечении (где расположен сварной шов) калибровочного об-

разца традиционной формы эпюра распределения напряжений близка к рав-

номерной. Для получения неравномерного закона распределения напряжений 

по длине сварного шва на образцах 2..7 вариантов выполнены концентрато-

ры. В качестве концентраторов рассматривались отверстия и круговые вы-

точки с различным расположением.  
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Таблица 6.2 - Влияние концентраторов на распределение напряжений в сече-

нии образца (сварном шве) 

 

№ 

Геометрия образца, 

распределение эквивалентных на-

пряжений 

Эпюра напряжений вдоль оси 

образца (x) по сечению, МПа 

Усилие 

растяже-

ния, кН 

1 

  

90 

2 

  

37 

3 

  

30 

4 

  

33 

5 

  

26.5 

6 

  

39 

7 

  

40 
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Анализируя представленные в таблице 6.2. результаты расчета напря-

жений в месте сварного шва при растяжении калибровочного образца, не-

трудно видеть, что концентраторы картину распределения напряжений суще-

ственно изменяют. Среди исследованных образцов наибольший интерес 

представляет образец под номером 6, в котором наблюдается наиболее бла-

гоприятный закон распределения (близкий к параболическому) напряжений, 

действующих вдоль линии сечения сварного шва. При этом величина макси-

мальных напряжений (88 МПа) превышает уровень минимальных напряже-

ний (39 МПа) примерно в два раза. Это позволяет в этом диапазоне измене-

ния напряжений осуществить калибровку датчиков на одном образце. 

Выполнение круговых выточек и отверстий в образце вызывает, есте-

ственно, концентрацию напряжений вблизи них. Усилия растяжения, при-

кладываемые к образцам (таблица 6.2), были подобраны такими, чтобы мак-

симальные эквивалентные напряжения по четвертой теории прочности не 

превышали 250 МПа ±10%. Поэтому при выполнении расчетов нагрузка, 

прикладываемая к образцу №6, была меньшей, чем к базовому образцу №1, а 

максимальные напряжения в образце №6 получились равными 253 МПа, что 

примерно соответствует максимальным напряжениям в образце №1 [11]. 

На втором этапе проводится компьютерное моделирование в ПК 

ANSYS по оценке НДС трехмерной конструкции калибровочного образца 

выбранной в ходе вышеописанных исследований формы с учетом геометри-

ческой формы выполненного на нем сварного шва. Геометрическая форма 

калибровочного образца приведена на рисунке 6.6. Геометрические размеры 

усиления сварного шва получены в процессе обмера существующих образцов 

без концентраторов напряжений (рисунок 6.7).  

Геометрия плоского образца, приведенная на рисунке 6.6, не позволяет 

построить регулярную сетку конечных элементов, поэтому с данной целью 

объемная трехмерная модель образца создавалась с использованием препро-

цессора программного комплекса ANSYS. Полученная трехмерная модель 

состояла из 28 объемов, каждый из которых средствами ANSYS (операции 
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конкатенации) может быть приведен к объему, ограниченному шестью по-

верхностями, для последующей генерации регулярной конечно-элементной 

сетки из элементов в форме криволинейных шестигранников. 

Для построения конечно-элементной сетки был выбран трехмерный 

структурный элемент SOLID45, используемый для трехмерного моделирова-

ния объемных конструкций. Элемент определяется 8 узлами, имеющими 3 

степени свободы: перемещения по осям X, Y и Z. Поскольку для построения 

модели использовались линейные конечные элементы, то начальная длина 

стороны элемента была принята достаточно малой (1,8 мм), чтобы описать 

криволинейную геометрию модели. Полученная конечно-элементная модель, 

показанная на рис. 6.8, содержит 7080 элементов SOLID45 с 9390 узлами. 

 

Рисунок 6.6. Геометрические размеры калибровочного образца 

 

Рисунок 6.7. Калибровочный образец без концентраторов напряжений 
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Рисунок 6.8. Конечно-элементная модель калибровочного образца 

 

Калибровочные образцы изготовлены из стали 14ХГС ГОСТ 19282-73, 

механические характеристики которой приведены в работе [78]. Поскольку 

при испытаниях образцов на усталость в условиях циклического растяжения 

– сжатия пластические деформации недопустимы, так как приводят, в конеч-

ном итоге, к разрушению образцов, для анализа использовалась упругая мо-

дель материала. Граничные условия, прикладываемые к конечно-элементной 

модели в соответствии с различными расчетными случаями, моделирующие 

различные условия испытаний калибровочных образцов, приведены в табли-

це 6.3. 

Для оценки качества конечно-элементной сетки использовался метод 

оценки погрешности, описанный в подразделе 2.3 настоящей работы. Значе-

ния максимальных усредненных (node solution) и не усредненных (element 

solution) максимальных эквивалентных напряжений по Мизесу (SMX) для 

каждого расчетного случая, а также значения верхних границ, обусловлен-

ных погрешностями сетки (SMXB), вычислены по зависимостям (2.8) и (2.9) 

и приведены в таблице 6.4. 

Относительные погрешности между усредненными и не усредненными 

значениями, а так же относительные погрешности между SMX и SMXB для 

каждого типа результатов, составляют менее 7%, что свидетельствует о дос-

таточном качестве дискретизации исследуемой модели. Верхняя граница 

уровня не усредненного эквивалентного (по Мизесу) напряжения в элементах 

(SMXB) была принята за критерий оценки прочности образца. 
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Таблица 6.3 -Граничные условия для различных условий испытаний образцов 

Расчетный 

случай 

Тип 

образца 

Растягивающая 

сила 

F, Н 

Величина захвата тисками 

машины усталостных испы-

таний,  L, мм 

1 Сварной 10000 40 

2 Сплошной 10000 40 

3 Сварной 9700 10 

4 Сварной 13000 80 

5 Сварной 11000 50 

6 Сварной 8000 50 

7 Сварной 5000 50 

 

Таблица 6.4 - Относительные погрешности значений максимальных  

эквивалентных напряжений 

Р
ас

ч
ет

н
ы

й
 

сл
у
ч
ай

 Усредненные значения 

(node solution), МПа 

Неусредненные значения 

(element solution), МПа 

Погрешность 

усреднения  по 

формуле(2.8), % SMX SMXB % SMX SMXB % 

1 295,544 314,871 6,1381 301,917 321,244 6,0163 2,110845 

2 296,079 315,331 6,1053 302,323 321,575 5,9868 2,065341 

3 313,957 335,04 6,2927 321,655 342,738 6,1513 2,393247 

4 313,899 333,008 5,7383 318,290 337,399 5,6636 1,37956 

5 314,383 334,726 6,0775 320,798 341,14 5,9629 1,999701 

6 228,642 243,437 6,0775 233,307 248,102 5,9633 1,999511 

7 142,901 152,148 6,0776 145,817 155,064 5,9633 1,999767 

 

Первоначально для первого расчетного случая (таблица 6.3) были по-

лучены поля распределения напряжений в калибровочном образце и по-

строены эпюры распределения напряжений вдоль оси сварного шва по верх-

ней и нижней поверхности калибровочного образца, аналогичные приведен-

ным в таблице 6.2. По результатам анализа эпюр и полей распределения на-

пряжений в сварном шве был сделан вывод, что законы распределения на-

пряжений по оси сварного шва близки к линейным (относительное измене-

ние эквивалентных напряжений по линии сечения составило около 2% по 

верхней поверхности и около 4,5% по нижней поверхности калибровочного 

образца). Таким образом, за одно испытание образца с ДДИТ получить не-

сколько экспериментальных точек не удается.  
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Для установления причины возникновения такого закона распределе-

ния была построена конечно-элементная модель образца без усиления свар-

ного шва и выполнен расчет при тех же граничных условиях (второй расчет-

ный случай в таблице 6.3). Относительное изменение эквивалентных напря-

жений для данного расчетного случая составило 3,3%.  

После анализа результатов первого и второго расчетного случая был 

сделан вывод о том, что причиной выравнивания напряжений по осевой ли-

нии сварного шва является не его усиление, а значительное отдаление кон-

центраторов напряжений от оси шва по сравнению с вариантами расположе-

ния концентраторов, рассмотренными в таблице 6.2. Поскольку расстояние 

между концентраторами и осью образца уменьшить нельзя (будет срезана 

часть усиления), то было предложено сместить линию наклейки ДДИТ с оси 

сварного шва на границы его усиления. В дальнейшем эпюры напряжений 

строились для линий, расположенных на расстоянии ≈11,5 мм от оси сварно-

го шва для верхней поверхности и ≈8,1 мм для нижней поверхности. При со-

блюдении данных условий для первого расчетного случая относительное из-

менение эквивалентных напряжений составляет 113,5% и 68% соответствен-

но для верхней и нижней поверхностей. 

Для исследования влияния величины захвата калибровочного образца 

на картину распределения напряжений вдоль оси сварного шва был проведен 

анализ эпюр напряжений по краю усиления сварного шва для третьего и чет-

вертого расчетного случая (таблица 6.3). Относительные изменения напря-

жений составили 107% по верхней и 64% по нижней поверхностям для 

третьего расчетного случая, а для четвертого расчетного случая 129% по 

верхней и 78% по нижней поверхности. По результатам проведенного анали-

за сделан вывод о том, что увеличение величины L, определяющей глубину 

захвата калибровочного образца в тисках машины усталостных испытаний, 

приводит к увеличению относительного изменения напряжений вместе с 

увеличением асимметрии эпюры напряжений, при этом общий уровень  на-

пряжений при постоянной растягивающей силе снижается. Поскольку изме-

нение величины зажима в тисках не дает возможность получения нескольких 
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диапазонов изменения напряжения, необходимых для калибровки ДДИТ, 

дальнейшие исследования касались случая вариации растягивающей силы 

при постоянной величине L. 

Поля распределения усредненных эквивалентных  напряжений в свар-

ном шве для пятого, шестого и седьмого расчетных случаев (таблица 6.3) 

представлены на рисунках 6.9, 6.10 и 6.11 соответственно. Для наглядности 

поля напряжений представлены с фиксированными контурами, что облегчает 

сравнение распределение напряжений для различных расчетных случаев. 

Эпюры распределения напряжений по линии края усиления сварного шва 

приведены на рисунках 6.12, 6.13 и 6.14. Относительные изменения напря-

жений составили для каждого из перечисленных расчетных случаев соответ-

ственно: 116% для верхней и 70% для нижней поверхностей.  

Выполненные расчеты показали, что наиболее рациональным для по-

строения калибровочных зависимостей датчиков деформаций интегрального 

типа представляется вариант изменения растягивающей силы при постоян-

ной величине захвата образца в тиски машины усталостных испытаний, что 

соответствует пятому, шестому и седьмому рассмотренным расчетным слу-

чаям. Режимы испытаний, соответствующие данным расчетным случаям, по-

зволят провести тарировку ДДИТ в трех диапазонах изменения напряжений 

на одном калибровочном образце. 

 

 

Рисунок 6.9. Поле распределения усредненных эквивалентных напряжений в 

сварном шве для пятого расчетного случая 
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Рисунок 6.10. Поле распределения усредненных эквивалентных напряжений 

в сварном шве для шестого расчетного случая 

 

 

Рисунок 6.11. Поле распределения усредненных эквивалентных напряжений 

в сварном шве для седьмого расчетного случая 
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Рисунок 6.12. Эпюры распределения напряжений по краю усиления 

сварного шва для пятого расчетного случая 
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Рисунок 6.13. Эпюры распределения напряжений по краю усиления 

сварного шва для шестого расчетного случая 
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Рисунок 6.14. Эпюры распределения напряжений по краю усиления 

сварного шва для седьмого расчетного случая 

 

Проиллюстрируем реализацию разработанной методики получения ка-

либровочной зависимости для сварного образца, соответствующей фиксиро-

ванному числу циклов нагружения.  

Объектом экспериментальных исследований были сварные образцы 

(рисунок 6.15), изготовленные из сварной трубы. Материал трубы: 14ХГС. 

Экспериментальные исследования выполнялись на машине усталостных ис-

пытаний (пульсаторе) МУП-50 путем циклического растяжения сварных об-

разцов (Fmax=35кН, Fmin=6кН). После N=20000 циклов деформирования на об-

разце зафиксирована трещина с торцовой стороны узкого сварного шва и ис-

пытания были приостановлены. С использованием фото аппаратуры были 
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получены  цифровые снимки реакции ДДИТ на торцовой поверхности свар-

ного образца (рисунок 6.16), на поверхности узкого сварного шва и на по-

верхности датчиков №1 и №2 широкого сварного шва (рисунок 6.17) [76].  

Анализ полученной информации свидетельствует, что интенсивность 

реакции ДДИТ в различных зонах сварного шва существенно различается. 

Наибольшая реакция на ДДИТ зафиксирована на поверхности узкого сварно-

го шва, на границе сплавления, и несколько меньшая реакция на этой же гра-

нице на поверхности широкого сварного шва (рисунок 6.17 а). Максимальная 

реакция на ДДИТ свидетельствует о концентрации напряжений (деформа-

ций) в исследуемом месте и, соответственно, наибольшим накопленным ус-

талостным повреждениям. Подтверждением сказанного является возникно-

вение усталостной трещины на сварном образце в зоне границы сплавления 

узкого сварного шва с основным металлом (рисунок 6.16 а).  

Полученные фотографии реакции ДДИТ свидетельствуют, что картина 

распределения напряжений (накопленных в процессе циклического нагруже-

ния деформаций) на поверхности сварного образца в различных его зонах 

(сварной шов, зона термического влияния, основной металл, границы сплав-

ления)  характеризуется высокой неоднородностью. Именно данным обстоя-

тельством объясняется сложность прогнозирования технического состояния 

сварных соединений и конструкций. 

 

       

                       а                                                                 б 

Рисунок  6.15 - Сварной образец с ДДИТ (а), шлиф сварного шва (б) 
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            а                              б                              в                            г     

Рисунок 6.16 - Реакция ДДИТ на различных участках сварного образца после 

20000 циклов деформирования (торец образца): а)  трещина с торца;  

б)  узкий шов в зоне сварки с основным металлом; в)  широкий шов в зоне  

термического влияния; г)  широкий шов в зоне сварки с  основным металлом 

 

          
                а                                б                                в                                г 

Рисунок 6.17 - Реакция ДДИТ №1 на поверхности широкого шва сварного 

образца (рисунок 6.16) после его деформирования 20000 циклов: а) граница 

сплавления; б) основной металл (зона 1); в) основной металл (зона 2); г) ос-

новной металл (зона 3) (1:200) 

 

Для расшифровки реакции ДДИТ методом конечных элементов (про-

граммный комплекс ANSYS) были выполнены расчеты напряженно-

деформированного состояния исследуемого сварного образца при растяже-

нии его осевой нагрузкой F =35кН. Значения рассчитанных напряжений для 

участков поверхности сварного образца,  для которых оценивалась реакция 

на ДДИТ по критерию изменения относительной площади «темных пятен» 

125, 127, представлены в последнем столбце таблицы 6.5, а результаты, со-

гласованные с расчетными данными, отражены в третьем и четвертом столб-

цах таблицы 6.5.  

Имея значения критериев ( и D) оценки реакции датчиков и рассчи-

танные величины напряжений (таблица 6.6) в координатах   - σx и D - σx (ри-

сунок 6.19) получим экспериментальные точки калибровочной зависимости 

для числа циклов нагружения N=20000.  
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Таблица 6.5 - Результаты компьютерной обработки реакции ДДИТ 

Реакция 

ДДИТ, 

рисунок 

Зона оценки 

реакции 

ДДИТ 

Относительная 

площадь "тем-

ных пятен", (, 

% ) 

D-критерий 

оценки реак-

ции ДДИТ  

Напряжения 

(x), МПа 

(расчет) 

6.16 а b3 53,4 833 220.5 

6.16 б b5 29,0 517 212.33 

6.16  в b5 28,3 556 212.33 

6.16  г b5 27,4 464 212.33 

6.17 а t4 38,2 598 215.2 

6.17 б t6 13,2 327 199.67 

6.17 в t6 15,5 332 199.67 

6.17 г t6 16,9 282 199.67 

    

      
                            а                                                              б                   

Рисунок 6.18 - Расчетная схема для сварного образца : 

а- верхняя поверхность шва; б- нижняя поверхность шва 

 

После аппроксимации экспериментальных данных с помощью линей-

ной модели, искомая калибровочная зависимость представима в виде:  

                          ( σx, N=const) =  1,539∙σx – 293,895                                  (6.4) 

или                         D ( σx, N=const) =  22,21∙σx –  4,16  10
3
.                            (6.5) 
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                                                             а                                            

 
                                                                     б                                                            

Рисунок 6.19 - Экспериментальные точки калибровочной зависимости и ее 

аппроксимация на основе линейной модели :а- критерий оценки реакции 

ДДИТ – относительная площадь «темных пятен» δ; б- критерий оценки реак-

ции ДДИТ – величина дисперсии «темных пятен» - D 

 

Применение зависимостей (6.4), (6.5) для экспериментального исследо-

вания сварных соединений с помощью ДДИТ заключается в следующем. На 

поверхность сварного шва, зону сплавления и основной металл помещают 

ДДИТ и подвергают конструкцию циклическому деформированию в течение  

N=20000 циклов. После чего участки датчика с наибольшей реакцией фото-

графируют и обрабатывают полученную информацию с использованием про-

граммного обеспечения 125, 127. Полученные в результате обработки вели-

чины  или D по калибровочной зависимости (6.4) или (6.5) позволяют в мес-

тах концентрации накопленных усталостных повреждений определить зна-

чения  σx, которое используют для оценки технического состояния или рабо-

тоспособности сварного соединения по традиционным методикам. Нетрудно 

видеть, что подобные калибровочные зависимости могут быть построены для 

любого другого, отличного от N=20000, числа циклов нагружения.  
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6.3. Разработка методики оценки напряженно-деформированного состояния  

в вершине трещины по показаниям ДДИТ и данных расчета МКЭ  

 

Известно, что накопление усталостных повреждений в процессе цик-

лического деформирования детали сначала приводит к зарождению микро-

трещины, возникающей обычно в зоне концентрации напряжений, вызванной 

либо физической неоднородностью металла, либо особенностями геометри-

ческой формы детали. При дальнейшем циклическом деформировании дета-

ли микротрещина развивается в макротрещину, которая, в конечном итоге, 

вызывает разрушение детали. Для оценки скорости роста усталостных тре-

щин необходимо определить параметры механики разрушения, которые мо-

гут быть вычислены с достаточной степенью точности путем компьютерного 

моделирования с помощью программного комплекса ANSYS [314]. В то же 

время для корректного использования результатов моделирования необходи-

мо иметь данные их согласования с реальным характером распределения на-

пряжений в вершине трещины. Такие данные позволяют получить ДДИТ при 

помещении (наклейки) их на поверхность детали, имеющую трещину. Рас-

сматриваемый ниже пример иллюстрирует решение задачи. 

Прямоугольный образец, имеющий краевую трещину, подвергался  ус-

талостным испытаниям в условиях растяжения. Для фиксации степени по-

врежденности в ходе проведения  эксперимента на его поверхность в области 

развития трещины был помещен ДДИТ. В силу симметрии образца относи-

тельно двух плоскостей анализу подвергалась его 1/4 часть. Расчетная схема 

нагружения образца показана на рисунке 6.20а. 

Основные этапы решения задачи. 

Этап 1. Геометрическая модель строилась с учетом возможности рас-

чета параметров механики разрушения: в окрестности вершины трещины 

были созданы вспомогательные поверхности, очерченные дугами, для гене-

рации в вершине трещины сингулярных элементов. 
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а) геометрическая модель б) конечно-элементная модель 

Рисунок 6.20 - Расчетная схема нагружения образца 

 

Этап 2. Разбивка на конечные элементы. Поверхности, описывающие 

верхнюю грань образца, подвергались дискретизации двумерными квадра-

тичными элементами, причем вокруг вершины трещины были созданы тре-

угольные вырожденные сингулярные элементы с промежуточными узлами, 

сдвинутыми на ¼ в сторону вершины, поскольку именно они способны кор-

ректно описать тот всплеск напряжений, который наблюдается в вершине 

трещины. Остальные элементы заданы квадратичными четырехугольными. В 

результате операции выдавливания были сгенерированы трехмерные квадра-

тичные элементы по всему объему образца (рисунок  6.20 б). 

Этап 3. Приложение граничных условий. На соответствующих плоско-

стях были заданы условия симметрии (узлы с нулевыми степенями свободы 

показаны на рисунке 6.20 б значками), а к боковой грани модели приложено 

давление в 100 МПа, моделирующее растяжение образца и аналогичное про-

веденным экспериментальным работам. 

Этап 4. Решение задачи. Для решения описанной задачи был выбран 

прямой решатель (SPARSE SOLVER), именно он используется в ANSYS по 

умолчанию. 

Этап 5. Расшифровка показаний ДДИТ. После решения задачи в 

ANSYS становится возможным построить картины распределения стандарт-

ных физических величин, таких, как компоненты векторов перемещений, де-
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формаций, напряжений и др. Но для расшифровки реакции ДДИТ необходи-

мо иметь картины распределения деформаций сжатия, которых в списке вы-

водимых ANSYS результатов нет, в то же время, как показывает опыт иссле-

дования [144], материал датчика реагирует потемнением поверхности именно 

на сжатие, и форма границ первых "темных пятен" аналогична картине рас-

пределения деформаций сжатия. Поэтому для построения картины распреде-

ления деформаций сжатия автором был разработан специальный макрос на 

языке APDL [314], реализующий операции с массивами таблиц элементов. 

Результат отработки данного макроса для исследуемого профиля зуба пока-

зан на рисунке 6.21 б). 

В ходе проведения эксперимента, проведенного в лаборатории Курган-

ского государственного университета Д.А.Троценко, были получены фото-

графии реакции датчиков (рисунок 6.21 а), которые после проведения конеч-

но-элементного анализа были расшифрованы с помощью соответствующих 

картин распределения деформаций сжатия (рисунок 6.21 б) [142, 314].  На 

рисунке 6.22 отмечены блоки в алгоритме разработки адекватной расчетной 

схемы, которые необходимо выполнить в процессе решения данной задачи.  

 

 
 

а) реакция на ДДИТ б) распределение деформаций сжатия  

Рисунок 6.21 - Сопоставление экспериментальных и расчетных данных для 

оценки нагруженности сварного образца 
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Рисунок 6.22 – Этапы алгоритма разработки адекватной расчетной схемы для 

оценки нагруженности сварного образца 

 

Этап 6. Анализ результатов расчета. Картина распределения эквива-

лентных напряжений, свидетельствующая о весьма высокой их концентра-

ции в вершине трещины представлена на рисунке 6.23. Деформация модели 

преувеличена в 50 раз для наглядности. 

 

 

Рисунок 6.23 - Распределение эквивалентных напряжений в образце 
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Этап 7. Оценка параметров механики разрушения. Для анализа процесса 

развития трещины необходимы два параметра: КI -коэффициент интенсивно-

сти напряжений (КИН) и инвариантный J-интеграл. Как показано в работе 

[64, 235, 342], раскрытие трещины возникает, если КИН превысит предельно 

допустимую величину.  В случае решения упругой задачи величина J-

интеграла нужна лишь для уточнения КИН. Расчет величины КI для трещины 

отрыва осуществлен с использованием команды KCALC пакета ANSYS, а 

при расчете J-интеграла – макрос на языке APDL, приведенный в [64]. В ре-

зультате были получены следующие величины: 

12,5621J ; мМПаK I  752,34     по методу перемещений; 

мМПаK I  05,36       по методу J-интеграла. 

Расхождение в 3,6% в результатах расчетов КИН двумя различными 

способами вполне допустимо.  

Когда конечно-элементное  моделирование завершено и установленные 

картины распределения деформаций сжатия на поверхности детали в верши-

не трещины идентичны данным, полученным после обработки реакции 

ДДИТ, с использованием калибровочной зависимости можно определить эк-

вивалентное число циклов нагружения детали, а затем на основе представ-

ленных в работах [125, 127] методик реализовать процедуру прогнозирова-

ния долговечности исследуемой детали.  

Изложенный расчетно-экспериментальный метод позволяет с доста-

точной степенью достоверности оценить значения ответственных за процесс 

роста трещины параметры, входящие в расчетные уравнения по определению 

долговечности при расчете ресурса изделий, и тем самым исключить воз-

можность аварии исследованного оборудования.  
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6.4. Использование численных методов для решения задачи восстановления 

по реакции ДДИТ нагруженности зацепления передач Новикова 

 

Циклическое нагружение элементов конструкций, как известно, сопро-

вождается повреждением металла от усталости. Определение степени уста-

лостного повреждения деталей трансмиссий и несущих систем транспортных 

средств в процессе эксплуатации позволяет получить данные для расчета ин-

дивидуального остаточного ресурса изделия и исключить возможность его 

аварии.  

Регистрация в процессе испытаний степени усталостного повреждения 

деталей может быть выполнена различными способами. В работе [127] пока-

зано, что в ходе эксплуатационных испытаний машин необходимая как для 

оценки нагруженности, так и для прогнозирования индивидуального ресурса 

деталей информация может быть получена с помощью индикаторов устало-

сти. Среди них перспективными являются датчики деформаций интегрально-

го типа (ДДИТ) [125].  

Методика определения нагруженности деталей с помощью ДДИТ про-

водится в несколько этапов. На первом этапе строится калибровочная зави-

симость для образцов [127, 128] в виде функций:  

              u=u(N),          1=1(N)         либо         сж=сж(N),  

где u – перемещения; 1 – главные напряжения; сж – деформации сжатия; N – 

число циклов нагружения исследуемой детали. 

В случае сложного напряженно-деформированного состояния (НДС) 

детали, когда конфигурация границ "темных пятен" отражает особенности 

НДС, предпочтительным является использование калибровочной зависимо-

сти вида  сж=сж(N), поскольку, как показывает опыт исследования [144], ма-

териал датчика реагирует потемнением поверхности именно на сжатие и 

форма границ первых "темных пятен" аналогична картине распределения де-

формаций сжатия. 
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На втором этапе проводятся эксплуатационные испытания исследуе-

мой детали или металлоконструкции до момента получения реакции на дат-

чике [306, 307].  

Третий этап предполагает восстановление картины нагружения детали 

путем идентификации реакции ДДИТ с результатами расчета НДС исследуе-

мой детали. Для реализации этой оценки целесообразно воспользоваться од-

ним из пакетов конечно-элементного анализа – ANSYS [64].  

Для восстановления нагруженности зацепления зубчатых колес можно 

воспользоваться упрощенной методикой, описанной в работе [305], предпо-

лагающей решение плоской задачи при приложении нагрузки, полученной в 

ходе решения контактной задачи с помощью методов, описанных в работах 

[321, 322]. Геометрическую форму сечения исследуемого зуба целесообразно 

определить при помощи способов формообразования зубчатых колес [133].  

Но применительно к зубьям колес сложной геометрической формы, та-

ким, как зубья Новикова или зубья с круговой формой зуба, такая постановка 

задачи будет содержать ряд упрощений, а значит, приведет к искажению ре-

зультатов. 

Так, применительно к зубьям передачи Новикова ДЛЗ рассматривать 

плоское сечение зуба будет неправомерно, поскольку зубья Новикова в дей-

ствительности является косыми, поэтому при расчете возникнут следующие 

неточности:  

 закон распределения нагрузки по контактной площадке будет опреде-

ляться аналитически по формулам Герца, а при перекосе валов или из-

менении межосевого расстояния в передаче весь процесс решения за-

дачи придется повторять снова с учетом изменений; 

 обе контактные площадки будут подвергаться нагрузке одновременно, 

хотя в действительности касания происходят в разные моменты време-

ни. 

Данный подраздел иллюстрирует решение задачи расчета нагруженно-

сти зубчатой передачи Новикова ДЛЗ в программном комплексе ANSYS, 
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имитируя обкатку зубчатых колес. Моделирование зацепления двух зубьев в 

трехмерной постановке, с непосредственным решением  двух контактных за-

дач для каждой линии зацепления, а затем аккумулирование усталостных по-

вреждений вычислительным путем позволяет получить более строгое реше-

ние задачи. 

Все этапы решения задачи программируются на языке APDL [196] с 

целью компьютерного моделирования процесса работы передачи: это дает 

возможность варьирования геометрических параметров передачи для оценки 

влияния той или иной погрешности изготовления и монтажа передачи на ее 

нагруженность. 

Этап 1. Построение модели пары зубьев. Геометрическая модель пары 

зубьев строится путем использования известных профилей зубьев с после-

дующим продавливанием вдоль спиральной линии для получения косой 

формы зуба. С целью последующего построения регулярной конечно-

элементной сетки каждое сечение делится на 18 четырехугольных поверхно-

стей (рисунок 6.24). Поскольку профиль зуба является симметричным, более 

рационально построить одну его половину, затем отразить относительно оси 

симметрии зуба и провести склеивание поверхностей, чтобы соседние по-

верхности не имели двойных линий.  

Далее на созданные поверхности наносится вспомогательная регуляр-

ная сетка элементов типа MESH200. Затем выполняется выдавливание вдоль 

вспомогательной спиральной линии созданных дискретизированных поверх-

ностей – генерируется трехмерная модель зубьев, состоящая из элементов 

типа SOLID95.  

Следующий шаг – создание контактной пары между боковыми поверх-

ностями зубьев, работающих в контакте с целью передачи вращения. Для на-

дежного исключения проникновения контактирующих поверхностей, кон-

тактная пара задается симметричной. 

Завершает создание модели генерирование элементов типа BEAM4 – 

балок, соединяющих узлы оснований зубьев с центром вращения соответст-
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вующего колеса. Такой способ позволяет смоделировать вращение колес бо-

лее упрощенно, не дискретизируя вал, приводящий во вращение колесо, без 

искажения расчетной схемы задачи. Материал балочных элементов опреде-

лен более жестким – сталь, в то время как материал зубьев согласно прове-

денному эксперименту [31] – органическое стекло. На рисунке 6.25а показана 

вся конечно-элементная модель, на рисунке 6.25б – более крупно изображена 

регулярная сетка конечных элементов на зубе шестерни. 

 

 

Рисунок 6.24. Поверхности в торцевом сечении зубьев 

 

Этап 2. Задание граничных условий. На модель накладываются сле-

дующие граничные условия:  

1. в узлах, являющихся центрами вращения зубчатых колес, задаются ну-

левые перемещения по всем трем осям; 

2. на торцевые поверхности зубьев накладываются условия симметрии, 

чтобы вращение происходило исключительно вокруг оси OZ, парал-

лельной осям валов; 
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а                                                                б 

Рисунок 6.25. Конечно-элементная модель зубьев 

 

Этап 3. Моделирование процесса нагружения зубьев. Для успешного 

решения контактной задачи, сопряженной со значительными перемещениями 

узлов и поворотом модели вокруг оси необходимо включить опции нелиней-

ной геометрии, а также указать тип анализа: нелинейный трансцендентный 

динамический анализ.  

Процесс нагружения состоит из пяти шагов [147, 329]. 

Первый шаг. Закрепление боковых граней основания зуба колеса. По-

ворот зуба шестерни на небольшой угол (0.035 рад) посредством задания в 

узле, являющемся центром вращения шестерни, поворота вокруг оси OZ. Это 

необходимо для нагружения созданной контактной пары в зоне первой линии 

зацепления. Все последующие шаги будут являться нелинейными, поскольку 

в процессе вращения зуб ведущей шестерни будет оказывать давление на зуб 

ведомого колеса через контактную пару. 

Второй шаг.  Задание в центре вращения шестерни крутящего момента 

с целью передачи нагрузки на первой линии зацепления. Для лучшей сходи-
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мости итерационного процесса решения задачи данный поворот был разде-

лен на 4 подшага. После решения задачи в ANSYS реализуется тот же мак-

рос, что и в предыдущем подразделе настоящей работы. Результатом отра-

ботки данного макроса является столбец деформаций сжатия в таблице эле-

ментов, графическое представление полученных данных для нагружения 

зубьев в первой линии зацепления представлено на рисунке 6.26. Исходный 

контур показан тонкой линией, деформации увеличены в 100 раз для нагляд-

ности.  

Третий шаг. Снятие с боковых граней основания зуба колеса наложен-

ных нулевых перемещений для свободного проворота. Поворот зуба шестер-

ни на угол, достаточный для геометрического контактирования зубьев на 

второй линии зацепления. Поскольку задача является нелинейной, целесооб-

разно выполнить поворот за несколько подшагов. 

Четвертый шаг. Закрепление боковых граней основания зуба колеса в 

текущем положении. Дальнейшее задание крутящего момента в центре вра-

щения шестерни для нагружения второй линии зацепления. Повторный за-

пуск разработанного макроса для внесения в таблицу элементов столбца де-

формаций сжатия, возникающих при нагружении зубьев по второй линии за-

цепления.  

Этап 4. Анализ результатов. После завершения процесса нагружения 

зубьев в таблице элементов находятся два столбца деформаций сжатия в обе-

их контактных зонах. Поскольку используемые в экспериментах ДДИТ ак-

кумулируют повреждения металла, итоговую картину можно получить сум-

мированием указанных столбцов. Далее остается сопоставить картину рас-

пределения суммарных деформаций сжатия (рисунок 6.27а) с реакцией дат-

чиков (рисунок 6.27б). Если изображения отличаются, необходимо внести 

коррекцию (возможные погрешности изготовления и монтажа колес) в соот-

ветствующие константы разработанной программы на APDL и снова выпол-

нить моделирование.  
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Рисунок 6.26. Распределение деформаций сжатия при нагружении зубьев  

в первой линии зацепления 

 

Повторяя процесс расчетов и сравнения картин реакции датчиков и ре-

зультатов отработки макроса, добиваются их наиболее полного согласования, 

при котором определяется крутящий момент, фактически действовавший при 

работе передачи в реальных условиях эксплуатации, а также распределение 

нагрузки по площадкам контакта в зацеплении зубьев.  

 

   

а) распределение деформаций сжатия  

в торцевом сечении зуба 

б) фотография реакции ДДИТ 

 

Рисунок 6.27. Сопоставление расчетных и экспериментальных данных  

для оценки нагруженности зубьев колес Новикова. 
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6.5. Методическое обеспечение способов калибровки и применения датчиков 

деформаций переменной чувствительности 

 

Для изготовления выше рассмотренных ДДИТ используется металли-

ческая фольга, чувствительность которой к накопленным усталостным по-

вреждениям, оцениваемых по реакции датчиков, в пределах фольги не меня-

ется. Естественно и ДДИТ, представляющие собой полоски требуемой кон-

фигурации этой фольги, имеют во всех направлениях чувствительность оди-

наковую. Анализ опыта определения с помощью таких ДДИТ характера рас-

пределения напряжений в местах их концентрации на различных деталях и 

металлоконструкциях машин в процессе их эксплуатационных испытаний 

выявил две проблемы, исключающие, в ряде случаев, возможность решения 

задач экспериментального исследования. Первая проблема возникает при 

реализации ряда методик решения задач, основой которых является фиксация 

на ДДИТ момента появления первых «темных пятен». Возможность получе-

ния такой информации в процессе циклического деформирования изделия 

является не только процессом трудоемким, требующим многократного ос-

мотра поверхности датчика, но и нередко связанным с необходимостью раз-

борки-сборки изделия с целью обеспечения доступа к датчику. Более того, 

мониторинг реакции датчиков выполняется только при не работающем обо-

рудовании, однако во многих случаях его остановка в произвольные момен-

ты времени невозможна, поскольку определяется технологическим и техни-

ческим регламентами эксплуатации изделия. Если же момент возникновения 

первых «темных пятен» на ДДИТ зафиксировать не удается, то реализовать 

методику восстановления напряжений по показаниям ДДИТ не удается. Вто-

рая проблема обусловлена всегда имеющегося у ДДИТ инкубационного пе-

риода до возникновения на его поверхности реакции. Поскольку при экспе-

риментальном исследовании характера распределения напряжений на иссле-

дуемой поверхности детали с помощью ДДИТ амплитуда напряжений неиз-

вестна, априори установить продолжительность циклического деформирова-
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ния детали до возникновения реакции на ДДИТ возможным не представляет-

ся. Если амплитуда мала, то на ДДИТ реакция может вообще не появиться.  

Решить проблемы позволяют ДДИТ, изготовленные по технологии, 

идея которой предложена в работе [115] и заключается в следующем. Обра-

тимся к рисунку 6.28, на котором представлена традиционная схема калиб-

ровки ДДИТ (по критерию первых «темных пятен»), помещенных на кониче-

скую рабочую часть цилиндрического образца, в процессе циклического его 

деформирования на машине усталостных испытаний (МУИ) в условиях изги-

ба с вращением.  

 

 

Рисунок 6.28 – Калибровка ДДИТ 

 

Цель калибровки ДДИТ - определение функциональной зависимости 

числа циклов деформирования ( N ) от амплитуды напряжений ( a ) по крите-

рию возникновения на поверхности ДДИТ первых «темных пятен». Фото-

графии на рисунка 6.28 свидетельствуют, что процесс калибровки близок к 

завершению, поскольку реакция на ДДИТ занимает порядка 70% его длины. 

Отметим, что в процессе циклического деформирования образца с ДДИТ, 
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датчик, как и образец, накапливает усталостные повреждения, величина ко-

торых, при возникновении на датчике первых «темных пятен», является по-

стоянной, зависящей от материала ДДИТ и его термомеханической обработ-

ки [125, 127]. Следуя работе [115], реализуем только начальную стадию ка-

либровки ДДИТ, соответствующую появлению первых «темных пятен» в зо-

не минимального диаметра образца. Зафиксируем риской на датчике поло-

жение границы первых «темных пятен», после чего, растворив клеевую про-

слойку ДДИТ, снимем его с образца. Датчик, изготовленный по описанной 

технологии, имеет две зоны, разделенные границей первых «темных пятен». 

Слева от границы на поверхности датчика реакция в виде «темных пятен» 

имеется, а справа от границы, - рабочая часть датчика, реакция отсутствует, 

несмотря на то, что в ходе предварительной наработки датчика на образце 

материал датчика усталостные повреждения получил.  

Описанный ДДИТ, в дальнейшем будем использовать для него термин 

датчик деформаций интегральный с переменной чувствительностью (ДДПЧ), 

имеет ряд, принципиально важных по сравнению с ДДИТ, преимуществ: 

 инкубационный период у ДДПЧ отсутствует; 

 значительно упрощается процедура фиксации реакции ДДПЧ, заключаю-

щаяся в регистрации линейного перемещения границы первых «темных 

пятен» по длине рабочей части ДДПЧ; 

 реакция на ДДПЧ может быть зафиксирована в любой момент прерывания 

испытаний исследуемой детали или металлоконструкции. 

Выше было отмечено, что в процессе изготовления ДДПЧ материал его 

рабочей части получает усталостные повреждения. Закон изменения этих по-

вреждений по длине рабочей части датчика определяется геометрией образ-

ца, с использованием которого выполняется наработка ДДИП, и видом на-

пряженно-деформированного состояния образца в процессе его циклического 

деформирования. На рисунке 6.28 показан цилиндрический образец с кони-

ческой рабочей частью. Наработка датчиков может осуществляться на пло-

ских образцах в процессе их циклического деформирования в условиях изги-
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ба. Используя различную геометрическую форму плоских образцов, можно 

варьировать закон изменения накопленных усталостных повреждений мате-

риала в пределах рабочей части ДДПЧ. 

Рассмотрим задачу математического описания закона изменения нако-

пленных усталостных повреждений на рабочей части ДДПЧ. Поскольку наи-

более достоверную информацию об усталости материала получают в процес-

се определения кривой Велера на основе обработки данных испытаний об-

разцов на долговечность, воспользуемся математической моделью описания 

этой кривой, построенной в соответствии с кинетической теории механиче-

ской усталости [134, 310]: 
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TQ - коэффициент, характеризующий сопротивление детали росту усталост-

ных трещин; 
R  – предел выносливости детали при коэффициенте асиммет-

рии цикла R ; TR  – циклический предел текучести;  b - среднее значение 

предела прочности материала;  - угол наклона кривой усталости в системе 

координат Nlg ; D - величина поврежденности материала от 00  DD , ха-

рактеризующей начальное повреждение материала образца, которое имеет 

место еще до начала его циклического деформирования, вплоть до предель-

ной величины 1 kDD , соответствующей разрушению образца вследствие 

накопленных усталостных повреждений. 

Методики определения входящих в уравнение (6.6) параметров: *

TQ , 

*

R , *

RT , * ; 0DD   на основе данных ia , iN , ni ,1  испытаний образцов на 

долговечность и определенной в результате разрушения образцов на разрыв-

ной машине величины b  изложены в работах [129, 134, 138]. На момент ре-



220 

 

шения поставленной задачи считаем, что параметры уравнения (6.6) являют-

ся известными. 

Возвратимся к процессу изготовления ДДПЧ на МУИ (рисунок 6.28) 

путем предварительной наработки датчика на конической рабочей части ка-

либровочного образца. Подвергнем образец с ДДИТ циклическому деформи-

рованию в течение 
gN  числа циклов, до момента возникновения в левой час-

ти датчика (рисунок 6.28) реакции в виде «темных пятен», и зафиксируем 

диаметр gd  сечения конической рабочей части калибровочного образца, со-

ответствующего границе первых «темных пятен». В соответствии со схемой 

нагружения образца на МУИ, в этом его сечении действовало напряжение 

ag . Определим величину поврежденности материала  образца 
gD  в его сече-

нии, определяемом диаметром gd . Для этого войдем в выражение (6.6) при 

gNN   и aga   . Поскольку в данном случае 
0DDDg  , в уравнении (6.6) 

остается лишь одно неизвестное, -
gD , для расчета которого обозначим: 
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Учитывая (6.7),  уравнение (6.6) имеет аналитическое решение: 

                                          0000 )/( DCEEDg  .                                               (6.8) 

Рассмотрим задачу расчета поврежденности материала образца в сече-

ниях его рабочей части, определяемых диаметром gx dd  . Для описания этих 

сечений введем продольную координату gx  для датчика: в сечении gd  образ-

ца 0gx , в сечении xd  величина Lxg 0 , где L - длина датчика. 
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Диаметр рабочей части образца в сечении xd , на основании рисунка 

6.28, рассчитывается по формуле: 

                                              
ggx dxtgd  2 ,                                                 (6.9) 

а напряжение xa , действующее в сечении xd , определяется по выражению: 

                                          )/(32)( 3

xgxa dMx   .                                            (6.10) 

Здесь обозначено:  - угол конуса рабочей части калибровочного образца; 

M - изгибающий момент, при котором образец подвергается циклическому 

деформированию на МУИ. 

Зависимость )( gx xD , - поврежденности материала образца в любом его 

сечении, определяемом координатой constxg  , по аналогии с формулами 

(6.7) и (6.8) и  учетом (6.9) и (6.10), описывается выражением:  

                                   ggggx DDCxExExD  0000 )(/)()( ,                              (6.11) 

где:         
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Методику определения калибровочной зависимости ДДПЧ проиллюст-

рируем на следующем примере. Обратимся к работам [129, 139], где пред-

ставлены данные испытаний образцов из трубной стали на усталость. Резуль-

таты испытаний (темные треугольники) в плоскости параметров aN lg  от-

ражены на рисунке 6.29, на котором также показана медианная кривая уста-

лости (с доверительными границами) построенная на основе модели (6.6).  



222 

 

 
Рисунок 6. 29–Медианная кривая усталости (жирная линия)   

и левая граница доверительного интервала кривой усталости, соответствую-

щая 2,5% вероятности разрушения образцов  

 

Параметры модели (6.11), описывающие данные испытаний (рисунок 

6.29), имеют значения: b =602,1 МПа; 6* 1053,1 TQ ; *

R =263,621 МПа; *

RT = 

201,914МПа; * =-121,811; 11

0 10006,6 D . 

Для реализации процедуры изготовления ДДПЧ воспользуемся калиб-

ровочным образцом с конической рабочей частью (рисунок 6.28), имеющим 

угол 5,0  град., на которую наклеим в виде полоски из алюминиевой фоль-

ги ДДИТ. Осуществим процесс наработки датчика на МУИ при величине 

310682,3 M Н·М. В результате циклического деформирования образца чис-

лом циклов 5000gN  на поверхности ДДИТ реакция в виде первых «темных 

пятен» зафиксирована в сечении образца диаметром gd =5 мм. На основании 

формулы (6.10), в этом сечение действовало напряжение a =300 МПа. Вели-

чину поврежденности материала  образца 
gD , соответствующую на поверх-

ности датчика границе первых «темных пятен», рассчитаем по выражению 

(6.8): 1010496,3 gD . По выражению (6.11), учитывая (6.9) и (6.10), изменяя 

gx  в диапазоне 200  Lxg  мм, рассчитаем точки зависимости )( gx xD  изме-

нения поврежденности ДДПЧ в пределах его длины, отраженной на рисунке 

6.31. 

 



223 

 

 

Рисунок 6.31 – Изменение поврежденности по длине ДДПЧ 

 

Разработанные ДДПЧ позволяют реализовать как методики определе-

ния напряжений, возникающих в деталях и металлоконструкциях машин, 

подвергающихся в процессе эксплуатации циклическому деформированию, 

так и решать задачи прогнозирования их остаточного ресурса по критерию 

потери усталостной прочности [310]. Методическое обеспечение методик 

использования ДДПЧ рассмотрим на примерах решения ряда вспомогатель-

ных задач. 

Задача 1. Определить с помощью ДДПЧ, функция )( gx xD  которого 

представлена на рисунке 6.31, амплитуду напряжения a  на поверхности де-

тали в процессе ее циклического деформирования из условия, что за число 

циклов 1000dN  граница первых «темных пятен» на поверхности ДДИП 

сместилась на величину gx =12 мм.  

Решение. На основании выражения (6.6) число циклов до разрушения 

детали, деформирование которой осуществляется при амплитуде напряжения 

a , описывается выражением: 

                        aTa CABQN
ba

 





















000

* exp1ln101)(
*

,                 (6.12) 

где )1/( 000 DDA  . 
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Имея закон )( gx xD  (рисунок 6.31) изменения поврежденности рабочего 

участка ДДИП, определим в его сечении gx =12 мм величину поврежденно-

сти, которую должен получить датчик через dN  число циклов деформирова-

ния вместе с деталью, чтобы в этом сечении возникли первые «темные пят-

на». По формулам (6.9), (6.10), (6.11) при gx =12 мм последовательно рассчи-

таем:  

              ggxg dxtgd  2 ;       )/(32 3

xgxg dM   ;                                     (6.13) 

            dgxgTxg NNCABQN

bxg
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          0000 CEEDDD xxgxg  .                                                                   (6.16) 

После чего, на основе уравнения (6.6) установим зависимость 

)( axN  числа циклов от напряжения a  до разрушения детали, поврежден-

ность которой соответствует величине xgD : 

                          axTax CABQN
ba

 





















000

* exp1ln101)(
*

,            (6.17) 

где )1/(0 xgxgx DDA  . 

В результате имеем две зависимости для расчета числа циклов до раз-

рушения детали: первая (6.12), - не учитывающая работу детали с ДДПЧ, и 

вторая (6.17), - отражающая снижение долговечности детали вследствие на-

копления усталостных повреждений в период работы детали с датчиком, от-

личающиеся на величину dN : 

                                               daxa NNN  )()(  .                                        (6.18) 

Уравнение (6.18), принимая во внимание выражения (6.12) и (6.17), относи-

тельно a  является трансцендентным, и его решение осуществляется числен-

ным методом. 
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Для исходных данных задачи 1 ( gx =12 мм, 1000dN  циклов) в резуль-

тате решения уравнения (6.18) получено 356,379a  МПа. Если реакция на 

ДДПЧ gx =12 мм зафиксирована при 2000dN  циклов, то 477,338a  МПа, 

если же при 5000dN  циклов, то 041,244a МПа. 

Реализация рассмотренного алгоритма при варьировании Lxg 0  и 

dN  позволяет построить функцию ),( dgaa Nx  , линии уровня которой, со-

ответствующие различным фиксированным величинам a , представляют со-

бой совокупность калибровочных кривых ДДПЧ для решения задач опреде-

ления по показаниям ДДПЧ напряжений в процессе циклического деформи-

рования деталей. 

Задача 2. Деталь, изготовленная из материала, кривая усталости для 

которого представлена на рисунке 6.29, подвергается деформированию в те-

чение 100001 N  циклов при 0,3501 a МПа. После чего деталь продолжает 

эксплуатироваться при другой величине амплитуды напряжений 0,3302 a  

МПа. Необходимо определить медианное значение числа циклов до поломки 

детали.  

Данная задача имеет важное методическое значение. При использова-

нии для ее решения кривой усталости в традиционной форме (в виде степен-

ной или иной математической зависимости, аппроксимирующей данные ис-

пытания образцов на долговечность) оценить ресурс детали возможным не 

представляется. Здесь обычно реализуемый прием расчета эквивалентных 

напряжений при известных параметрах ступеней блока нагружения не при-

меним, поскольку как таковой блок нагружения отсутствует. 

Решение. Входя в зависимость для кривой усталости в форме (6.6) при 

значениях параметров 1aa    и 1NN  , получим уравнение с одним неиз-

вестным 01 DDD  , где 1D  - накопленное усталостное повреждение в мате-

риале детали за период ее циклического деформирования в течение 
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100001 N  числа циклов при напряжении 0,3501 a  МПа. Уравнение относи-

тельно 
1D  имеет аналитическое решение: 

                                                   0010101 / DCEED  ,                                 (6.19) 

где         
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параметры 0C , 0B , *

TQ , 0D  и b  на основании (6.7) известны. 

Рассчитанная величина 1D  позволяет скорректировать кривую устало-

сти (6.6) и представить ее в форме: 
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ba
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* exp1ln101
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,                    (6.20) 

где  010110 1/)( DDDDA  . 

Для расчета медианного числа циклов (
2N ) до поломки детали при ее 

циклическом деформировании при напряжении 2a  достаточно воспользо-

ваться выражением (6.20) при подстановке в него 2aa   : 

                          20100

*

2 exp1ln101
*

2

aT CABQN

ba























.                (6.21) 

Значение 
2N , определенное по зависимости (6.21), 236402 N . Если же 

0,3002 a МПа, то 420802 N .  

Задача 3. Напряжения, возникающие в процессе эксплуатации детали, 

описываются блоком, параметры ступеней которого известны: 3001 a  МПа, 

60001 N ; 2802 a МПа, 90002 N ; 2603 a МПа, 150003 N . Необходимо оп-

ределить медианное число циклов до разрушения детали ( N ). Кривая устало-

сти для материала детали представлена на рисунке 6.29. 

Решение. За время работы деталь получила 30000321  NNNN p  

циклов деформирования. Для определения долговечности детали определим 
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постоянное по амплитуде эквивалентное напряжение 
E , которое приведет к 

накопленному повреждению в детали за 
pN  число циклов деформирования 

такому же по величине повреждению, что и работа детали при заданном бло-

ке изменения напряжений. 

По зависимостям (6.19) при 0,3001 a МПа, 60001 N  рассчитаем нако-

пленное усталостное повреждение в материале детали за первую ступень 

блока: 10

1 10366,3 D . По аналогии с выражениями (6.19) выпишем зависимо-

сти для расчета накопленного повреждения за вторую ступень блока 
2D : 

                                            10020202 / DDCEED  ,                                   (6.22) 

где         
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При 0,2802 a МПа, 90002 N  по формулам (6.22) рассчитаем 9

2 10359,2 D .  

Для определения 3D  зависимости строятся подобным образом и имеют 

вид: 

                                              210030303 / DDDCEED  ,                           (6.23) 

где         
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В результате расчета по (6.23) при 0,2603 a МПа, 150003 N  устано-

вим 8

3 10240,2 D . 

За все три ступени блока материал детали получит повреждение 




 
3

0i

iDD , знание которого позволяет кривую усталости по аналогии с выра-

жениями (6.17), (6.20) представить в виде: 



228 

 

                    aTab CABQN
ba
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где:    DDA 1/ . 

Число циклов до разрушения детали, деформирование которой осуще-

ствляется при амплитуде напряжения 
E , описывается выражением (6.12): 

)( EN  . Это число циклов по отношению к расчету по формуле (6.24) при 

Ea    должно отличаться на величину 
pN . В результате имеем следующее 

трансцендентное относительно 
E  уравнение: 

                                        0)()(  EpEb NNN  .                                             (6.25) 

Решая данное уравнение численным методом, определим: 427,276E  

МПа. Расчет медианного числа циклов до разрушения детали, учитывая, что 

она уже отработала в течение 
pN  числа циклов, выполняется по зависимости 

(6.12) при подстановке в нее Ea    и вычитания из полученного значения 

величины 
pN . В результате реализации описанной процедуры определим, что 

при продолжении работы детали в условиях заданного блока нагружения она 

выйдет из строя через 76630 число циклов.  

Рассмотренная задача является промежуточной к задаче 4 при опреде-

лении по показаниям ДДПЧ эквивалентных по повреждающему воздействию 

чисел циклов ступеней блока, когда они заданы лишь относительными вели-

чинами, установленными на основе обработки случайного процесса нагру-

жения детали в эксплуатации.  

Задача 4. При работе деталь нагружается блоком нагрузки с известны-

ми величинами напряжений каждой ступени блока: 3001 a  МПа 

2802 a МПа; 2603 a МПа, а их длительность выражена относительными 

единицами: 2,01 t ; 3,02 t ; 5,03 t  и известно лишь время ( T ) работы детали. 

Требуется определить медианное число циклов до разрушения детали.  

Решение. Поскольку в данном случае длительность ступеней блока на-

гружения в числах циклов деформирования неизвестна, воспользоваться рас-
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смотренной выше задачей 3 и кривой усталости (6.12) для прогнозирования 

долговечности детали возможным не представляется. Для решения данной 

задачи эксплуатацию детали осуществляют с ДДПЧ в течение времени 
T , по 

истечении которого фиксируют величину gx  смещения границы первых 

«темных пятен» на поверхности датчика. Обозначим через 
N  суммарное 

число циклов за время работы детали с ДДПЧ, зная которое длительность 

ступеней блока нагружения легко рассчитывается: 
11 tNN  
, 

22 tNN  
, 

33 tNN   .  

Обратимся к формулам (6.13)…(6.15). Заменяя в них dN  на N  при 

constxg   зависимость (6.16), отражающую накопленную поврежденность 

материала ( xgD ), представим в виде функции от N : 

                                0000 )()()( CNENEDDND xxgxg  
.                        (6.26) 

При известных 1a , 2a , 3a , учитывая, что 11 tNN   , 22 tNN   , 

33 tNN   , по формулам (6.19), (6.22) и (6.23) определим накопленную по-

врежденность материала за все три ступени блока нагружения в виде функ-

ции от N : 

                                         


 
3

1

0 )()(
i

i NDDND .                                          (6.27) 

Поскольку величина )( ND xg
, зафиксированная на основе обработки 

реакции ДДПЧ, должна совпадать с рассчитанным на базе кинетической тео-

рии усталости значением )(  ND , имеем следующее, трансцендентное отно-

сительно N , уравнение: 

                                       0/)()( 0   DNDND xg .                                          (6.28) 

В уравнении (6.28), учитывая малую величину слагаемых, введен нор-

мирующий множитель 0D . 

В результате решения уравнения (6.28) при 3001 a  МПа 

2802 a МПа; 2603 a МПа, 2,01 t ; 3,02 t ; 5,03 t , 15gx  мм для исполь-

зуемого ДДПЧ установлено: 5013N . Полученное значение N  позволяет 
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рассчитать величины 
1N , 

2N  , 3N  после чего параметры ступеней блока ста-

новятся известными и для прогнозирования медианного числа циклов до раз-

рушения детали достаточно реализовать процедуру, рассмотренную при ре-

шении задачи 3.  

 

6.6. Расчетно-экспериментальная методика прогнозирования остаточного ре-

сурса деталей при эксплуатации 

 

Построенные на основе кинетической теории механической усталости 

и методов непараметрической статистики математические модели и алгорит-

мы обработки данных усталостных испытаний образцов, созданное методи-

ческое обеспечение способов применения ДДПЧ являются научной основой 

разработанной расчетно-экспериментальной методики прогнозирования ре-

сурса детали, подвергаемой в условиях эксплуатации воздействию случайно-

го спектра внешней нагрузки, деформация от которой зафиксирована, напри-

мер, с помощью электротензометрирования, то есть на момент решения зада-

чи имеется выборка напряжений nii ,1,  . В тех случаях, когда непосредст-

венное измерение деформаций затруднено (например, на трубопроводе) [13, 

136], выборка i  определяется на основе измерения косвенных параметров 

(давлений, температуры) и затем расчета действующих напряжений по ана-

литическим зависимостям. 

Условия, при которых реализуется методика. 

 Для материала детали построена кривая усталости (6.6), параметры и 

границы доверительных интервалов которой рассчитаны путем обра-

ботки результатов испытаний образцов до поломки в соответствии с 

построенными в главе 4 алгоритмами. 

 Изготовлены ДДПЧ, для которых определена зависимость величины 

накопленных повреждений )( gx xD  в пределах рабочей части датчика 

(рисунок 6.31), граница первых «темных пятен» соответствует 0gx .  
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 Нагружение детали в течение всего времени эксплуатации соответству-

ет аддитивному случайному процессу. 

 Известно время ( нT ) работы детали до наклейки ДДПЧ в места ее веро-

ятного разрушения вследствие накопления усталостных повреждений.  

 Известно время ( gT ) эксплуатации детали с ДДПЧ, по окончании кото-

рой на датчике зафиксирована величина ( gx ) смещения границы пер-

вых «темных пятен». 

Конечным результатом расчетно-экспериментальной методики являет-

ся прогнозирование остаточного ресурса (часов) детали с заданной вероятно-

стью не разрушения вследствие усталости.  

Основными этапами разработанной расчетно-экспериментальной мето-

дики являются. 

Этап 1. По выборке niia ,1,   методами непараметрической статисти-

ки восстанавливают необходимую для дальнейших расчетов функцию плот-

ности распределения напряжений )( anf  (рисунок 6.32а). Знание )( anf   по-

зволяет представить режим нагружения в виде конечного числа ( m ) ступеней 

блока, сумма относительной продолжительности ступеней которых 1
1




m

i

jt , 

рисунок 6.32б. 

  

                              а)                                                          б) 

Рисунок 6.32. Функция )( anf   и блок нагружения в относительных единицах 

длительности ступеней 
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Этап 2. При зафиксированной после работы детали с ДДПЧ величине 

gx , реализуя решение задачи 4 (подраздел 6.5) на основе известных величи-

нах напряжений ja , mj ,1  ступеней блока и относительной их длительно-

сти jt , mj ,1  (рисунок 6.32б), определяется полученное деталью за время gT  

в процессе ее эксплуатации с ДДПЧ эквивалентное число циклов (
gN ) на-

гружения, которое позволяет рассчитать число циклов каждой ступени блока 

нагружения детали: 
jgjg tNN  , mj ,1 . 

Этап 3. Решая задачу 3 (подраздел 6.5) при известной величине gx  и 

восстановленных параметрах блока нагружения (рисунок 6.32б), определяют 

напряжения 
E , эквивалентные блоку нагружения. 

Этап 4. Знание gT  и установленное значение 
gN  позволяют вычислить 

коэффициент ggэ TNK / , имеющий размерность цикл/час, обеспечивающий 

приведение случайного режима нагружения детали к эквивалентному блоч-

ному, параметры которого идентифицированы до конкретных значений.  

Этап 5. Имея 
E  и математическое описание кривой усталости (6.6), 

рассчитывают медианное значение числа циклов до поломки mN  и число 

циклов с заданной вероятностью не разрушения 

mN . 

Этап 6. Остаточный ресурс оT  детали (в часах) рассчитывается по зави-

симости: gнэmо TTKNT  / . 

Блок-схема алгоритма прогнозирования остаточного ресурса детали 

представлена на рисунке 6.33. 

Примеры реализации разработанной расчетно-экспериментальной ме-

тодики прогнозирования остаточного ресурса приведены в работах [155, 

170]. 
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Рисунок 6.33 – Блок-схема алгоритма  

прогнозирования остаточного ресурса детали 
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6.7. Выводы по Главе 6 

 

1. В развитие экспериментальных методов оценки нагруженности и долго-

вечности деталей по показаниям ДДИТ: 

- предложен новый способ количественной оценки реакции датчиков осно-

ванный на цифровой обработке ее снимков, исключающий роль субъектив-

ного фактора и обеспечивающий более чем в три раза повышение точности 

измерений деформаций; 

- разработана и результатами расчета методом конечных элементов обосно-

вана оригинальная форма образцов, позволяющая для исследования сварных 

соединений по показаниям ДДИТ существенно упростить процедуру по-

строения для них калибровочной зависимости;  

- на основе данных конечно-элементного анализа напряженно-

деформированного состояния деталей осуществлена верификация внешней 

реакции на ДДИТ, в результате которой установлено, что границы первых 

«темных пятен» на датчике соответствует картине распределений деформа-

ций сжатия.  

2. С помощью разработанных методов использования ДДИТ впервые полу-

чены данные о распределении напряжений и деформаций в основном мате-

риале, зоне термического влияния и на границе сплавления сварного образца, 

в вершине усталостной трещины; вскрыты особенности нагруженности зубь-

ев колес передачи Новикова с двумя линиями зацепления.  

3. Для датчиков деформаций с переменной чувствительностью (ДДПЧ), не 

имеющих инкубационного периода, позволяющих регистрировать реакцию в 

любой момент прерывания испытаний при существенно более простой про-

цедуре ее фиксации, впервые разработано методическое и программное 

обеспечение включающее: 

- математические модели, описывающие закон изменения поврежденности 

материала датчика по длине его рабочей части; 
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- аналитические зависимости и алгоритмы расчета по показаниям ДДПЧ ве-

личины накопленного повреждения детали при ее циклическом деформиро-

вании заданным блоком нагружения; 

- математические модели и процедуры решения задач определения по реак-

ции ДДПЧ эквивалентных чисел циклов нагружения и эквивалентного по по-

вреждающему воздействию напряжения. 

4. Применительно к условиям эксплуатационного нагружения деталей на ос-

нове использования аппарата непараметрической статистики, кинетической 

теории многоцикловой усталости и ДДПЧ разработан расчетно-

экспериментальный метод прогнозирования долговечности с заданной веро-

ятностью неразрушения, позволяющий оценить остаточный ресурс детали во 

временном диапазоне для ее стационарного регулярного нагружения незави-

симо от сложности спектра деформирования.  
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

 

1. Предложена и доведена до алгоритмов и программной реализации 

методология оценки прочностной надежности деталей машин общепромыш-

ленного применения для условий их нерегулярного нагружения в эксплуата-

ции. Методология основана на применении методов непараметрической ста-

тистики, поэтому позволяет учитывать любые законы нагружения детали, 

фактические функции распределения действующих и предельных напряже-

ний. Для оценки вероятности отказа деталей сложной геометрической формы 

в рамках методологии разработан блок, основанный на применении конечно-

элементного анализа в сочетании с планированием и реализацией численного 

эксперимента. На тестовых примерах расчета зубчатых передач показано, что 

при изменении режима их работы от легкого к тяжелому вероятность отказа 

по контактной прочности изменяется более чем на порядок (от 0,197% до 

2,215%). Вероятность отказа подшипника качения 2207 по динамической гру-

зоподъемности при переходе от легкого к тяжелому режиму нагружения с уче-

том фактического закона распределения коэффициента запаса изменяется от 

3,874% до 14,017%, в то же время в необоснованном предположении нормаль-

ного закона вероятность отказа изменяется от 0,812% до 44,953%. При учете 

фактических законов распределения коэффициента запаса прочности вала при 

переходе от легкого к тяжелому режиму работы вероятность отказа вала изме-

няется от 0,702% до 13,936%, а вероятность отказа в необоснованном предпо-

ложении нормального закона от 0,0% до 26,599%. В процессе верификации 

разработанной методологии на основе известных данных повреждения рамы 

тележки локомотива при среднем нормальном режиме нагружения, статисти-

ка отказов которых составила 10% , показано, что рассчитанная вероятность 

отказа рамы предложенным методом равна 9,44%, в то время как по двум ра-

нее разработанным методам в результате расчетов получены значения 4,15% 

и 33%.   

2. На основе построенных математических моделей и алгоритмов осу-

ществлено развитие кинетической теории многоцикловой усталости в части 



237 

 

расчета параметров полуэмпирических моделей кривых усталости, определе-

ния путем компьютерного моделирования и применения методов непарамет-

рической статистики функции плотности распределения предела выносливо-

сти. Предложен основанный на компьютерном моделировании алгоритм и 

его программная реализация, впервые позволивший реализовать процедуру 

расчета границ доверительных интервалов кривой усталости с учетом факти-

ческих законов распределения чисел циклов до разрушения образцов и оце-

нить величину систематических ошибок, вносимых традиционно применяе-

мым при расчете границ методом линейного регрессионного анализа. На 

примере обработки образцов из стали 50 показано, что использование тради-

ционных методик обработки данных усталостных испытаний при расчете 

границ доверительного интервала приводит к систематическим ошибкам до 

30% прогнозирования долговечности образцов с вероятностью разрушения 

5%. Впервые на основе обработки результатов испытаний образцов на долго-

вечность разработана математическая модель определения в рамках кинети-

ческой теории механической усталости исходной поврежденности материала 

образцов. Предложены математические модели и алгоритмы, обеспечивающие 

при известных параметрах блока изменения нагрузки при эксплуатации детали 

расчет накопленных усталостных повреждений в ее материале, определение эк-

вивалентных по повреждающему воздействию напряжений, необходимых для 

прогнозирования долговечности детали на основе кривой усталости. 

3. В развитие экспериментальных методов оценки нагруженности и 

долговечности деталей по показаниям ДДИТ: 

- предложен новый способ количественной оценки реакции датчиков, исклю-

чающий роль субъективного фактора и обеспечивающий более чем в три раза 

повышение точности измерений деформаций; 

- предложена и обоснована оригинальная форма образцов, позволяющая для 

исследования сварных соединений по показаниям ДДИТ существенно упро-

стить процедуру построения для них калибровочной зависимости;  
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- на основе данных конечно-элементного анализа напряженно-

деформированного состояния деталей осуществлена верификация внешней 

реакции на ДДИТ, в результате которой установлено, что границы первых 

«темных пятен» на датчике соответствует картине распределений деформа-

ций сжатия.  

С помощью разработанных методов использования ДДИТ впервые по-

лучены данные о распределении напряжений и деформаций в основном ма-

териале, зоне термического влияния и на границе сплавления сварного об-

разца, в вершине усталостной трещины; вскрыты особенности нагруженно-

сти зубьев колес передачи Новикова с двумя линиями зацепления.  

Для датчиков деформаций с переменной чувствительностью (ДДПЧ), 

не имеющих инкубационного периода, позволяющих регистрировать реак-

цию в любой момент прерывания испытаний при существенно более простой 

процедуре ее фиксации, впервые разработано методическое и программное 

обеспечение включающее: 

- математические модели, описывающие закон изменения поврежденности 

материала датчика по длине его рабочей части; 

- аналитические зависимости и алгоритмы расчета по показаниям ДДПЧ ве-

личины накопленного повреждения детали при ее циклическом деформиро-

вании заданным блоком нагружения; 

- математические модели и процедуры решения задач определения по реак-

ции ДДПЧ эквивалентных чисел циклов нагружения и эквивалентного по по-

вреждающему воздействию напряжения. 

4. Применительно к условиям эксплуатационного нагружения деталей на ос-

нове применения аппарата непараметрической статистики, кинетической 

теории многоцикловой усталости и ДДПЧ разработан расчетно-

экспериментальный метод прогнозирования долговечности с заданной веро-

ятностью неразрушения (90%...99%), позволяющий оценить остаточный ре-

сурс детали во временном диапазоне, когда ее нагружение является аддитив-

ным случайным процессом. 
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