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Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

1. Ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè ãîòè÷åñêîãî àëôàâè-

òà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà:

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;

Lp(Ω) � ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà;

W l
p(Ω) � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è ò.ä.

2. Ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ (ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ) áóäåì îáî-

çíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà:

L(X;Y) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ

íà ïðîñòðàíñòâå X è äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâî Y;

Ck(X; Y), k ∈ N ∪ {∞} � ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå Ôðåøå ëþáîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëåííûõ íà X è äåéñòâóþùèõ â

Y. Âìåñòî L(X;X) è C∞(X;X) áóäåì ïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî L(X) è C∞(X).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ îïåðàòîðîâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâà-

ìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ îáîçíà÷àþòñÿ ñòðî÷íûìè áóê-

âàìè ëàòèíñêîãî èëè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòîâ.

Ñèìâîëàìè I è O ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ≪åäèíè÷íûé≫ è

≪íóëåâîé≫ îïåðàòîðû, îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿñíû èç êîíòåêñòà. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç:

domL � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L;

imL � îáðàç îïåðàòîðà L;

coimL � êîîáðàç îïåðàòîðà L;

kerL � ÿäðî îïåðàòîðà L.

3. Âñå pàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4. Ñèìâîë � ëåæèò â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà.



Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ âûñî-

êèì òåìïîì ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà è òåõíèêè âîçíèêàåò âñå áîëüøàÿ ïî-

òðåáíîñòü â ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ. Ïðîâåäåíèå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äîðîãî, ïîýòîìó âîçìîæíîñòü èçó÷å-

íèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èìååò

áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü. Áîëüøîé êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé îñíîâàí íà ïîëóëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ è ñèñòåìàõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

ïî âðåìåíè. Îñíîâíûìè òðóäíîñòÿìè èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ

èõ íåëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà è âûðîæäåííîñòü. Ëèøü íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì; äàí-

íûå óñëîâèÿ ÷àùå âñåãî íå íîñÿò êîíñòðóêòèâíîãî õàðàêòåðà è íå ïîçâîëÿ-

þò íàõîäèòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè è âîñòðåáîâàííûìè.

Êàê ïðàâèëî, ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ìåõàíèêå, òåõíèêå è ïðîèçâîäñòâå,

óïðàâëÿåìû [48,59]. Îñîáóþ ðîëü èãðàåò èññëåäîâàíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ

íà èçó÷àåìûå ïðîöåññû, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìû ìîæåì äîáèòüñÿ æåëàåìîãî

ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó âîçíèêàþò çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî â òîì èëè

èíîì ñìûñëå âîçäåéñòâèÿ � îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → min, u ∈ Uad, (0.0.1)

ãäå ïàðû (x, u) óäîâëåòâîðÿþò

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0 (0.0.2)
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èëè

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, L(x(0)− x0) = 0. (0.0.3)

Çäåñü J(x, u) � íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë

ñòîèìîñòè; óïðàâëåíèå u ∈ Uad, ãäå Uad � íåêîòîðîå íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé U. Èçó÷åíèå çàäà÷ îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ íîñèò íåñîìíåííî êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Îñíîâíûìè ýòàïàìè èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ íàõîæäåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ, íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

è ñàìîãî ðåøåíèÿ � ïàðû ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è óïðàâëåíèÿ.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíèÿõ, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè [20,97,109]

L
.
x=M(x) + f, kerL ̸= {0}. (0.0.4)

Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþò ≪óðàâíåíèÿìè íå òèïà Êîøè � Êîâàëåâñêîé≫

[54,67,118], ≪ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè≫ [129,160], ≪âûðîæäåííû-

ìè óðàâíåíèÿìè≫ [110, 136, 137, 161]. Ñ ðàáîò Ð.Å. Øîóîëòåðà âîçíèêëà òðà-

äèöèÿ, ïîääåðæèâàåìàÿ ðàáîòàìè êàê îòå÷åñòâåííûõ [46, 64, 73, 133, 164, 166],

òàê è çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé [150,162], íàçûâàòü óðàâíåíèÿ âèäà (0.0.4)

óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà. Ìû èñïîëüçóåì èìåííî ýòîò òåðìèí, ñ÷èòàÿ

âñå îñòàëüíûå ñèíîíèìàìè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî

òèïà ñîñòàâëÿþò îáøèðíóþ îáëàñòü â íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè [15]. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óðàâíåíèÿõ èëè

ñèñòåìàõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, áóäåì íàçûâàòü ìîäåëÿìè ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó s-ìîíîòîííûõ è

p-êîýðöèòèâíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ
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ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü Õîôôà, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè

èç äâóòàâðîâûõ áàëîê, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèëü-

òðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà. Ðàññìîòðèì êàæäóþ îòäåëüíî.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè.

Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R (0.0.5)

äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u. (0.0.6)

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = x(s, t) ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ ôèëüòðóþùåéñÿ æèä-

êîñòè; ïàðàìåòðû α, λ ∈ R+ õàðàêòåðèçóþò âÿçêèå è óïðóãèå ñâîéñòâà æèä-

êîñòè ñîîòâåòñòâåííî; ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) îòâå÷àåò âíåøíåìó âîçäåé-

ñòâèþ. Óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5) è óðàâíåíèå (0.0.6) îáðàçóþò ìîäåëü Îñêîë-

êîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîöåññ ôèëüòðàöèè âÿçêî-

óïðóãîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (íàïðèìåð, íåôòè). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà-

÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîä äåéñòâèåì âíåø-

íåãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ (èñòîêè è ñòîêè æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî)

ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè áûëî äîñòèãíóòî òðåáóåìîå äàâëåíèå æèäêîñòè â

ïëàñòå (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ äàâëåíèÿ ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè).

Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.6) â ðàçíûõ àñ-

ïåêòàõ áûëè èññëåäîâàíû À.Ï. Îñêîëêîâûì è åãî ó÷åíèêàìè [63] â ñëó÷àå

ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà λ. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíî [3] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ïàðàìåòð λ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ðàáîòå [170]

ïîêàçàíî, ÷òî ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (0.0.6) ïðè α ̸= 0, p ≥ 2

ñëóæèò ïðîñòîå ãëàäêîå áàíàõîâî ìíîãîîáðàçèå.
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2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóï-

ðóãîé æèäêîñòè. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω

êëàññà C∞. Â öèëèíäðå Ω × R+ ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

æèäêîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé óðàâíå-

íèé Îñêîëêîâà

(1− κ∇2)xt = ν∇2x− (x · ∇)x− p+ u, ∇(∇ · x) = 0, (0.0.7)

ãäå p = ∇p � ãðàäèåíò äàâëåíèÿ; âåêòîð-ôóíêöèÿ x = x(s, t) = (x1, x2, ..., xn)

� âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè; u = u(s, t) = (u1, u2, ..., un) � âåêòîð îáúåìíûõ

âíåøíèõ ñèë, õàðàêòåðèçóþùèé âíåøíåå âîçäåéñòâèå; êîýôôèöèåíò ñèñòåìû

κ−1 ≥ λ1 � âðåìÿ ðåòàðäàöèè, õàðàêòåðèçóþùèé óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêî-

ñòè; ν ∈ R+ � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé

âÿçêèå ñâîéñòâà æèäêîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (0.0.7) ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5). Óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5)

è óðàâíåíèå (0.0.7) îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæè-

ìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîöåññ äâèæåíèÿ æèä-

êîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî

óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè áûëà äîñòèãíóòà òðå-

áóåìàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ ñêîðîñòè äâè-

æåíèÿ æèäêîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà).

À.Ï. Îñêîëêîâ ñîâìåñòíî ñ ó÷åíèêàìè ïîñòðîèë òåîðèþ ãëîáàëüíîé ðàçðå-

øèìîñòè çàäà÷è Êîøè � Äèðèõëå äëÿ íåâûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ (0.0.7) íà

[0,+∞) â ñëàáîì ñìûñëå â ñëó÷àå n = 3 è κ−1 > λ1 [62, 63, 65]. Â âûðîæäåí-

íîì ñëó÷àå èçó÷åíèåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (0.0.7) çàíèìàëèñü

Ã.À. Ñâèðèäþê è åãî ó÷åíèêè [83,87]. Èìè áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïðîñòîòû

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (0.0.7) è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè � Äèðèõëå äëÿ íåãî [86]. Èññëåäîâàíèÿ Ã.À. Ñâèðèäþêà ïðîäîë-

æèëà Ò.Ã. Ñóêà÷åâà [104�106]. Åþ áûëè èçó÷åíû ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà ðàç-

ëè÷íûõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè íåíóëåâîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòå Ì.Î. Êîðïó-
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ñîâà, À.Ã. Ñâåøíèêîâà [43] ðàññìîòðåí âîïðîñ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé Îñêîëêîâà ñ êóáè÷åñêèì èñòî÷íèêîì â êëàññå ñëàáûõ îáîáùåííûõ

ðåøåíèé.

3. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Õîôôà. Â öèëèíäðå Ω×R+

ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5) äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(−λ−∆)xt + α1x+ α2x
3 + α2x

5 + ...+ αk−1x
2k−3 + αkx

2k−1 = u. (0.0.8)

Óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5) è óðàâíåíèå (0.0.8) îáðàçóþò îáîáùåííóþ ìàòåìà-

òè÷åñêóþ ìîäåëü Õîôôà. Óðàâíåíèå (0.0.8) ïîëó÷åíî Í.Äæ. Õîôôîì [143] â

ñëó÷àå n = 1. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = x(s, t) ïîêàçûâàåò îòêëîíåíèå áàëêè îò

âåðòèêàëè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè λ ∈ R+. Ïàðàìåòðû αj ∈ R+

õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áàëêè; ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) ñîîò-

âåòñòâóåò âíåøíåé (áîêîâîé, â ñëó÷àå n = 1) íàãðóçêå. Çàäà÷à (0.0.5), (0.0.8)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ôîðìû äâóòàâðîâîé

áàëêè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé λ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ (íàãðóçêè u(s, t)) ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè äâóòàâðîâàÿ áàëêà

ïðèíÿëà òðåáóåìóþ ôîðìó.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè (0.0.5), (0.0.8) áû-

ëà óñòàíîâëåíà Ã.À. Ñâèðèäþêîì [82]. Çäåñü áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì C∞-ìíîãîîáðàçèåì. Â ðàáîòå

Ã.À. Ñâèðèäþêà è Â.Î. Êàçàêà [89] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî óðàâíåíèÿ (0.0.8) â ñëó÷àå k = 1 ïðè α1 · α2 > 0 åñòü ïðîñòîå ãëàäêîå

áàíàõîâî ìíîãîîáðàçèå. Â ðàáîòå [92] íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ óðàâ-

íåíèÿ (0.0.8), ïðè êîòîðûõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ îáðàçóåò ñáîðêó

Óèòíè.

4. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóê-

öèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàôG = G(V ; E), ãäå V = {Vi}Mi=1 � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1 �

ìíîæåñòâî äóã. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ äóãà èìååò äëèíó lj > 0 è ïëîùàäü
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ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ dj > 0. Íà ãðàôå G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

−λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j + ...+ αk

jx
2k−1
j = uj

äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N.
(0.0.9)

Äëÿ óðàâíåíèé (0.0.9) â êàæäîé âåðøèíå Vi, i = 1,M çàäàäèì êðàåâûå óñëî-

âèÿ ∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0, (0.0.10)

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t), (0.0.11)

äëÿ âñåõ Er, Ej ∈ Eα(Vi), Eh, Em ∈ Eω(Vi), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè

çàêîíîâ Êèðõãîôôà. Çäåñü ÷åðåç Eα(ω)(Vi) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî äóã ñ íà÷à-

ëîì (êîíöîì) â âåðøèíå Vi. Êðàåâûå óñëîâèÿ (0.0.9), (0.0.11) îïðåäåëÿþò, ÷òî

ïîòîê ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ è ðåøåíèå â êàæäîé

âåðøèíå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ xj = xj(s, t) ïîêàçû-

âàåò îòêëîíåíèå j-é áàëêè îò âåðòèêàëè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè

λ ∈ R+. Ïàðàìåòðû αi
j ∈ R+ õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà j-é áàë-

êè; ñâîáîäíûé ÷ëåí uj = uj(s, t) ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåé íàãðóçêå íà j-ûé

ýëåìåíò êîíñòðóêöèè. Çàäà÷à (0.0.9) � (0.0.11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè-

÷åñêóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ôîðìû äâóòàâðîâûõ áàëîê â êîíñòðóêöèè. Ôèçè÷å-

ñêèé ñìûñë çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîä

äåéñòâèåì âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (áîêîâîé íàãðóçêè uj(s, t)) ñ íàèìåíüøèìè

çàòðàòàìè êîíñòðóêöèÿ èç äâóòàâðîâûõ áàëîê ïðèíÿëà òðåáóåìóþ ôîðìó.

Â ñâÿçè ñ âîçíèêàþùèìè ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè òåîðèÿ ãðàôîâ ïðèâëå-

êàåò âñå áîëüøåå âíèìàíèå. Êðàåâûìè è íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàôàõ âïåðâûå â Ðîññèè íà÷àë çàíèìàòü-

ñÿ Þ.Â. Ïîêîðíûé ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè [69]. Óðàâíåíèÿ Õîôôà íà ãðàôàõ

â ñëó÷àå k = 1 âïåðâûå áûëè èçó÷åíû â [94]. Â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòà-

öèè À.À. Áàÿçèòîâà èññëåäîâàëà ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîãî

óðàâíåíèÿ Õîôôà â îáëàñòè è íà ãðàôå [7]. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ëèàíåðèçîâàííîé ìîäåëè Õîôôà íà ãðàôå èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [199].



12

5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå. Â öèëèíäðå Ω×R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå

Äèðèõëå (0.0.5) äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂t
(λx−∆x)−∆px+ α|x|p−2x = u, ∆px ≡

n∑
i=1

∂

∂si

(
| ∂x
∂si

|p−2 ∂x

∂si

)
, (0.0.12)

ãäå p > 2, α ≥ 0, ïðè÷åì îáëàñòü Ω çàíèìàåò ïîëóïðîâîäíèê, â êîòîðîì

èìååòñÿ èñòî÷íèê òîêà ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ è îí ≪çàçåìëåí≫. Çàäà÷à (0.0.5),

(0.0.12) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëó-

ïðîâîäíèêå. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òîáû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòà-

ìè áûëî äîñòèãíóòî íåîáõîäèìîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

â ïîëóïðîâîäíèêå).

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.12) â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíî-

ñòè ïàðàìåòðà α ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [42], è áûëà äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ

ðàçðåøèìîñòü è åäèíñòâåííîñòü äàííîé çàäà÷è â ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñ-

ëå. Ïðè÷åì â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìûõ íåëèíåéíîñòåé è íà÷àëüíûõ

óñëîâèé äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü â ëþáîì êîíå÷íîì öèëèíäðå (s, t) ∈ Ω×[0, T ]

èëè ðàçðóøåíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

6. Îáîáùåííàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà. Â öèëèíäðå

Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5) äëÿ îáîáùåííîãî ôèëüòðàöèîí-

íîãî óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u. (0.0.13)

Óñëîâèå Äèðèõëå (0.0.5) è óðàâíåíèå (0.0.13) îáðàçóþò îáîáùåííóþ ôèëü-

òðàöèîííóþ ìîäåëü Áóññèíåñêà. Óðàâíåíèå (0.0.13) ïîëó÷åííî Å.Ñ. Äçåêöå-

ðîì [22]. Äàííîå óðàâíåíèå áîëåå òî÷íî îïèñûâàåò ïðîöåññ ôèëüòðàöèè, â îò-

ëè÷èå îò ôèëüòðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà [68]. Áîëåå îáùåå óðàâíåíèå

(0.0.13) óñòðàíÿåò ýòîò íåäîñòàòîê. Çäåñü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = x(s, t) îòâå-

÷àåò ïîòåíöèàëó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ
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æèäêîñòè; ïàðàìåòðû α ∈ R+, λ ∈ R õàðàêòåðèçóþò ñðåäó, ïðè÷åì ïàðàìåòð

λ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ; ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) ñî-

îòâåòñòâóåò âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ. Çàäà÷à (0.0.5), (0.0.13) ìîäåëèðóåò ïðî-

öåññ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî óïðàâëÿþùåãî âîç-

äåéñòâèÿ (èñòîêè è ñòîêè æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî) ñ íàèìåíüøèìè çàòðà-

òàìè áûëî äîñòèãíóòî òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè äâè-

æåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè (ìîäåëü ðåãóëèðî-

âàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè).

Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.13) â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâ-

êàõ èçó÷àëèñü Ã.À. Ñâèðèäþêîì è åãî ó÷åíèêàìè; èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìî-

ñòè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.13) áûëî íà÷àòî â [77] è ïðîäîë-

æåíî â [79].

Ðàññìîòðåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàí-

íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è U ðåäóöèðóþòñÿ ê àá-

ñòðàêòíîìó ïîëóëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, kerL ̸= {0}, (0.0.14)

÷òî ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìàòåìà-

òè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ.

Ñåãîäíÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñîñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ ÷àñòü

òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè; ñôîðìèðîâàëèñü

íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ è øêîëû ïî èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Íàøå èññëåäîâàíèå ïðèìûêàåò ê íàïðàâëåíèþ, ñîçäàííîìó è âîçãëàâ-

ëÿåìîìó Ã.À. Ñâèðèäþêîì, îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíîâû ÷åãî áûëè çàëîæåíû â ðàáî-

òàõ [75,80].
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Äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (0.0.1), (0.0.2) â ïåðâóþ

î÷åðåäü íàéäåì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè

x(0) = x0 (0.0.15)

äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.14). Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ èçó÷åíèÿ çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåò-

ñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.0.14), (0.0.15) ïðè x0, âçÿòûõ

ïóñòü äàæå èç ïëîòíîãî â X ëèíåàëà. Íàðÿäó ñ óñëîâèåì Êîøè (0.0.15) áóäåì

ðàññìàòðèâàòü óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0. (0.0.16)

Â [95] ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (0.0.16) äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.14) ÿâëÿåòñÿ áîëåå

åñòåñòâåííûì è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì çàäà-

÷è Êîøè (0.0.14), (0.0.15). Óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

îáîáùåíèåì óñëîâèÿ Êîøè. Äàëåå èññëåäóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ è íàéäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(0.0.1) ðåøåíèÿìè çàäà÷ (0.0.14), (0.0.15) è (0.0.14), (0.0.16).

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, àíàëèòè÷åñêîå

è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïîëóëèíåéíûõ çàäà-

÷àõ ãèäðîäèíàìèêè è òåîðèè óïðóãîñòè ñ ðàçðàáîòêîé è ðåàëèçàöèåé â âèäå

êîìïëåêñà ïðîãðàìì ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ äîñòè-

æåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿç-

êîóïðóãîé æèäêîñòè; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëü-

òðàöèè; îáîáùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Õîôôà; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå; ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ôèëüòðàöèîííóþ ìîäåëü Áóññèíåñêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìÿ

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

2. Ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñè-

äîðîâà èëè Êîøè äëÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
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ñîáîëåâñêîãî òèïà. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

3. Èññëåäîâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîë-

òåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

4. Ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ äëÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

5. Èññëåäîâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíà-

ìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà; ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðà-

öèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; îáîáùåííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäî-

ðîâà èëè Êîøè; îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóê-

öèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

èëè Êîøè; ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

èëè Êîøè; îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

6. Ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü êîìïëåêñ ïðîãðàìì íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè äëÿ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ

íà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà.

7. Ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü êîìïëåêñ ïðîãðàìì íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäî-

ðîâà èëè Êîøè äëÿ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà.

8. Ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ

çàäà÷, ïîäòâåðæäàþùèõ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäîâ,

ïîäõîäîâ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âïåðâûå ïðîâåäåíî àíàëè-

òè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèÿ ïîëóëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îñ-

íîâàííûõ íà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà, è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ â íèõ. Ñîçäàíà òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-

íèÿ èçó÷àåìûõ ìîäåëåé: äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì,

áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàþùèå ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé ê òî÷íîìó. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþò è îáîáùàþò

ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà.

Âïåðâûå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé; ïðèâåäåíû

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íèõ. Ïî-

ëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñèñòåìíî èññëåäîâàòü êëàññ

èçó÷àåìûõ ìîäåëåé è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê îáøèðíîìó êëàññó çàäà÷ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íà îñíîâå ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà è äåêîìïîçèöèè, Ãà-

ëåðêèíà � Ïåòðîâà è ìíîãîìåðíîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ ðàç-

ðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ ïîëóëè-

íåéíûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â îáëàñòè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷å-

íèÿ ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëü-

íûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ çàäà÷, à òàêæå ïîçâîëÿþùèé

âûÿâëÿòü ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäîâ, ïîäõîäîâ.

Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâ-

òîðîì ëè÷íî. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíà ïîëíûìè

äîêàçàòåëüñòâàìè âñåõ óòâåðæäåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîâðåìåííîìó óðîâ-

íþ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè.
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Èñòîðèîãðàôèÿ âîïðîñà. Óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî

ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âïåðâûå ïîÿâèëèñü, âèäèìî, â ðàáîòàõ À. Ïóàíêàðå

(ñì. îáçîð [20]). Ïîçäíåå îíè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ñ.Â. Îçååíà, Ô.Ê.Æ. Îä-

êâèñòà, Ó. Áóññèíåñêà, Ñ.Ã. Ðîññáè è ìíîãèõ äðóãèõ ó÷åíûõ ïðè èññëåäîâà-

íèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

L
.
x=Mx, (0.0.17)

ãäå L è M � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ≪ïðî-

ñòðàíñòâåííûì≫ ïåðåìåííûì, íà÷àë Ñ.Ë. Ñîáîëåâ. Â 1954 ã. èì áûëî ïîëó-

÷åíî óðàâíåíèå, ìîäåëèðóþùåå êîëåáàíèÿ ãðàâèòèðóþùåé æèäêîñòè, è áûëà

èçó÷åíà çàäà÷à Êîøè äëÿ íåãî [100]. Äàííàÿ ðàáîòà ïîâëåêëà ðàçâèòèå íîâîãî

íàïðàâëåíèÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíè-

ÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [101]. Ïåðâîíà÷àëüíî îíî ðàçâèâàëîñü ó÷åíèêàìè

Ñ.Ë. Ñîáîëåâà: Ð.À. Àëåêñàíäðÿíîì [81], Ñ.À. Ãàëüïåðíîì [17], À.Ã. Êîñòþ-

÷åíêî è Ã.È. Ýñêèíûì [44], Ò.È. Çåëåíÿêîì [33] è ìíîãèìè äðóãèìè. Ê íà-

ñòîÿùåìó ìîìåíòó ñôîðìèðîâàëîñü íàïðàâëåíèå ïî èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ê êî-

òîðîìó ìîæíî îòíåñòè ðàáîòû Â.Í. Âðàãîâà [15], À.È. Êîæàíîâà [41, 145],

Ñ.Ã. Ïÿòêîâà [24,156], À.Ã. Ñâåøíèêîâà, À.Á. Àëüøèíà, Ì.Î. Êîðïóñîâà [73]

è ðÿäà äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçíèêëî íàïðàâëåíèå èçó÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ óðàâíå-

íèé âèäà (0.0.17). Ïåðâûìè, êòî íà÷àë èçó÷àòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êî-

øè äëÿ àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (0.0.17), áûëè

Ñ.Ã. Êðåéí è åãî ó÷åíèêè [47]. Â èõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (0.0.17) â ñëó÷àå (L, σ)-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà M

ñëóæèò íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X êîðàçìåðíîñòè, ðàâíîé ðàçìåðíîñòè

M -êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà L. Äàííûå ðàáîòû íî-

ñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è íå ñîäåðæàò ïðèëîæåíèé. Ê äàííîìó íàïðàâ-

ëåíèþ ïðèìûêàþò èññëåäîâàíèÿ È.Â. Ìåëüíèêîâîé è åå ó÷åíèêîâ [58, 138].
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Âàæíîñòü è íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè óðàâíåíèé âèäà (0.0.4),

(0.0.17) îòìå÷àëè È.Ã. Ïåòðîâñêèé [67] è Æ.-Ë. Ëèîíñ [54].

Òàêæå âîçíèêëî íàïðàâëåíèå èçó÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ óðàâíåíèé (0.0.17) â

èõ ñâÿçè ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíèìè èç ïåðâûõ òàêèå

óðàâíåíèÿ íà÷àëè èçó÷àòü Ð.Å. Øîóîëòåð, Ì.È. Âèøèê. Ì.È. Âèøèê ðàñ-

ñìîòðåë çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.17) è ðàçðàáîòàë ÷èñëåííûå ìåòîäû

åå ðåøåíèÿ [13]. Ð.Å. Øîóîëòåð [163] è íåçàâèñèìî îò íåãî Í.À. Ñèäîðîâ ñî

ñâîèìè ó÷åíèêàìè [97,99] ïåðâûìè íà÷àëè èçó÷àòü ïîëóëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

âèäà (0.0.4) ñ âûðîæäåíûì îïåðàòîðîì L è ïðèìåíÿòü àáñòðàêòíûå ðåçóëüòà-

òû ê êîíêðåòíûì íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ. Çàäà÷à (0.0.16) äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà âïåðâûå ïîÿâèëàñü

â ðàáîòå Ð.Å. Øîóîëòåðà [161]; íåçàâèñèìî îò ðàáîò Ð.Å. Øîóîëòåðà äàííóþ

çàäà÷ó ðàññìîòðåë Í.À. Ñèäîðîâ è åãî ó÷åíèêè [97�99]. Â ðàáîòå [95] ïðåä-

ñòàâëåí îáçîð äàííûõ èññëåäîâàíèé è ïîêàçàíà åñòåñòâåííîñòü ïðèìåíåíèÿ

óñëîâèÿ (0.0.16) ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ è ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì

çàäà÷è Êîøè (0.0.4), (0.0.15). Óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) ÿâëÿ-

åòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì óñëîâèÿ Êîøè (0.0.15). Áîëåå îáùèì íà÷àëüíûì

óñëîâèåì äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ÷åì óñëîâèå (0.0.16),

ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíî-êîíå÷íîå óñëîâèå [26].

Óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ÷àñòüþ íåêëàñ-

ñè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èõ èçó÷åíèþ ïîñâÿùåíû ìíî-

ãèå ðàáîòû êàê îòå÷åñòâåííûõ, òàê è çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé. Îäíîé èç

ïåðâûõ ïîÿâèëàñü ìîíîãðàôèÿ Ð.Å. Øîóîëòåðà [163], â êîòîðîé ðàññìàòðè-

âàþòñÿ óðàâíåíèÿ (0.0.4), (0.0.17) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì L, îïðå-

äåëåííûå â ïîëóãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ð.Å. Øîóîëòåð ïîëó÷èë ðåçóëü-

òàòû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (0.0.16) äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.4), ãäå â êà÷åñòâå

ïðîîáðàçà îïåðàòîðà L âûñòóïàåò ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, âûðîæäàþùèéñÿ

íà ìíîæåñòâå íåíóëåâîé ìåðû.
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Ìîíîãðàôèÿ Ã.Å. Äåìèäåíêî è Ñ.Â. Óñïåíñêîãî [20] ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ

çàäà÷è Êîøè (0.0.15) è ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

L0(Ds)D
l
tx+

l−1∑
k=0

Ll−k(Ds)D
k
t x = f(s, t)

ñ êâàçèýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Ìîíîãðàôèè À. Ôàâèíè è À. ßãè [136] ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òåîðèè ïî-

ëóãðóïï îïåðàòîðîâ, íà îñíîâå êîòîðîé èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

xt ∈ A(x)

ñ ëèíåéíûì ìíîãîçíà÷íûì îïåðàòîðîì. Òåîðèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíà ðàçëè÷-

íûìè ïðèìåðàìè è ïðèëîæåíèÿìè.

Â ìîíîãðàôèè Í.À. Ñèäîðîâà, Á.Â. Ëîãèíîâà, À.Â. Ñèíèöèíà è Ì.À. Ôà-

ëàëååâà [164] ïðåäëîæåíî ïðèìåíÿòü ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà ê èññëåäî-

âàíèþ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (0.0.15) äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (0.0.4) ñ ñèëüíî

èçìåðèìîé è èíòåãðèðóåìîé ïî Áîõíåðó íåîäíîðîäíîñòüþ â êëàññå íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé.

Ìîíîãðàôèÿ Þ.Å. Áîÿðèíöåâà è Â.Ô. ×èñòÿêîâà [8] ïîñâÿùåíà èçó÷å-

íèþ àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì (0.0.17) ñ ïðÿìîóãîëü-

íîé èëè âûðîæäåííîé ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] ìàòðèöåé L(t). Äîêàçàíû òåî-

ðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ àëãåáðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé ïàðàìè ïîñòîÿííûõ

(m×n)-ìàòðèö. Â ðàáîòàõ Ã.À. Ñâèðèäþêà è Ñ.Â. Áðû÷åâà [90], Ã.À. Ñâèðè-

äþêà è È.Â. Áóðëà÷êî [91] íà îñíîâå ìåòîäà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòðîåí

÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âûðîæäåííûõ ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.0.17), êîòîðûå â ñîâðåìåííîé íà-

ó÷íîé ëèòåðàòóðå íàðÿäó ñ äðóãèìè íàçâàíèÿìè èìåíóþòñÿ ñèñòåìàìè ëåîí-
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òüåâñêîãî òèïà. À.Â. Êåëëåð [38] ðàññìîòðåëà óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðî-

âà (0.0.16) äëÿ ñèñòåì ëåîíòüåâñêîãî òèïà (0.0.17), ÷òî ïðèâåëî ê óïðîùåíèþ

÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé è ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ

â åå ðàáîòàõ.

Â ìîíîãðàôèè È.Â. Ìåëüíèêîâîé è À.È. Ôèëåíêîâà [138] èçó÷àþòñÿ àá-

ñòðàêòíûå çàäà÷è. Àâòîðàìè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè â òåðìèíàõ óñëîâèé òèïà Õèëëå � Èîñèäû è ðàñ-

ùåïëåíèÿ èñõîäíûõ ïðîñòðàíñòâ â ïðÿìûå ñóììû ÿäðà è îáðàçà îïåðàòîðà

ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Â ìîíîãðàôèè È.Å. Åãîðîâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà è Ñ.Â. Ïîïîâà [24] èññëåäîâà-

íà ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(0.0.17), ãäå îïåàðòîðû L,M � ñàìîñîïðÿæåííûå èëè äèññèïàòèâíûå îïåðà-

òîðû, îïðåäåëåííûå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ìîíîãðàôèè Õ. Ãàåâñêîãî, Ê. Ãðåãåðà è Ê. Çàõàðèàñà [16] èññëåäóåò-

ñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (0.0.4) ñ ðàâíîìåð-

íî ëèïøèö-íåïðåðûâíûì è ñèëüíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì L è ëèïøèö-

íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì ÂîëüòåððûM . Ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàëåðêèíà óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó è äîêàçûâàþòñÿ

òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.0.4), (0.0.15) ïðè ïðîèçâîëü-

íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïóñòü äàæå èç ïëîòíîãî â X ìíîæåñòâà, áûëà îòìå-

÷åíà â [130,148]. Â ðàáîòàõ Ã.À. Ñâèðèäþêà è Ò.Ã. Ñóêà÷åâîé [80,81] ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïðåäëîæåííîãî èìè ìåòîäà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áûëà èñ÷åðïûâà-

þùå ðåøåíà äàííàÿ ïðîáëåìà. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðåäóêöèè

óðàâíåíèé (0.0.4) èëè (0.0.17) ê ðåãóëÿðíîìó óðàâíåíèþ

ẋ = Sx+ F (x) èëè ẋ = Sx

ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåííîìó íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, à íà íåêîòîðîì åãî

ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîíèìàåìîì êàê ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, èçó÷åíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ è ïî-
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ëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê èçó-

÷åíèþ èõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ðàáîòàõ [75, 81] Ã.À. Ñâèðèäþê âïåðâûå

ââåë ïîíÿòèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êàê ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìûêà-

íèåì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Êîøè è ñîäåðæà-

ùåãî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Åãî ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ëåãëè â îñíîâó âîçãëàâëÿåìîãî èì

íàïðàâëåíèÿ ïî èññëåäîâàíèþ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëóëèíåéíûõ è ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé âèäà (0.0.4), (0.0.17).

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëü-

íîé òåîðèè, ïðåäëîæåííûõ Ã.À. Ñâèðèäþêîì äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé âè-

äà (0.0.17), ïîçâîëèëî åìó è åãî ó÷åíèêàì ïîñòðîèòü òåîðèþ âûðîæäåííûõ

(ïîëó)ãðóïï îïåðàòîðîâ [166]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè Â.Å. Ôåäîðîâ ðàñïðî-

ñòðàíèë òåîðèþ âûðîæäåííûõ (ïîëó)ãðóïï îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé ëîêàëü-

íî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ [113]. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âåäóòñÿ ðàáîòû ïî

ðàçâèòèþ òåîðèè óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ [40, 96]. Íà îñíîâå ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàç-

ðàáîòàííîãî Ã.À. Ñâèðèäþêîì, À.À. Çàìûøëÿåâîé ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïðîïà-

ãàòîðîâ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà [29]. Â

ðàáîòå À.À. Çàìûøëÿåâîé è Å.Â. Áû÷êîâà [31] èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü çà-

äà÷è Êîøè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà,

îïèñàíî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà. Â

ðàáîòàõ Â.Å. Ôåäîðîâà è Ï.Í. Äàâûäîâà [114] íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ íåëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è Øîóîëòåðà (Øîóîëòå-

ðà � Ñèäîðîâà) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ íåëèíåé-

íûì ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì, çàäàííîì íà íåêîòîðîì ïîäïðî-

ñòðàíñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû

ïðè ðàññìîòðåíèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì óðàâíåíèé,

íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñ óñëîâèåì ëèïøèö

îãðàíè÷åííîñòè.



22

Áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî äåòåðìèíèðîâàííûì ëèíåéíûì

óðàâíåíèÿì è ñèñòåìàì ñîáîëåâñêîãî òèïà. Îäíàêî äåòåðìèíèðîâàííûå ìî-

äåëè íå ó÷èòûâàþò, ÷òî â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

ìîæåò áûòü ïîäâåðæåíà ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì (íàïðèìåð, â âèäå áåëîãî

øóìà). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ñòîõàñòè-

÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îäíè èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ [27,32]

ïî ëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà (0.0.17) îñíî-

âûâàþòñÿ íà ïîäõîäå Èòî � Ñòðàòîíîâè÷à � Ñêîðîõîäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

âîçíèê [122] è ðàçâèâàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèÿì ñòîõàñòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé âèäà (0.0.17), ãäå ïîä ≪áåëûì øóìîì≫ ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ

Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà [11,19,158,201,202,206,215].

Èçó÷åíèå ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òè-

ïà (0.0.4) íà÷àòî Ã.À. Ñâèðèäþêîì â 1986 ã. äëÿ îáîáùåííîãî ôèëüòðàöèîí-

íîãî óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà [75]. Â ñâîèõ ðàáîòàõ îí äàåò ïîëíîå îïèñàíèå

ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (0.0.17) â ñëó÷àå

(L, p)-îãðàíè÷åííîãî è (L, p)-ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðîâ. Ïðîäîëæåíèåì ðà-

áîòû [75] ïî èçó÷åíèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ëèíåéíîãî è ïîëóëèíåéíîãî

óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû Ã.À. Ñâèðèäþêà è åãî ó÷åíè-

êîâ [84,86,89,170]. Ñôîðìèðîâàâøååñÿ íàó÷íîå íàïðàâëåíèå ïîçâîëèëî çàùè-

òèòü ó÷åíèêàì Ã.À. Ñâèðèäþêà áîëåå 20 êàíäèäàòñêèõ è 5 äîêòîðñêèõ äèññåð-

òàöèé; íàèáîëåå áëèçêèå ê òåìå íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ � [18,37,39,106,124].

Â ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé ïî èçó÷åíèþ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi

dt
= f i(x1, ..., xn, u1, ..., ur), i = 1, ..., n. (0.0.18)

Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíó, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Â.Ã. Áîëòÿíñêîìó, èõ ó÷åíèêàì è ñî-

ðàòíèêàì ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà âàðèàöèîííûõ çàäà÷

äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.0.18), îáúåäè-
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íåííûõ îáùèì ìåòîäîì � ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà [71]. Í.Í. Êðàñîâñêèì è åãî

ó÷åíèêàìè áûëà èçó÷åíà çàäà÷à î ïîñòðîåíèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u,

êîòîðîå ïðèâîäèò îáúåêò â çàäàííîå ñîñòîÿíèå [46]. Â.È. Çóáîâûì áûëà ðå-

øåíà ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé, âêëþ÷àÿ èõ ïîñòðîå-

íèå, à òàêæå ìåòîäû ñèíòåçà óïðàâëåíèé, â òîì ÷èñëå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëü-

íûõ óïðàâëåíèé [35]. Â.Ì. Ìàòðîñîâûì è åãî ó÷åíèêàìè áûë ïðèìåíåí ìåòîä

âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè è äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ äëÿ íåëèíåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì âèäà (0.0.18) [60].

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîé îõâàò èññëåäîâàíèé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñòàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî

èññëåäîâàíûìè âîïðîñû óïðàâëåíèÿ äëÿ âûðîæäåííûõ ñèñòåì

L
dx

dt
=Mx+ y +Bu. (0.0.19)

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äàííîé ïðîáëèìàòèêå, áûëà ìîíîãðà-

ôèÿ Ë. Äàè [132]. Â íåé áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

ñèíãóëÿðíûìè ñèñòåìàìè. Ë. Ïàíäîëôè âïåðâûå ðàññìîòðåë óïðàâëåíèå ñè-

ñòåìîé (0.0.19) â ñëó÷àå âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû L, detL = 0 [153, 154].

Â ðàáîòàõ Ã.À. Êóðèíîé [50, 51] èçó÷àþòñÿ ìàòðè÷íî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-

íûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ L = A + εB. Èññëåäîâàíî ïîâåäå-

íèå ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìàëîãî ïàðàìåòðà, äîêàçà-

íû òåîðåìû î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ïî ε. Â.Ô. ×èñòÿêîâ è Ñ.Â. Ãàéäîìàê [118] èññëåäîâàëè çàäà÷è îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ âûðîæäåííûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ãäå L, M �

(n × n)-ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííûõ (s, t). Íàéäåíû

óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè àïïðîêñèìàöèè öåëåâîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíà-

ëà ïî óïðàâëåíèþ. Ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.

Â ðàáîòàõ À.Â. Êåëëåð èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ëåîíòüåâñêîãî òèïà c óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(0.0.16), ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ïðè-
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áëèæåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ [38,39]. Ðåàëèçîâàíû â âèäå êîì-

ïëåêñà ïðîãðàìì ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî, ñòàðòîâîãî

è æåñòêîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëåé ëåîíòüåâñêîãî òèïà. Ïðåäëîæåííûå àëãî-

ðèòìû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ

ïîÿâèëèñü ïðèëîæåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ëåîíòüåâ-

ñêîãî òèïà ê ïðîáëåìàì äèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé � çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ

äèíàìè÷åcêè èñêàæåííûõ ñèãíàëîâ [120,121,123].

Ñ. Êýìïáýëë è Â. Òåððåë [128, 167] èññëåäîâàëè íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû

(0.0.19) ñ íàáëþäåíèåì y = Cx, ãäå L,M � êâàäðàòíûå ìàòðèöû (ìàòðè-

öà L èäåíòè÷íî ñèíãóëÿðíà íå íåêîòîðîì èíòåðâàëå), C � ãëàäêàÿ ìàòðè÷-

íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ âõîä ñèñòåìû y. Ï. Ìþëëåð [151] ðàññìàòðè-

âàåò äåñêðèïòîðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (0.0.19) ñ íàáëþäåíèåì

y = Cx+Du, ãäå rankL < n, è çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äëÿ íåå. Âîïðîñàì òî÷íîé

óïðàâëÿåìîñòè äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðàâíåíèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñâÿùåíà ðàáîòà Á. Øêëÿðà [159].

Ìíîãèå ìåòîäû è ïðèíöèïû èçó÷åíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíèìû ê èññëåäîâàíèþ

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì [4,23,149]. Â ìîíîãðà-

ôèè Ê.À. Ëóðüå [56] äàåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè äëÿ êëàñ-

ñè÷åñêèõ ñèñòåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîñòè, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â ðàáîòå

Ã.Î. Ôàòòîðèíè è Ñ.Ñ. Ñðèòõàðàíà [135] èçó÷åí êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèå ñòðî-

èòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Îñíîâíûì

ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðûé ïîëó÷àåò-

ñÿ äâóìÿ ñîâåðøåííî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â ìîíîãðàôèè È. Ëàçèåöêîé è

Ð. Òðèäæèàíè [147] èçó÷åíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåâûðîæ-

äåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîíå÷íîì è áåñêîíå÷íî-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì ñòîèìîñòè íà îñíîâå
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îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà ïðè ïîìîùè òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ è óðàâíå-

íèÿ Ðèêêàòè. Íàðÿäó ñ àíàëèòè÷èñêèì èññëåäîâàíèåì ñòðîÿòñÿ ÷èñëåííûå

ìåòîäû.

×àùå âñåãî â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèÿì îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ îä-

íà èëè íåñêîëüêî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [34, 125, 131, 144, 165]. Äëÿ êàæäîé èç

ýòèõ çàäà÷ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ìîíîãðà-

ôèÿ Æ.-Ë. Ëèîíñà [53] áûëà îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðîé ñèñòåìàòè÷å-

ñêè èçó÷àþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Â ìîíîãðàôèè ðàññìîòðåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè,

ïàðàáîëè÷åñêèìè, ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíà-

ëîì ñòîèìîñòè, èçó÷åíû ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïðè êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå öåëîãî êëàññà çàäà÷. Â ìîíîãðàôèè [55] Æ.-Ë. Ëèîíñ

ðàññìàòðèâàåò óïðàâëåíèå ðàçëè÷íûìè ñèíãóëÿðíûìè íåëèíåéíûìè ðàñïðå-

äåëåííûìè ñèñòåìàìè. Â òàêèõ ñèñòåìàõ çàäàííîìó óïðàâëåíèþ ìîæåò íå

ñîîòâåòñòâîâàòü åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå èëè îíî ðàçðóøàåòñÿ ñî

âðåìåíåì. Æ.-Ë. Ëèîíñîì îòìå÷åíî, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ

ïàð â äàííîé ñèòóàöèè íåèçâåñòíà. Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû (ìåòîä

äåêîìïîçèöèè, øòðàôà, ðàñòóùåãî ëàãðàíæèàíà), íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãóò

áûòü ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ïî íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðå-

øåíèé.

À.Â. Ôóðñèêîâ â ñâîåé ìîíîãðàôèè [115] èññëåäîâàë àáñòðàêòíûå çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ

L(x, u) + F (y) = 0

ñ óñëîâèåì Êîøè. Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà

ïðè óñëîâèè íåòðèâèàëüíîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïàð, êîýðöèòèâíîñòè,

îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó, ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäè-

ìîñòè ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíîé ýêñòðåìàëü-

íîé çàäà÷è ê óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå êîìïàêòíîñòè,
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ïðèìåíåíèå êîòîðîãî äëÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ íàêëàäûâàåò óñëîâèå ïîä-

ëèíåéíîãî ðîñòà äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Âñå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû

áûëè ïðèìåíåíû ê ðàçëè÷íûì êëàññàì íåâûðîæäåííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ.

Â ìîíîãðàôèè Â.È. Èâàíåíêî [36] äàíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè îïåðà-

òîðíûìè, à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûìè óðàâíåíèÿìè â áàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùèå è ôàçîâûå ïåðåìåí-

íûå. Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è ðåãóëÿðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ

çàäà÷, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ â ôîðìå âàðèàöèîí-

íûõ íåðàâåíñòâ.

Â ðàáîòàõ Í. Ïàïàãåîðãèó [142,155] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

ẋ+M(t, x) = B(t)u, x(0) = x0, u ∈ U,

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñ èçìåðèìûì ïî t, ìîíîòîííûì è õåìèíåïðå-

ðûâíûì ïî x îïåðàòîðîì M . Ïðè÷åì (M(t, x), x) ≥ c1(t)∥x∥2, ∥M(t, x)∥∗ ≤
a(t) + b∥x∥, a, c1 ∈ L∞

+ , c1(t) ≥ c > 0. Ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèé, è íàõîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Â ðàáîòàõ Ã.À. Ñâèðèäþêà è À.À. Åôðåìîâà [25,85,88] âïåðâûå áûëà èçó÷å-

íà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì ñòîèìî-

ñòè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â ñëó÷àå (L, p)-îãðàíè÷åííîãî

è (L, p)-ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà M ñ óñëîâèåì Êîøè (0.0.15) è ïîëó÷åíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ. Ðàçðàáîòàíû ïðèëîæåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ëåãëè â îñíîâó öåëîãî ðÿäà ðàáîò

ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé Ã.À. Ñâèðèäþêà ïî èçó÷åíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà íà îñíîâå òåîðèè

âûðîæäåííûõ ðàçðåøàþùèõ ãðóïï è ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ [166]. Â ìîíî-

ãðàôèè [70] èçó÷åíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåé-



27

íûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ (L, p)-ñåêòîðèàëüíûì è ñèëüíî (L, p)-

ðàäèàëüíûì îïåðàòîðîì M ñ íà÷àëíûì óñëîâèåì Êîøè è îáîáùåííûì óñëî-

âèåì Øîóîëòåðà (Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà). Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî óñëî-

âèÿ Øîóîëòåðà ïîçâîëèëî ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà íà÷àëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå

ïðèñóòñòâîâàëî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è Êîøè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îáîá-

ùåíèåì óñëîâèÿ Êîøè íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ÿâ-

ëÿåòñÿ íà÷àëüíî-êîíå÷íîå óñëîâèå [28] (èëè åùå áîëåå îáùåå ìíîãîòî÷å÷íîå

íà÷àëüíî-êîíå÷íîå óñëîâèå [27]). Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíî-êîíå÷íûì óñëîâèåì áûëà

èçó÷åíà â [187, 190, 195, 199, 213]. Â [30, 116] áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ

íà÷àëüíî-êîíå÷íûì óñëîâèåì.

Óïðàâëÿåìîñòü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

èññëåäîâàëè Ê. Áàëà÷àíäðàí è Äæ. Äàóýð [126]. Ðåçóëüòàòû Ã.À. Ñâèðèäþ-

êà è À.À. Åôðåìîâà ïî óïðàâëÿåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.19) èíèöèèðîâàëè

äàëüíåéøåå èçó÷åíèå Â.Å. Ôåäîðîâûì è Î.À. Ðóçàêîâîé âîïðîñîâ óïðàâëÿå-

ìîñòè ðåøåíèé äàííûõ óðàâíåíèé [111].

Â ðàáîòå [93] áûëà âïåðâûå èññëåäîâàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Ìåòîäàìè òåîðèè (L,σ)-

îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ àâòîðàìè áûëà èçó÷åíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà. Â ðàáîòå [112] áûëà èññëåäîâàíà çàäà÷à

ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ

íåëèíåéíûì îïåðàòîðîì N (∥N(t, x)∥Y ≤ K(1 + ∥x∥X), ∀x ∈ X, ∀t ∈ [0, T ],

imN ⊂ Y1 ⊂ Y) ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè âûðîæäåííûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ.

Ñ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé íà ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò èññëåäîâà-

íèå è ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ íèõ íå âñåãäà âîçìîæíî. Ñóùåñòâó-
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þò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ [66, 103, 140, 152,

157,168].

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â äèññåðòàöèè ïîñòðîå-

íà çàâåðøåííàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäå-

ëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûìè è p-êîýðöèòèâíûìè îïåðàòîðàìè.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ðàçâèâàåò òåîðèè óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà,

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàôàõ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èëè çà-

äà÷èØîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâî-

âàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé. Ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó. Ïîëó÷åííûå

àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ëåãëè â îñíîâó èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû óïðóãîñòè, ôèëüòðàöèè, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé Îñêîë-

êîâà è Áóññèíåñêà, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ãèäðîäèíàìèêå, ãåîëîãèè ïðè

èçó÷åíèè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè, â íåôòåäîáû÷å. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé Õîôôà, ìîäåëåé äåôîðìàöèè êîí-

ñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè óïðóãî-

ñòè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå, ìîãóò áûòü

âîñòðåáîâàíû â ýëåêòðîäèíàìèêå. Äàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îòíîñÿò-

ñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì, èõ îáúåäèíÿþò åäèíûå ìåòîäû è

ïîäõîäû èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è ê äðóãèì ìàòåìà-

òè÷åñêèì ìîäåëÿì. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ìîãóò áûòü

ïîëåçíûìè â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçðàáîòàí-
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íûå àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåàëèçîâàíû â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì

(Maple 18.0, C++), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíòû. Ïðîãðàììû ïîñòðîåíû íà ìîäóëüíîé îñíîâå è ìîãóò áûòü ìî-

äèôèöèðîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðîâåäåíû àíàëèòè-

÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ôèëüòðàöèè, äåôîðìàöèè è

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èëè çàäà÷èØîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (0.0.7), (0.0.5); (0.0.6), (0.0.5); (0.0.8), (0.0.5); (0.0.12),

(0.0.5); (0.0.13), (0.0.5) è (0.0.9), (0.0.10), (0.0.11). Äàííûå ìîäåëè â ïîäõî-

äÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðåäóöèðóþòñÿ

ê àáñòðàêòíîìó ïîëóëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñîáîëåâñêîãî òèïà (0.0.14). Äëÿ

ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñóùåñòâåííóþ

ðîëü èãðàåò âûáîð ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ðåøàåòñÿ êîí-

êðåòíàÿ çàäà÷à. Ýòà òðóäíîñòü ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì î ãëàäêîñòè: åñëè óäàåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé â

íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì êëàññå, òî ðåøåíèå ìîæåò è íå áûòü ãëàäêèì,

äàæå åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò äàííûå çàäà÷è. Âàæíîñòü ýòîãî ôàêòà

îòìå÷àëè Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ è Æ.-Ë. Ëèîíñ [54].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (0.0.2) è çàäà÷è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.3) ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëå-

äîâàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îñíîâíûì ìåòîäîì èñ-

ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíîâû êîòîðîãî áûëè

ðàçðàáîòàíû Ã.À. Ñâèðèäþêîì. Ýòîò ìåòîä â ïðèìåíåíèè ê ëèíåéíûì è ïîëó-

ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà ïîçâîëèë èçó÷èòü ïðèíöèïèàëüíóþ

íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ íèõ è èññëåäîâàòü ôåíîìåíû íååäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (0.0.2) è çàäà÷è
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Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.3) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-

ëåííûì, ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì L è s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì

îïåðàòîðîì M íàðÿäó ñ ìåòîäîì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ìå-

òîä ìîíîòîííîñòè. Äàííûé ìåòîä íàøåë øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè

íåëèíåéíûõ çàäà÷ [12,16,54,74].

Ñ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé íà ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò èññëå-

äîâàíèå è ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïî-

ëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ íèõ íå âñåãäà âîçìîæíî. Ñóùåñòâó-

þò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ [127]. Â ñëó-

÷àå âûðîæäåííûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåò-

ñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà [11, 18, 116, 181]. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàëåð-

êèíà � Ïåòðîâà ñòðîÿòñÿ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìîäåëåé (0.0.7), (0.0.5);

(0.0.6), (0.0.5); (0.0.8), (0.0.5); (0.0.12), (0.0.5); (0.0.13), (0.0.5) è (0.0.9), (0.0.10),

(0.0.11), êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå àëãåáðî-äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñîîòâåñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñóùåñòâî-

âàíèå ðåøåíèé íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñèíãóëÿðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [76]. Äëÿ ìåòîäà ìîíîòîííîñòè òðåáóåòñÿ ïîñòðî-

åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Áàíàõà � Àëàîãëó, ïåðåõîäÿ ê

ñëàáîìó ïðåäåëó, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí è åñòü èñêîìîå ðåøåíèå. Äîêàçàòåëü-

ñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî

s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðàM . Òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó.

Ïîñëå èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ (0.0.2), (0.0.3) è ïîñòðîåíèÿ ìíî-

æåñòâà äîïóñòèìûõ ïàð ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷è (0.0.1) ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè (0.0.2) è çàäà÷è Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.3); çäåñü óïðàâëåíèå u áåðåòñÿ èç íåêîòîðîãî íåïó-
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ñòîãî, çàìêíóòîãî è âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Uad â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé U.

Â ñèëó êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà J(x, u) ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé {xn}, {un}. Ïåðåõîäÿ ê ñëàáûì ïðåäåëàì è èñïîëüçóÿ ìåòîäû

êîìïàêòíîñòè è ìîíîòîííîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî ñëàáûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé {xn}, {un} óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå

ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè (0.0.1) ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå J(x, u) = J(u) è, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ìàçóðà è ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ îò-

íîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè, ïîëó÷èòü ñóùåñòâî-

âàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Îïèðàÿñü íà ïîñòðîåííóþ àáñòðàêòíóþ òåîðèþ äëÿ çàäà÷ (0.0.1), (0.0.2)

è (0.0.1), (0.0.3), èññëåäóåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé (0.0.7), (0.0.5); (0.0.6), (0.0.5); (0.0.8), (0.0.5); (0.0.12), (0.0.5);

(0.0.13), (0.0.5) è (0.0.9), (0.0.10), (0.0.11). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà ñòðîÿòñÿ â òåðìèíàõ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. Ïîëó÷àþùèåñÿ ãðà-

íè÷íûå çàäà÷è, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, òàêæå ìîãóò èññëåäîâàòüñÿ

ìåòîäîì ìîíîòîííîñòè.

Ïîñëå èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ðàñ-

ñìîòðèì âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ (0.0.1), (0.0.2) è (0.0.1),

(0.0.3). Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàëåðêèíà �

Ïåòðîâà. Ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñîñòîÿ-

íèÿ x è óïðàâëåíèÿ u. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü îäèí èç íàèáîëåå ÷à-

ñòî ïðèìåíÿåìûõ ïîäõîäîâ: óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîíèìàåòñÿ êàê ñðåäñòâî

äëÿ ÿâíîãî çàäàíèÿ çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îò óïðàâëåíèÿ,

ïðèìåíèì ìåòîä äåêîìïîçèöèè. Ìåòîä äåêîìïîçèöèè ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü

ê ðàññìîòðåíèþ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è, â êîòîðîé èñõîäíîå óðàâíåíèå ñîñòî-

ÿíèÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî x óðàâíåíèé [5,55]. Äà-

ëåå ïðèìåíÿþòñÿ èçâåñòíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ íà çàäàííîì

ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Â äðóãîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êàê îãðàíè÷åíèå, íàëàãàåìîå íà ñèñòåìó. Â ðåçóëüòàòå
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ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå äî-

ïóñòèìûõ ïàð óïðàâëåíèå � ñîñòîÿíèå, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ìíîãîøà-

ãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ ñ èñïîëçîâàíèåì îñíîâíûõ èäåé

àëãîðèòìà, ðàçðàáîòàííîãî À.Â. Êåëëåð [39].

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà, êðîìå

ââåäåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæèò ïÿòü ãëàâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 220 íàèìåíîâàíèé ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çà-

ðóáåæíûõ àâòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ èíôîðìàöèîííóþ áàçó äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è, îïðåäåëÿþòñÿ öåëü è çàäà÷è ðàáîòû, äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû

ïî èññëåäóåìîé ïðîáëåìàòèêå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòî-

ðûå ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó s-ìîíîòîííûõ è p-êîýðöèòèâíûõ ïîëóëèíåéíûõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé

ôèëüòðàöèè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðó-

ãîé æèäêîñòè, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Õîôôà, îáîáùåííàÿ ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê, ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïî-

ëóïðîâîäíèêå, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññè-

íåñêà è ñîñòîèò èç äåâÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ

íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûå

â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè è ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èç òåî-

ðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [16,61] è

àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì [79]. Ýòîò ïàðàãðàô íîñèò âñïîìîãàòåëü-

íûé õàðàêòåð. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ, èñïîëü-

çóåìûå â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè è ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Äàííûé ïàðàãðàô íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Òðåòèé ïàðàãðàô ïî-

ñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ìîðôîëîãèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (0.0.14)
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â ýâîëþöèîííîì è äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî M óðàâíåíèÿ (0.0.14) ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì M

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì áàíàõîâûì ìíîãîîáðàçèåì.×åòâåðòûé ïàðàãðàô ñîäåð-

æèò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëè-

íåéíîé ôèëüòðàöèè (0.0.6), (0.0.5). Ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ (0.0.14), è ñòðîèòñÿ ôà-

çîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (0.0.6). Ïÿòûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò àíàëèòè-

÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿç-

êîóïðóãîé æèäêîñòè (0.0.7), (0.0.5). Ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ (0.0.14). Øåñòîé ïàðà-

ãðàô ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè Õîôôà (0.0.8), (0.0.5). Ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè ê àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ (0.0.14), è ñòðîèòñÿ ôàçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (0.0.8). Ñåäüìîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêîå

èññëåäîâàíèå îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè

èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (0.0.9) � (0.0.11). Ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóê-

öèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ (0.0.14), è ñòðîèò-

ñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (0.0.9). Âîñüìîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò

àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåí-

öèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå (0.0.12), (0.0.5). Ïðîâîäèòñÿ è

îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ

(0.0.14), è ñòðîèòñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (0.0.12). Äåâÿòûé ïà-

ðàãðàô ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà (0.0.13), (0.0.5). Ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâû-

âàåòñÿ ðåäóêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ (0.0.14),

è ñòðîèòñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (0.0.13).

Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò øåñòü ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñîáîëåâñêîãî òèïà. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìî-
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ñòè çàäà÷è Êîøè (0.0.15) äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.14) äëÿ äèíàìè÷åñêîãî è ýâîëþ-

öèîííîãî ñëó÷àåâ. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàñ-

ñìîòðåííûõ çàäà÷, ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó.

Âòîðîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Øîóîëòå-

ðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.14) äëÿ äèíàìè÷åñêîãî è ýâîëþ-

öèîííîãî ñëó÷àåâ. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàñ-

ñìîòðåííûõ çàäà÷, ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó.

Òðåòèé ïàðàãðàô ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ (0.0.1) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è

p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì è óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, äîêàçûâàåò-

ñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô

ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (0.0.1) äëÿ ïîëó-

ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì

îïåðàòîðîì è óñëîâèåì Êîøè, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

äàííîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâ-

ëåíèé Uad íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå

ñîäåðæèòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ

óðàâíåíèÿ ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ìîäåëè ñ áèëèíåéíûì

îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, ïîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê àíàëèòè÷åñêîìó. Â øåñòîì ïàðàãðàôå ñîäåð-

æèòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (0.0.1) äëÿ óðàâíåíèÿ

ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì è óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè, äåôîðìàöèè è ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ è ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷à-

åòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà

íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû
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íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è çàäà-

÷èØîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ íåå. Íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷. Ñòðîÿòñÿ

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå çàäà÷è.Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé

æèäêîñòè. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû íàõîäÿòñÿ äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èØîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà äëÿ íåå. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷. Òðåòèé ïàðà-

ãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé

ãëàâû íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ íåå. Íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷.

Â ñëó÷àå k = 1 ñòðîÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâî-

ðÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà-

÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîí-

ñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé

ãëàâû íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ íåå. Â ñëó÷àå k = 1 ñòðîÿòñÿ íåîáõîäè-

ìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàäà-

÷è. Ïÿòûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò èçó÷åíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíè-

êå. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà �

Ñèäîðîâà äëÿ íåå. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñòðîÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî

óäîâëåòâîðÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàäà÷è. Â øåñòîì ïàðàãðàôå èçó-
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÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîí-

íîé ìîäåëè Áóññèíåñêà. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû íà-

õîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ íåå. Íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷. Ñòðîÿòñÿ

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå çàäà÷è.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò âîñåìü ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ

àëãîðèòìîâ è îïèñàíèþ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èçó÷åííûõ â ãëàâàõ 2 è 3. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå

èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè äëÿ ïîëóëèíåéíîé çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (0.0.14), (0.0.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà �

Ñèäîðîâà èëè Êîøè, â êîòîðîé èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ïàðà (x, u). Ïðè ïîìîùè

äàííîãî ìåòîäà ñòðîèòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

ëèíåéíûì óðàâíåíèåì è òðåìÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè (x, v, u). Äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä øòðàôà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà

î ñõîäèìîñòè äàííîãî ìåòîäà. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå àëãî-

ðèòìà ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ (0.0.14) íà îñ-

íîâå ìåòîäîâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà. Â ñèëó âîçìîæ-

íîãî âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.0.14) äàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ìîäèôèöè-

ðîâàí. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî

ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ äåêîì-

ïîçèöèè è øòðàôà, ðàçðàáîòàííûõ â ïï. 4.1 è 4.2, è ìåòîäîâ ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà è Ðèòöà. Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàç-

ðàáîòêå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ. Ñëåäóÿ ìåòîäó
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Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ íåëèíåéíîé

àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèîíàëîì ñòî-

èìîñòè. Ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ è ìåòîäà

ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ ñòðîèòñÿ ÷èñëåííûé ìå-

òîä íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Â ïàðàãðàôàõ øåñòü � âîñåìü

ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå ïðîãðàìì ≪×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà íåëè-

íåéíîé äèôôóçèè≫, ≪×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷-

íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè â êðóãå≫, ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫, ≪×èñëåííîå

èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé

ñîáîëåâñêîãî òèïà≫, ðåàëèçóþùèõ àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå â ïï. 4.3 � 4.5.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé è çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè,

äåôîðìàöèè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Â ïåðâîì ïàðàãðà-

ôå ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé óïðóãîñòè íà îòðåçêå è ãðàôå. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîìáè-

íàöèè ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷íîñòè ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà. Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðóãîñòè íà

îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû ≪×èñëåííîå èññëåäîâà-

íèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðà-

öèè≫. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèîíàëà ñòîè-

ìîñòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû î èõ çíà÷èìîñòè â íàõîæäåíèè

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Òðåòèé ïàðàãðàô ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè â ñëó÷àå

ïðÿìîóãîëüíèêà è ïàðàëëåëåïèïåäà. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ÷èñ-

ëåííîìó èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ôèëüòðàöèè íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû
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≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåé-

íûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ñòîèìîñòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû î èõ

çíà÷èìîñòè â íàõîæäåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ïÿòûé ïàðàãðàô ïî-

ñâÿùåí ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Áóññèíåñêà, ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå íà îñíîâå ìåòîäà

ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû

≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåé-

íûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà≫.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà

VI ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

àêàä. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, ≪Ëàâðåíòüåâñêèå ÷òåíèÿ ïî ìàòåìàòèêå, ìåõàíèêå

è ôèçèêå≫ (Íîâîñèáèðñê, 2005) [175], Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè

≪Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà≫ (×åëÿáèíñê, 2006) [176], Ìåæäóíà-

ðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà≫ (Ìîñêâà, 2006)

[177], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ïî-

ñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ß.Á. Ëîïàòèíñêîãî (International Con-

ference on Di�erential Equations, dedicated to the 100th Anniversary of Ya.B. Lo-

patynsky) (Ëüâîâ, Óêðàèíà, 2006) [212], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèëîæåíèÿ≫, ïîñâÿùåííîé

100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàä. È.Í. Âåêóà (Íîâîñèáèðñê, 2007) [180], X

âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî-

÷è, 2009) [182], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ øêîëà≫ (Âîðîíåæ, 2012) [194], Âñåðîññèéñêîì íàó÷íîì ñåìèíà-

ðå ≪Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè≫, ïîñâÿùåííîì 65-

ëåòèþ ïðîô. Â.Í. Âðàãîâà (ßêóòñê, 2010) [184], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè ≪Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè: òåîðèÿ,

ýêñïåðèìåíò è ïðàêòèêà≫, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàä.
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Í.Í. ßíåíêî (Íîâîñèáèðñê, 2011) [188], Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ≪Äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ≫, (ÑàìÄèô � 2011) (Ñàìàðà, 2011)

[189], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷è-

âûõ çàäà÷≫, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Â.Ê. Èâàíîâà (ÀÀÍÇ-2011) (Åêàòåðèíáóðã,

2011) [185], XIII âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåí-

íîé ìàòåìàòèêå (Ìîñêâà, 2012) [192], Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé

êîíôåðåíöèè ≪Èçìåðåíèÿ: ñîñòîÿíèå, ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ≫ (×åëÿáèíñê,

2012) [193], XXIII íàöèîíàëüíîì íàó÷íîì ñèìïîçèóìå ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-

ñòèåì ≪Ìåòðîëîãèÿ è ìåòðîëîãè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå 2013≫ (XXIII National

Scienti�c Symposium with International Participation ≪Metrology and Metrolo-

gy Assurance 2013≫ (Ñîçîïîëü, Áîëãàðèÿ, 2013) [197], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-

ðåíöèè ≪Ìåæäóíàðîäíàÿ ëåòíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïàìÿòè Â.À. Ïëîò-

íèêîâà≫ (Îäåññà, Óêðàèíà, 2013) [196], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëè-

æåíèé≫, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñè-

áèðñê, 2013) [198], Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Semigroups of Operators:

Theory and Applications≫ (Áæåäëåâî, Ïîëüøà, 2013) [213, 216], Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-

ìàì (Ñóçäàëü, 2014) [204], XII âñåðîññèéñêîì ñîâåùàíèè ïî ïðîáëåìàì óïðàâ-

ëåíèÿ (ÂÑÏÓ-2014) (Ìîñêâà, 2014) [203], Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæ-

äóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ≪Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷≫, ïî-

ñâÿùåííîé ïàìÿòè Â.Ê. Èâàíîâà (ÀÀÍÇ-2014) (×åëÿáèíñê, 2014) [207], Ìåæ-

äóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ≪Âûðîæäåííûå ïîëóãðóïïû è ïðîïàãàòîðû óðàâíå-

íèé ñîáîëåâñêîãî òèïà≫ (×åëÿáèíñê, 2014) [202], XV âñåðîññèéñêîì ñèìïîçè-

óìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2014) [206].

Ðÿä ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûë ïðåäñòàâëåí è îá-

ñóæäåí íà ñåìèíàðàõ ïðîôåññîðà Ã.À. Ñâèðèäþêà â Þæíî-Óðàëüñêîì ãîñó-

äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ã. ×åëÿáèíñê), ïðîôåññîðà À. Ôàâèíè â Áîëîí-

ñêîì óíèâåðñèòåòå (ã. Áîëîíüÿ, Èòàëèÿ).
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðåäñòàâëåíû è îáñóæ-

äåíû íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ≪Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ

ïðèëîæåíèÿ≫, (ÑàìÄèô � 2015) (Ñàìàðà, 2015), XVI âñåðîññèéñêîì ñèìïî-

çèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (×åëÿáèíñê, 2015) [208],

íà ñåìèíàðå ïðîôåññîðà Ñ.È. Êàä÷åíêî â Ìàãíèòîãîðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì

òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå èì. Íîñîâà (ã. Ìàãíèòîãîðñê).

Áëàãîäàðíîñòè. Ñ÷èòàþ ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü áëàãîäàð-

íîñòü íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó, ïðîôåññîðó Ãåîðãèþ Àíàòîëüåâè÷ó Ñâèðèäþ-

êó, çà ñòèìóëèðóþùèå áåñåäû è ïðåäîñòàâëåííûå âîçìîæíîñòè; êîëëåêòèâó

êàôåäðû óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè çà êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó è

öåííûå ñîâåòû; Àëåâòèíå Âèêòîðîâíå Êåëëåð çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ðàáîòû;

ñâîé ñåìüå çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü, ïîääåðæêó è òåðïåíèå.
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Ãëàâà 1. Ïîëóëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè è äåôîðìàöèè

1.1. Ýëåìåíòû íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

äëÿ èññëåäîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ, åñëè â X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x òàêîé,

÷òî

limx∗(xn) = x∗(x) ∀x∗ ∈ X∗.

Ëåììà 1.1.1. [134] Ïóñòü xn ⇀ x ñëàáî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Òîãäà

(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà;

(ii) x ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà {xn};
(iii) ∥x∥ ≤ lim inf ∥xn∥.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïîäìíîæåñòâî S áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ

îòíîñèòåëüíî ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü â S ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè, âäî-

áàâîê, ñëàáûå ïðåäåëû âñåõ òàêèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëåæàò â S, òî îíî

íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì.

Òåîðåìà 1.1.1. (òåîðåìà Áàíàõà � Àëàîãëó) Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â

ñåïàðàáåëüíîì ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî

êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 1.1.2. (òåîðåìà Ìàçóðà) Âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî áàíà-

õîâà ïðîñòðàíñòâà ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî.

Ëåììà 1.1.2. [54] Ïóñòü QT îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn
s × Rt, gn è g òàêèå

ôóíêöèè èç Lp(QT ), 1 < p <∞, ÷òî

∥gn∥Lp(QT ) < C, gn → g ï.â. â QT ,
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òîãäà gn ⇀ g ñëàáî â Lp(QT ).

Ëåììà 1.1.3. [54] Ïóñòü QT îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn
s × Rt, xn è x òà-

êèå ôóíêöèè èç Lp(QT ), 1 < p < ∞, ÷òî |xn|p−2xn → |x|p−2x ï.â. â QT , è

|xn|p−2xn ⇀ µ ñëàáî â Lq(QT ),
1
p +

1
q = 1, òîãäà µ = |x|p−2x.

Ëåììà 1.1.4. [54] ÏóñòüB0,B,B1 � ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,

ïðè÷åì

B0 ⊂ B ⊂ B1,

à âëîæåíèå

B0 b B

êîìïàêòíî. Ïóñòü ìíîæåñòâî

W = {v| v ∈ Lp0(0, T ;B0),
dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)},

ãäå T êîíå÷íî è 1 < pi < ∞, i = 0, 1. Òîãäà âëîæåíèå W â Lp0(0, T ;B)

êîìïàêòíî.

Îïåðàòîðû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ðåôëåêñèâíîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíî íåïðåðûâ-

íûì, åñëè ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ x, y ∈ X âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

σ → ⟨A(x+ σy), y⟩

íåïðåðûâíà íà [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç X. Îïåðàòîð

A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ

ìîíîòîííûì, åñëè

⟨A(x)− A(y), x− y⟩ ≥ 0;
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ñòðîãî ìîíîòîííûì, åñëè

⟨A(x)− A(y), x− y⟩ > 0 äëÿ x ̸= y;

ñèëüíî ìîíîòîííûì (ñ ïîñòîÿííîé ìîíîòîííîñòüþ µ), åñëè

⟨A(x)− A(y), x− y⟩ ≥ µ∥x− y∥2, µ > 0;

s-ìîíîòîííûì, åñëè A ∈ Cr(X;X∗), r ≥ 1 è⟨
A′

yx, x
⟩
> 0, x, y ̸= 0.

Ëåììà 1.1.5. [79] Äëÿ ãëàäêèõ îïåðàòîðîâ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ-

÷åíèÿ: ìíîæåñòâî ñòðîãî ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ⊃ ìíîæåñòâî s-ìîíî-

òîííûõ îïåðàòîðîâ ⊃ ìíîæåñòâî ñèëüíî ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ êîýðöèòèâíûì, åñëè

lim
∥y∥→∞

⟨A(y), y⟩
∥y∥

= +∞.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî êîýðöèòèâ-

íûì, åñëè

lim
∥y∥→∞

⟨A(x+ y), y⟩
∥y∥

= +∞ ∀x ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ p-êîýðöèòèâíûì,

åñëè ∃ CA, CA > 0, è ∃ p ≥ 2 òàêèå, ÷òî ⟨A(x), x⟩ ≥ CA∥x∥p è ∥A(x)∥∗ ≤
CA∥x∥p−1 ∀x ∈ X.

Ëåììà 1.1.6. [79] p-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð A : X → X∗ ñèëüíî êîýðöè-

òèâåí.

Òåîðåìà 1.1.3. [16] (òåîðåìà Âèøèêà � Ìèíòè � Áðàóäåðà) Ïóñòü îïåðàòîð

A : X → X∗ � ðàäèàëüíî íåïðåðûâíûé ñòðîãî ìîíîòîííûé êîýðöèòèâíûé

îïåðàòîð. Òîãäà ïðè ëþáîì y ∈ X∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X

óðàâíåíèÿ

A(x) = y.
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Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è A : X → Y � íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå â X.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå

â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

F ∈ L(X,Y), ÷òî

∥A(x0 + y)− A(x0)− Fy∥ = õ(r)

äëÿ ∥y∥ ≤ r ïðè r → 0.

Îïåðàòîð F íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îïåðàòîðà A â òî÷êå x0 è

îáîçíà÷àåòñÿ F = A′
x0
.

Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé Ôðåøå:

(i) Åñëè A′
x0
ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííàÿ.

(ii) Åñëè x0 7→ A′
x0
� íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç X â L(X,Y),

òî ãîâîðÿò, ÷òî A ïðèíàäëåæèò êëàññó C1. Ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ îòîá-

ðàæåíèÿ êëàññà Cp, p = 1, 2, . . ., çàïèñü A ∈ Cp îçíà÷àåò, ÷òî D(Dp−1A)(x0)

ëåæèò â

L(X,L(X, . . . ,L(X,Y) . . .))︸ ︷︷ ︸
p

.

(iii) Êîìïîçèöèÿ Cp-îòîáðàæåíèé åñòü Cp-îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 1.1.4. [61] (òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè) Ïóñòü X,Y,Z � áàíàõîâû

ïðîñòðàíñòâà è A � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂
X×Y â Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå A′

x(x, y) ïî x,

êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â U . Ïóñòü (x0, y0) ∈ U è A(x0, y0) = 0. Åñëè îïåðàòîð

F = A′
x(x0, y0) � èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà X íà Z, òî

(i) ñóùåñòâóþò øàð {y : ∥y − y0∥ < r} = Br(y0) è åäèíñòâåííîå íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå δ : Br(y0) → X òàêèå, ÷òî

δ(y0) = x0 è A(δ(y), y) = 0;

(ii) â ñëó÷àå, êîãäà A ïðèíàäëåæèò êëàññó C1, δ(y) òîæå ïðèíàäëåæèò

êëàññó C1 è

δy(y) = −[A′
x(δ(y), y)]

−1 ◦ A′
y(δ(y), y);
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(iii) â ñëó÷àå, êîãäà A ïðèíàäëåæèò êëàññó Cp, p > 1, δ(y) òîæå ïðèíàä-

ëåæèò Cp.

Ëåììà 1.1.7. [74] Ïóñòü A ∈ Cr(X;X∗), r ∈ N � îäíîðîäíûé îïåðàòîð

ïîðÿäêà k ∈ R+, èìåþùèé ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå. Òîãäà èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

d

dt
⟨A(u), u⟩ = (k + 1) ⟨A(u), u̇⟩ .

Ëåììà 1.1.8. [21] (ëåììà Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà) Ïóñòü x, f ∈ C[t0,+∞)

è x(t) ≥ 0, f(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ≥ t0. Òîãäà, åñëè

x(t) ≤ C +

t∫
t0

f(τ)x(τ)dτ ∀ t ≥ t0

ïðè íåêîòîðîì C > 0, òî

x(t) ≤ C · exp


t∫

t0

f(τ)dτ

 ∀ t ≥ t0.

Àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû

Òåîðåìà 1.1.5. [76] Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, rangA

≤ n; PA (PA) � ïðîåêòîð íà cokerA (kerA) âäîëü imA (coimA); F (x) =

(F1(x), ..., Fn(x)) � âåêòîð-ôóíêöèÿ íà Rn, Fi ∈ Cr, r ≥ 1. Çàäà÷à

A
.
x= F (x), A(x(0)− x0) = 0

ëîêàëüíî ðàçðåøèìà ïðè ∀x0 ∈ Rn, åñëè

rangPAF ′
x0
PA = n− rangA,

ãäå F ′
x0
� ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x0.

1.2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ Rn áóäåì íàçûâàòü îáëà-

ñòüþ êëàññà Ck, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β > 0 è êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëü-

íûõ êàðò {ai : i = 1, . . . ,m} ⊂ Ck, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûì ñèñòåìàì
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êîîðäèíàò {Oi; x
i
1, x

i
2, . . . , x

i
n, i = 1, . . . ,m}, òàêèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè

∂Ω =
m∪
i=1

{(xi1, x̄i) : xi1 = ai(x̄
i), |x̄i| < α}, ïðè÷åì

{(xi1, x̄i) : ai(x̄i) < xi1 < ai(x̄
i) + β, |x̄i| < α} ⊂ Rn \Ω,

{(xi1, x̄i) : ai(x̄i)− β < xi1 < ai(x̄
i), |x̄i| < α} ⊂ Ω,

(2.1.1)

ãäå x̄i = (xi2, . . . , x
i
n), à óñëîâèå |x̄i| < α îçíà÷àåò, ÷òî |xij| < α,

i = 1, 2, . . . ,m, j = 2, . . . , n.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòü Ω êëàññà C∞. Ââåäåì îáîçíà÷å-

íèå

∂α ≡ ∂|α|

∂xα1

1 ∂x
α2

2 . . . ∂xαn
n
.

Çäåñü α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, αi � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà,

|α| = α1 + α1 + . . .+ αn.

Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

W l
p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂

αx ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ Nn
0 |α| ≤ l},

ãäå l � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, 1 ≤ p <∞. Ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) ÿâëÿ-

åòñÿ áàíàõîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥x∥l,p =

∑
|α|≤l

∫
Ω

|∂αx|pds

 1
p

.

Ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) ðåôëåêñèâíî ïðè 1 < p < ∞, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

óòâåðæäåíèþ î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà. Ïðè l > l′ îãðàíè-

÷åííîå ìíîæåñòâî {x ∈ W l
p(Ω) : ∥x∥l,p ≤ const} êîìïàêòíî â W l′

p (Ω). Åñëè

ïðè p = 2 ïðîñòðàíñòâî W l
p(Ω) ñíàáäèòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, v)l =

∫
Ω

∑
|α|≤l

∂αx∂αvds,

òî îíî áóäåò ãèëüáåpòîâûì.
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Òåîðåìà 1.2.1. [108] (òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà) Åñëè öåëîå ÷èñëî k,

0 ≤ k < l òàêîâî, ÷òî 0 ≤ 1
q ≡ 1

p −
l−k
n ≤ 1, òî âëîæåíèå W l

p(Ω) ↪→ W k
q (Ω)

íåïðåðûâíî. Åñëè, âäîáàâîê, q′ < q, òî âëîæåíèå W l
p(Ω) b W k

q′(Ω) êîìïàêò-

íî.

Ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Ñåìåéñòâî {Bj : j = 0, 1, . . . , k} äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ∂Ω

Bj =
∑

|α|≤mj

bjα(s)∂
α, bjα ∈ C∞(∂Ω) (1.2.1)

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé, åñëè 0 ≤ m1 < m2 < . . . < mk è äëÿ

âñÿêîãî íîðìàëüíîãî ê ∂Ω âåêòîðà νs, s ∈ ∂Ω âûïîëíåíî óñëîâèå∑
|α|=mj

bjα(s)ν
α
s ̸= 0, j = 1, . . . , k .

Ïóñòü ñåìåéñòâî {Bj : j = 0, 1, . . . , k} îáðàçóåò íîðìàëüíóþ ñèñòåìó, ïðè-

÷åì mj < l. Ââåäåì â pàññìîòpåíèå ïðîñòðàíñòâà

W l
p,{Bj} = {x ∈ W l

p(Ω) : Bjx = 0, s ∈ ∂Ω}.

W l
p,{Bj} � áàíàõîâû ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ W l

p(Ω).

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

A =
∑

|α|≤2m

aα(s)∂
α, aα ∈ C∞(Ω̄)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè (ïî Ïåòpîâñêîìó), åñëè

a(s, ξ) ≡
∑

|α|=2m

aα(s)ξ
α ̸= 0 ∀ξ ∈ Rn \ {0} , ∀s ∈ Ω̄ .

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ñåìåéñòâî {Bj, j = 0, 1, . . . ,m−1} äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ íà ∂Ω âèäà (1.2.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äîïîëíèòåëüíîñòè

(Øàïèpî � Ëîïàòèíñêîãî) ïî îòíîøåíèþ ê A, åñëè ∀s ∈ ∂Ω, äëÿ ñîîòâåò-

ñòâóùåãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà νs è ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξs ̸= 0

ìíîãî÷ëåíû

bj(s, ξs + τνs) =
∑

|α|=mj

bjα(s)(ξs + τνs)
α
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îò ïåðåìåííîé τ ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà

a+(s; ξ, η, τ) =
m∏
k=1

(τ − τ+k ) ,

ãäå τ+k = τ+k (s, ξ, η), k = 1, . . . ,m � êîðíè ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ

ìíîãî÷ëåíà a(s, ξ + τη) îò ïåðåìåííîãî τ ; ξ, η ∈ Rn è ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïóñòü k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, {Bj : j = 0, 1, . . . ,m− 1} � íîð-
ìàëüíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äîïîëíèòåëüíàÿ ïî îòíî-

øåíèþ ê îïåðàòîðó A, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè. Îïåðàòîð

A, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâàõ W 2m+k
p,{Bj}, áóäåì íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêèì

äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà 1.2.2. (i) Ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

A : W 2m+k
p,{Bj}(Ω) → W k

p (Ω)

ÿâëÿåòñÿ íåòåpîâûì, è åãî èíäåêñ indA íå çàâèñèò îò k = 0, 1, . . .;

(ii) ∀x ∈ W 2m+k
p,{Bj}(Ω) èìååò ìåñòî îöåíêà:

c1∥x∥2m+k,p ≤ ∥Ax∥k,p + ∥x∥0,1 ≤ c2∥x∥2m+k,p,

ãäå c1, c2 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò Ω, A, {Bj}, k, p, íî íå çàâèñÿùèå îò

x;

(iii) åñëè x ∈ W 2m
p (Ω), Ax ∈ W k

p (Ω) è Bjx ∈ W
2m+k−mj− 1

p
p,p (∂Ω), òî x

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 2m+k
p (Ω);

(vi) ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð P âäîëü kerA íà coimA, ïðè÷åì èìåþò ìåñòî

îöåíêè:

c3∥x∥2m+k,p ≤ ∥Ax∥k,p ≤ c4∥x∥2m+k,p ; x ∈ PW 2m+k
p,{Bj}(Ω),

ãäå c3, c4 � êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò x;

(v) ÿäðî kerA è êîÿäpî cokerA íå çàâèñÿò îò 1 < p < ∞, 0 < µ < 1 è

k = 0, 1, . . .. Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

kerA ⊂ {x ∈ C∞(Ω̄) : Bjx = 0, x ∈ ∂Ω}, cokerA ⊂ C∞(Ω̄);
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(vi) ëèáî ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A ïóñòî, ëèáî ñïåêòð

σ(A) ñîñòîèò èç èçîëèpîâàííûõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè êîíå÷íîé êðàòíîñòè, ñãóùàþùèõñÿ òîëüêî íà áåñêîíå÷íîñòè;

îïåðàòîð Ap, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè Apx = Ax, D(Ap) = W 2m
p,Bj

(Ω), ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé êàê îòîáðàæåíèå èç D(Ap) â Lp(Ω), ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìî-

âûì.

Ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
◦
H1 = (

◦
W 1

2(Ω))
n, L2 = (L2(Ω))

n ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-

ôóíêöèé x = x(s, t) = (x1, x2, ..., xn), îïðåäåëåííûõ íà îáëàñòè Ω.

Ðàññìîòðèì ëèíåàë

V = {x ∈ (C∞
0 (Ω))n : ∇ · x = 0}

ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lσ è Hσ çàìûêàíèå ïî

íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 è
◦
H 1 ëèíåàëà V ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòðàíñòâî Lσ

ãèëüáåðòîâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < ·, · > èç ïðîñòðàíñòâà L2. Êðîìå

òîãî, â ðàáîòå [52] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñùåïëåíèå L2 = Lσ ⊕ Lπ, ãäå

Lπ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Lσ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ : L2 → Lσ ñîîò-

âåòñòâóþùèé îðòîïðîåêòîð. Ïðîñòðàíñòâî
◦
H 1 íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî

â ïðîñòðàíñòâî L. Ñóæåíèå ïðîåêòîðà Σ íà ïîäïðîñòðàíñòâî
◦
H 1 ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì Σ̃ :
◦
H 1 →

◦
H 1, äëÿ êîòîðîãî im Σ̃ = Hσ, ker Σ̃ = Hπ.

Òîãäà
◦
H 1 = Hσ ⊕Hπ, H2∩

◦
H 1 = H2

σ ⊕H2
π.

Òåîðåìà 1.2.3. [107] Ïóñòü Ω � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ëèïøåöåâî ìíî-

æåñòâî. Òîãäà

Hσ = {x ∈
◦
H 1 : ∇ · x = 0}.

Ëåììà 1.2.1. [43] Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëî

ìåñòî ðàâåíñòâî

T∫
0

< f, v > dt = 0 ∀v ∈ L2(0, T ;Hσ),
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëàñü òàêàÿ ôóíêöèÿ p(t, x), p ∈ L2(0, T ;

L2(Ω)/R), ÷òî f = ∇sp.

Òåîðåìà 1.2.4. [102] Ôîðìóëîé A = (−∇2)n : H2∩
◦
H 1 → L2 çàäàåò-

ñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñ ïîëîæèòåëüíûì äèñêðåòíûì êîíå÷-

íîêðàòíûì ñïåêòðîì, ñãóùàþùèìñÿ ê òî÷êå +∞, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå

A : H2
σ(π) → Hσ(π) áèåêòèâíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà H2
σ.

Òåîðåìà 1.2.5. (òåîðåìà Ñîëîííèêîâà � Âîðîâè÷à � Þäîâè÷à) Ñïåêòð îïå-

ðàòîðà Ã ïîëîæèòåëåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íîêðàòåí è ñãóùàåòñÿ ê òî÷êå

+∞.

ÏîëîæèìH∗
σ ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâóHσ îòíîñèòåëüíî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >. Ïîñòðîèì îïåðàòîð

< B(x, y), z >=
n∑

i,j=1

∫
Ω

xi
∂yj
∂si

zjds.

Òåîðåìà 1.2.6. [107] (i) Ïðè n = 2, 3, 4 îïåðàòîð B : Hσ × Hσ → H∗
σ óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

| < B(x, y), z > | ≤ CB ∥x∥ ∥y∥ ∥z∥ , ∀x, y, z ∈ Hσ.

(ii) < B(x, y), z >= − < B(x, z), y > ∀x, y, z ∈ Hσ.

(iii) ∀x, y ∈ Hσ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî < B(y, x), x >= 0.

1.3. Ìîðôîëîãèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ

ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B

∗
j), j = 1, k, k ∈

N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (1.3.1)
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ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ïóñòü L ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñà-

ìîñîïðÿæåííûé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ÷åé

îðòîíîðìàëüíûé (â ñìûñëå H) íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {φk} îáðàçóåò

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H, à M ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñèììåò-

ðè÷íûé, 2-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), r ≥ 1, j = 1, k

� s-ìîíîòîííûå è pj-êîýðöèòèâíûå îïåðàòîðû, ãäå pj ≥ 2 è pk = max
j
pj,

èìåþùèå ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

x(0) = x0 (1.3.2)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u. (1.3.3)

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ cokerL ⊂ H∗. Ïîñêîëüêó cokerL êîíå÷íîìåðíî, òî H∗ = cokerL⊕
imL,B∗

k = cokerL⊕ [imL∩B∗
k]. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Q âäîëü cokerL

íà im L.

Ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.3.4)

Òîãäà, åñëè x = x(t), t ∈ (0, T ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.3.3), òî îíî ëåæèò âî

ìíîæåñòâå

M =


{x ∈ H : (I−Q)Mx+ (I−Q)

k∑
j=1

Nj(x) = (I−Q)u},

åñëè kerL ̸= {0};
H, åñëè kerL = {0},

(1.3.5)

ò.å. x(t) ∈ M ∀t ∈ (0, T ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0 ∀φ ∈ kerL \ {0}}.
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Â ñèëó ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L ïîëó÷èì H = coimL⊕kerL. Îáîçíà÷èì

çà coim L çàìûêàíèå coim L â òîïîëîãèè Bk . Òîãäà Bk = kerL ⊕ coim L.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coim L. Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ M.

Ïîëîæèì x10 = Px0 ∈ coim L.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Íàçîâåì ìíîæåñòâî M áàíàõîâûì Cr-ìíîãîîáðàçèåì â

òî÷êå x0 ∈ M, åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè O ⊂ M è O1 ⊂ coim L òî÷åê

x0 è x10 = Px0 ñîîòâåòñòâåííî è ñóùåñòâóåò Cr-äèôôåîìîðôèçì D : O1 → O

òàêîé, ÷òî D−1 åñòü ñóæåíèå íà O ïðîåêòîðà P . Íàçîâåì ïàðó (D,O1) êàð-

òîé. ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì Cr-ìíîãîîáðàçèåì, ìîäåëèðóåìûì

ïðîñòðàíñòâîì coim L, åñëè â êàæäîé ñâîåé òî÷êå îíî èìååò êàðòó. Ñâÿçíîå

áàíàõîâî Cr-ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ëþáîé åãî àòëàñ ýêâè-

âàëåíòåí àòëàñó, ñîäåðæàùåìó åäèíñòâåííóþ êàðòó.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.3.4), òîãäà ìíîæåñòâî M

åñòü áàíàõîâî Cr-ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùååñÿ âäîëü kerL

íà coim L âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H = kerL ⊕ coim L è

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîåêòîðà P , ëþáîé âåêòîð x ∈ H ïðåäñòàâèì åäèíñòâåííûì

ñïîñîáîì â âèäå x = x0 + x1, ãäå x0 ∈ kerL, à x1 ∈ coim L. Çàôèêñèðóåì

x1 ∈ coim L è äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ

(I−Q)M(x0 + x1) + (I−Q)
k∑

j=1

Nj(x
0 + x1) = (I−Q)u, x0 ∈ kerL. (1.3.6)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îïåðàòîð A ≡ (I−Q)(M +
k∑

j=1

Nj)(· + x1) : kerL →

cokerL. Â ñèëó pj-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðîâNj : Bj → B∗
j è 2-êîýðöèòèâíîñòè

îïåðàòîðà M ∀x1 ∈ coim L èìååì

lim
∥x0∥→∞

⟨A(x0), x0⟩
∥x0∥

= lim
∥x0∥→∞

⟨(I−Q)(M +
k∑

j=1

Nj)(x
0 + x1), x0⟩

∥x0∥
=



53

= lim
∥x0∥→∞

M(x0 + x1), x0⟩
∥x0∥

+
k∑

j=1

lim
∥x0∥→∞

⟨Nj(x
0 + x1), x0⟩
∥x0∥

= +∞.

Â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðîâNj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), r ≥ 1 è íåîòðèöàòåëüíîé

îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà M îïåðàòîð A ñòðîãî ìîíîòîíåí, ïîñêîëüêó⟨
A(x01)− A(x02), x

0
1 − x02

⟩
=

⟨
M(x01 − x02), (x

0
1 − x02)

⟩
+

+
k∑

j=1

⟨
Nj(x

0
1 + x1)−Nj(x

0
2 + x1), (x01 + x1)− (x02 + x1)

⟩
> 0

∀ x01, x02 ∈ kerL, x01 ̸= x02;

è â ñèëó ñâîåé êîíñòðóêöèè îïåðàòîð A ∈ Cr(kerL, cokerL). Ñëåäîâàòåëüíî,

â ñèëó òåîðåìû 1.1.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü x0 ∈ kerL óðàâíåíèÿ

(1.3.6). Èòàê, óñòàíîâëåíî îòîáðàæåíèå δ : coim L→ kerL òàêîå, ÷òî

x0 = δ(x1) ∀x1 ∈ coim L. (1.3.7)

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x1 ∈ coim L ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííûé âåêòîð x0 ∈ kerL òàêîé, ÷òî x0 + x1 ∈ M.

Ïîêàæåì, ÷òî δ ∈ Cr, r ≥ 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.1.4,

ïðèìåíèâ åå ê îòîáðàæåíèþ A ≡ (I−Q)(M+
k∑

j=1

Nj)(·+x1) : kerL→ cokerL.

Ïóñòü x = x0 + x1 ∈ M. Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå â òî÷êå x åñòü ((I−Q)(M +
k∑

j=1

Nj)
′
x = (I−Q)M(I−P )+(I−Q)

k∑
j=1

N ′
jx(I−P ). Ââèäó s-ìîíîòîííîñòè îïå-

ðàòîðîâ Nj èìååì ∀z ∈ kerL\{0}

⟨(I−Q)M ′
xz, z⟩+

k∑
j=1

⟨
(I−Q)N ′

jxz, z
⟩
= ⟨Mz, z⟩+

k∑
j=1

⟨
N ′

jxz, z
⟩
> 0.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè O0 ⊂ kerL è O1 ⊂ coim L òî÷åê x0 è

x1 è îòîáðàæåíèå D ∈ Cr(O1;O0), r ≥ 1, òàêîå, ÷òî D(x1) = x0. Â ñèëó

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3.6)

D = δ.

Òîãäà èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì Γ : coim L → M èìååò âèä Γ(x1) = x1 +

δ(x1). Îïåðàòîð Γ−1 åñòü ñóæåíèå ïðîåêòîðà P íà M.
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Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (B,B∗) � äóàëüíûå

(îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ H ↪→ H∗ ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k (1.3.8)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1.3.2) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà (1.3.3). Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗), M ∈ L(H;H∗) è Nj ∈
Cr(Bj;B

∗
j), j = 1, k îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ïàðà-

ãðàôà.

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ coker L ⊂ H∗, òîãäà H∗ = coker L⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç im L

çàìûêàíèå imL â òîïîëîãèè B∗
k, òîãäà B

∗
k = cokerL⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Q ïðîåêòîð B∗
k âäîëü coker L íà im L è àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ

ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.3.9)

Òîãäà, åñëè x = x(t), t ∈ [0, T ] � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.3.3), òî îíî ñ íåîáõî-

äèìîñòüþ ëåæèò âî ìíîæåñòâå

M =


{x ∈ Bk : (I−Q)Mx+ (I−Q)

k∑
j=1

Nj(x) = (I−Q)u},

åñëè kerL ̸= {0};
Bk, åñëè kerL = {0}.

(1.3.10)

Àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {u ∈ H : ⟨u, v⟩ = 0 ∀v ∈ ker L\{0}}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coimL∩Bk ≡ B̃k. Ââèäó (1.3.8)

Bk = kerL⊕ B̃k.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Íàçîâåì ìíîæåñòâî M áàíàõîâûì Cr-ìíîãîîáðàçèåì â

òî÷êå x0 ∈ M, åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè O ⊂ M è O1 ⊂ B̃k òî÷åê x0 è

x10 = Px0 ñîîòâåòñòâåííî è ñóùåñòâóåò Cr-äèôôåîìîðôèçì D : O1 → O òà-

êîé, ÷òî D−1 åñòü ñóæåíèå íà O ïðîåêòîðà P . Íàçîâåì ïàðó (D,O1) êàðòîé.

ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì Cr-ìíîãîîáðàçèåì, ìîäåëèðóåìûì ïðî-

ñòðàíñòâîì B̃k, åñëè â êàæäîé ñâîåé òî÷êå îíî èìååò êàðòó. Ñâÿçíîå áàíàõî-

âî Cr-ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ëþáîé åãî àòëàñ ýêâèâàëåíòåí

àòëàñó, ñîäåðæàùåìó åäèíñòâåííóþ êàðòó.

Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.3.9), òîãäà ìíîæåñòâî M

åñòü áàíàõîâî Cr-ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùååñÿ âäîëü kerL

íà B̃k âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüòâó òåî-

ðåìû 1.3.1. Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Bk = kerL⊕ B̃k è ñóùåñòâî-

âàíèÿ ïðîåêòîðà P ëþáîé âåêòîð x ∈ Bk ïðåäñòàâèì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì

â âèäå x = x0 + x1, ãäå x0 ∈ kerL, à x1 ∈ B̃k. Çàôèêñèðóåì x1 ∈ B̃k. Â ñèëó

òåîðåìû 1.1.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü x0 ∈ kerL óðàâíåíèÿ

(I−Q)M(x0 + x1) + (I−Q)
k∑

j=1

Nj(x
0 + x1) = (I−Q)u, x0 ∈ kerL. (1.3.11)

Èòàê, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå δ : B̃k → kerL òàêîå, ÷òî

x0 = δ(x1) ∀x1 ∈ B̃k. (1.3.12)

×òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x1 ∈ B̃k ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé âåêòîð x0 ∈ kerL òàêîé, ÷òî x0 + x1 ∈ M.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3.11) è òåîðåìû 1.1.4 îòîá-

ðàæåíèå δ ∈ Cr, r ≥ 1. Òîãäà èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì Γ : B̃k → M èìååò

âèä Γ(x1) = x1 + δ(x1), à îïåðàòîð Γ−1 åñòü ñóæåíèå ïðîåêòîðà P íà M.
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1.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (1.4.1)

äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u. (1.4.2)

Óñëîâèå Äèðèõëå (1.4.1) è óðàâíåíèå (1.4.2) îáðàçóþò ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëè-

íåéíîé ôèëüòðàöèè.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (1.4.3)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω (1.4.4)

äëÿ ìîäåëè (1.4.1), (1.4.2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H =
◦
W 1

2(Ω), B = Lp(Ω), H = L2(Ω) (âñå ôóíêöèîíàëü-

íûå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû íà îáëàñòè Ω). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû

1.2.1 ïðè n ≥ 2 è 2 ≤ p ≤ 2 + 4
n−2 ïðîñòðàíñòâî

◦
W 1

2(Ω) ↪→ Lp(Ω) íåïðåðûâ-

íî, åñëè 2 ≤ p < 2 + 4
n−2 , òî

◦
W 1

2(Ω) b Lp(Ω) êîìïàêòíî. Åñëè n = 2, òî

âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâ
◦
W 1

2(Ω) b Lp(Ω) êîìïàêòíî. Ïîëîæèì ïðîñòðàíñòâî

H∗ = W−1
2 (Ω), B∗ = Lq(Ω), 1

p +
1
q = 1. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.2.1 âûïîëíåíû

âëîæåíèÿ (1.3.1). Îïåðàòîðû L, M è N îïðåäåëèì ôîðìóëàìè:

⟨Lx, y⟩ =
∫
Ω

(λxy +∇x · ∇y) ds ∀ x, y ∈ H,

⟨Mx, y⟩ =
∫
Ω

α∇x · ∇y ds ∀ x, y ∈ H,

⟨N(x), y⟩ =
∫
Ω

|x|p−2xy ds ∀ x, y ∈ B,
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ãäå ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âH. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ëåììà 1.4.1. (i) Ïðè âñåõ λ ≥ −λ1 îïåðàòîð L ∈ L(H;H∗) ñàìîñîïðÿæåí,

ôðåäãîëüìîâ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì îðòîíîðìàëüíîå ñåìåé-

ñòâî {φk} åãî ôóíêöèé òîòàëüíî â ïðîñòðàíñòâå B.

(ii) Ïðè âñåõ α ∈ R+ îïåðàòîð M ∈ L(H;H∗) ñèììåòðè÷åí è 2-êîýðöè-

òèâåí.

(iii) Îïåðàòîð N ∈ C1(B;B∗) s-ìîíîòîíåí è p-êîýðöèòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i), (ii) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.2 è ïîñòðîåíèÿ

îïåðàòîðà M :

⟨Mx, x⟩ =
∫
Ω

α∇x2ds > 0 ∀x ∈
◦
W

1
2(Ω), x ̸= 0.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (iii). Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòî-

ðà N â òî÷êå x ∈ B îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|⟨N ′
xy, w⟩| = |

∫
Ω

(p− 1)|x|p−2yw ds| ≤ (p− 1)∥x∥p−2
Lp(Ω)∥y∥Lp(Ω)∥w∥Lp(Ω).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð N ∈ C1(B;B∗) s-ìîíîòîíåí

⟨N ′
xy, y⟩ =

∫
Ω

(p− 1)|x|p−2y2ds > 0, x, y ∈ B, x, y ̸= 0

è p-êîýðöèòèâåí

⟨N(x), x⟩ =
∫
Ω

|x|p ds = ∥x∥pLp(Ω)
.

Ïðè óñëîâèè λ ≥ −λ1

kerL =

 {0}, åñëè λ > −λ1;
span{φ1}, åñëè λ = −λ1.
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Ïîýòîìó

im L =

 H∗, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H∗ : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,

coim L =

 H, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1.

Îòñþäà ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, åñëè λ > −λ1;
I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = −λ1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (1.4.1) � (1.4.3) ê çàäà÷å Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

(1.3.3) è çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2), (1.4.4) ê çàäà÷å Êîøè (0.0.15) äëÿ ïîëóëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =

 H, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H :

∫
Ω

(−α∆x+ |x|p−2x)φ1 ds =
∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = −λ1,

è ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.4.5)

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2+ 4
n−2 èëè n = 2,

p ∈ (1,+∞) è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.4.5). Òîãäà ìíîæåñòâî M � ïðîñòîå

áàíàõîâî C1-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëèðóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâîì coimL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.3.1 è ëåììû 1.4.1 ñëåäóåò äàííûé ðåçóëüòàò.

1.5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé

âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞. Â öè-

ëèíäðå Ω×R+ ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè Êåëüâèíà
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� Ôîéãòà, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé Îñêîëêîâà

(1− κ∇2)xt = ν∇2x− (x · ∇)x− p+ u, ∇(∇ · x) = 0, (1.5.1)

ãäå p = ∇p � ãðàäèåíò äàâëåíèÿ; âåêòîð-ôóíêöèÿ x = x(s, t) = (x1, x2, ..., xn)

� âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè; u = u(s, t) = (u1, u2, ..., un) � âåêòîð îáúåìíûõ

âíåøíèõ ñèë, õàðàêòåðèçóþùèé âíåøíåå âîçäåéñòâèå; êîýôôèöèåíò ñèñòåìû

κ−1 ≥ λ1 � âðåìÿ ðåòàðäàöèè, õàðàêòåðèçóþùåå óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè,

ãäå λ1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∇2x+∇p = λx, ∇ · x = 0, x|∂Ω = 0 (1.5.2)

â îáëàñòè Ω; ν ∈ R+ � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, õàðàêòåðèçó-

þùèé âÿçêèå ñâîéñòâà æèäêîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ

óðàâíåíèÿ (1.5.1) ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R (1.5.3)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(1− κ∇2)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω. (1.5.4)

Óñëîâèå Äèðèõëå (1.5.3) è óðàâíåíèå (1.5.1) îáðàçóþò ìîäåëü äèíàìèêè ñëà-

áîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè.

Ïîëîæèì H = H1
σ, H = Lσ, òîãäà ÷åðåç H∗ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíòñâî, äâîé-

ñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó H îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >.
Ïîñòðîèì îïåðàòîðû

< Lx, y >=

∫
Ω

(x · y − κ∇x · ∇y)ds ∀ x, y ∈ H;

< Mx, y >= α

∫
Ω

∇x · ∇yds ∀ x, y ∈ H;

< B(x, y), z >=
n∑

i,j=1

∫
Ω

xi
∂yj
∂si

zj ds ∀ x, y, z ∈ H.
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Âëîæåíèå H1 ↪→ L4 èìååò ìåñòî ïðè n ≤ 4, è âëîæåíèå H1 b L2 êîìïàêòíî.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(1− κ∇2)xt − ν∇2x+ (x · ∇)x = u. (1.5.5)

Ëåììà 1.5.1. (i) Ïðè âñåõ κ−1 ≥ λ1 îïåðàòîð L ∈ L(H;H∗) ñàìîñîïðÿæåí,

ôðåäãîëüìîâ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì îðòîíîðìàëüíîå ñåìåé-

ñòâî {φk} åãî ôóíêöèé îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H.

(ii) Ïðè α ∈ R+ M ∈ L(H;H∗) � 2-êîýðöèòèâíûé, ñèììåòðè÷íûé îïåðà-

òîð.

(iii) Ïðè n = 2, 3, 4 îïåðàòîð B : H×H → H∗ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

| < B(x, y), z > | ≤ CB∥x∥H∥y∥H∥z∥H, ∀x, y, z ∈ H.

(iv) < B(x, y), z >= − < B(x, z), y > ∀x, y, z ∈ H.

(v) Äëÿ ëþáîãî x ∈ H èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî < B(x, z), z >= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ï. (i) ãàðàíòèðóåò òåîðåìà 1.2.5 (òåîðåìà

Ñîëîííèêîâà � Âîðîâè÷à � Þäîâè÷à). Äîêàçàòåëüñòâî ï. (ii) âûòåêàåò èç

ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà

⟨Mx, x⟩ = α

∫
Ω

∇x2ds, ∀x ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî ïï. (iii), (iv), (v) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.6.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è (1.5.2), à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ïðè óñëîâèè κ−1 ≥ λ1

kerL =

 {0}, κ−1 > λ1;

span{φ1}, κ−1 = λ1.

Ïîýòîìó

im L =

 H∗, κ−1 > λ1;

{x ∈ H∗ : ⟨x, φ1⟩ = 0}, κ−1 = λ1,
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coim L =

 H, κ−1 > λ1;

{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, κ−1 = λ1.

Îòñþäà ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, κ−1 > λ1;

I− ⟨·, φ1⟩ , κ−1 = λ1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (1.5.3) � (1.5.5) ê çàäà÷å

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî

òèïà ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì (0.0.14).

1.6. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Õîôôà

Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R+ (1.6.1)

è óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ+∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (1.6.2)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω (1.6.3)

äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(−λ−∆)xt + α1x+ α2x
3 + α2x

5 + ...+ αk−1x
2k−3 + αkx

2k−1 = u. (1.6.4)

×òîáû ðåäóöèðîâàòü çàäà÷ó (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4) ê çàäà÷å Øîóîëòåðà � Ñè-

äîðîâà (0.0.16) äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3) è çàäà-

÷ó (1.6.1), (1.6.3), (1.6.4) ê çàäà÷å Êîøè (0.0.15) äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ

ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3), ïîëîæèì H =
◦
W 1

2(Ω),Bj = L2j(Ω), H = L2(Ω) (âñå

ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû íà îáëàñòè Ω). Çàìåòèì, ÷òî, åñëè

k = 2 ïðè n = 4 èëè k ≤ 3 ïðè n = 3 èëè k ∈ N ïðè n = 1, 2, â ñèëó òåîðå-

ìû 1.2.1 èìåþò ìåñòî ïëîòíûå è íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ (1.3.1). Îïåðàòîðû
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L è Nj îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨Lx, y⟩ =
∫
Ω

(∇x∇y − λxy)ds ∀ x, y ∈ H,

⟨Nj(x), y⟩ = αj

∫
Ω

x2j−1yds ∀ x, y ∈ Bj, j = 1, ...k,

ãäå ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âH. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ëåììà 1.6.1. (i) Ïðè âñåõ λ ≤ λ1 îïåðàòîð L ∈ L(H;H∗) ñàìîñîïðÿæåí,

ôðåäãîëüìîâ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì îðòîíîðìàëüíîå ñåìåé-

ñòâî {φk} åãî ôóíêöèé îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H.

(ii) Ïðè âñåõ αj ∈ R+ îïåðàòîðû Nj ∈ C∞(Bj;B
∗
j) s-ìîíîòîííû è (2j)-

êîýðöèòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.2. Ïîêàæåì ñïðà-

âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (ii). Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà Nj â òî÷êå x ∈
Bj îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

⟨N ′
jxy, w⟩ = αj(2j − 1)

∫
Ω

x2j−2ywds.

Îòñþäà âûòåêàåò C∞-ãëàäêîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,

| ⟨Nj(x), x⟩ | ≤ const∥x∥2jL2j(Ω)
,

|⟨N ′
jxy1, y1⟩| ≤ const∥x∥2j−2

L2j(Ω)
∥y1∥2L2j(Ω)

,

...

|⟨N (2j−1)
jx (y1, y2, ..., yj), z⟩| ≤ const∥y1∥L2j(Ω)∥y2∥L2j(Ω) · ... · ∥y2j−1∥L2j(Ω)∥z∥L2j(Ω),

ãäå ñèìâîëîì const îáîçíà÷åíû ðàçíûå êîíñòàíòû, íî âñå îíè íå çàâèñÿò îò

âåêòîðîâ y1, y2, ..., y2j−1, z ∈ L2j(Ω), à ÷åðåç N ′
jx, ..., N

(2j−1)
jx îáîçíà÷åíû ñîîò-

âåòñòâåííî ïðîèçâîäíûå Ôðåøå îïåðàòîðà Nj â òî÷êå x. Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå
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N
(2j)
x ≡ 0. Ïîñêîëüêó

⟨N ′
jxy, y⟩ = αj(2j − 1)

∫
Ω

x2j−2y2ds > 0 ∀y ∈ L2j(Ω), y ̸= 0,

òî îïåðàòîð N s-ìîíîòîííåí. Èç òîãî, ÷òî

|⟨Nj(x), x⟩| = |αj|∥x∥2jL2j(Ω)
,

âûòåêàåò (2j)-êîýðöèòèâíîñòü îïåðàòîðîâ Nj.

Ïðè óñëîâèè λ ≤ λ1

kerL =

 {0}, åñëè λ < λ1;

span{φ1}, åñëè λ = λ1.

Ïîýòîìó

im L =

 H∗, åñëè λ < λ1;

{x ∈ H∗ : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = λ1,

coim L = {x ∈
◦
W

1
2(Ω) : ⟨x, φ⟩ = 0, åñëè ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Îòñþäà ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, åñëè λ < λ1;

I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = λ1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4) ê çà-

äà÷å Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà (1.3.3) è çàäà÷è (1.6.1), (1.6.3), (1.6.4) ê çàäà÷å Êîøè (0.0.15) äëÿ

ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =


L2k(Ω), åñëè λ < λ1;

{x ∈ L2k(Ω) :
∫
Ω

(α1x+ α2x
3 + α3x

5 + ...+

+αk−1x
2k−3 + αkx

2k−1)φ1 ds =
∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = λ1,

(1.6.5)

è ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.6.6)
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Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü k = 2 ïðè n = 4 èëè k ≤ 3 ïðè n = 3 èëè k ∈ N ïðè

n = 1, 2 è λ ≤ λ1, αj ∈ R+ è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.6.6). Òîãäà ìíîæåñòâî

M åñòü ïðîñòîå áàíàõîâî C∞-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëèðóåìîå ïðîñòðàíñòâîì

coimL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.6.1 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M � ïðîñòîå áàíàõîâî C∞-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëè-

ðóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâîì coimL.

1.7. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè

êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê, íàõîäÿùèõ-

ñÿ ïîä ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé. Ïóñòü G = G(V ; E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðè-

åíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå V = {Vi}Mi=1 � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1

� ìíîæåñòâî äóã. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ äóãà èìååò äëèíó lj > 0 è

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ dj > 0. Íà ãðàôå G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

−λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j + ...+ αk

jx
2k−1
j = uj,

äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N.
(1.7.1)

Äëÿ óðàâíåíèé (1.7.1) â êàæäîé âåðøèíå Vi, i = 1,M çàäàäèì êðàåâûå óñëî-

âèÿ ∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0, (1.7.2)

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t), (1.7.3)

äëÿ âñåõ Er, Ej ∈ Eα(Vi), Eh, Em ∈ Eω(Vi), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè

çàêîíîâ Êèðõãîôôà. Çäåñü ÷åðåç Eα(ω)(Vi) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî äóã ñ íà÷à-

ëîì (êîíöîì) â âåðøèíå Vi. Óñëîâèå (1.7.2) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê ÷åðåç êàæäóþ

âåðøèíó äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à óñëîâèå (1.7.3) � ÷òî ðåøåíèå â êàæäîé

âåðøèíå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô G ñî-

ñòîèò èç åäèíñòâåííîé íåöèêëè÷åñêîé äóãè, óñëîâèå (1.7.3) èñ÷åçàåò, à óñëî-

âèå (1.7.2) ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîðîäíîå óñëîâèå Íåéìàíà. Êðàåâûå óñëîâèÿ
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(1.7.2), (1.7.3) è óðàâíåíèå (1.7.1) îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äåôîð-

ìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê.

Åñëè äîïîëíèòü (1.7.2), (1.7.3) íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Êîøè

xj(s, 0) = x0j(s) äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj) (1.7.4)

èëè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ+∆)(xj(s, 0)− x0j(s)) = 0 äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), (1.7.5)

òî ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè � Íåéìàíà èëè çàäà÷ó Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

� Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèé (1.7.1).

Ïóñòü

H = L2(G) = {g = (g1, g2, ..., gj, ...) : gj ∈ L2(0, lj)}.

Ìíîæåñòâî L2(G) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðî-

èçâåäåíèåì

< g, h >=
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

gj(s)hj(s)ds.

Ïóñòü H = {x = (x1, x2, ..., xj, ...) : xj ∈ W 1
2 (0, lj) è âûïîëíåíî óñëîâèå

(1.7.3)}. Ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

∥x∥2H =
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(x2js(s) + x2j(s))ds.

Ïîëîæèì

Bn = L2n(G) = {g = (g1, g2, ..., gj, ...) : gj ∈ L2n(0, lj)}.

Ìíîæåñòâî L2n(G) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

∥x∥2nBn
=

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

|xj(s)|2nds.

Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâî W 1
2 (0, lj) ñîñòîèò èç àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à çíà÷èò H êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïëîòíî è
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êîìïàêòíî âëîæåíî â L2(G). Îòîæäåñòâèì L2(G) ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì è

îáîçíà÷èì ÷åðåç H∗, B∗
n ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííûå ê ïðîñòðàíñòâàì H, Bn

îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè < ·, · >, òîãäà ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ (2.1.1).

Ôîðìóëîé

< Ax, z >=
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(xjs(s)zjs(s) + axj(s)zj(s))ds,

ãäå a > 0, x, z ∈ H, çàäàäèì îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå H.

Ïîñêîëüêó

| < Ax, z > | ≤ C1∥x∥H∥z∥H,

â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è

C2∥x∥2H ≤ | < Ax, x > | ≤ C3∥x∥2H (1.7.6)

ïðè âñåõ x, z ∈ H è íåêîòîðûõ Ci > 0, i = 1, 2, 3, ëèíåéíûé îïåðàòîð A : H →

H∗ íåïðåðûâåí è èíúåêòèâåí. Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà H è ñàìî-

ñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð A ∈ L(H;H∗) áèåêòèâåí.

Îòñþäà ïî òåîðåìå Áàíàõà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà A−1 ∈ L(H∗;H).

Ïîñêîëüêó âëîæåíèå H â H∗ êîìïàêòíî, òî îïåðàòîð A−1 ∈ L(H∗;H) ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì. Çíà÷èò, ñïåêòð îïåðàòîðà A âåùåñòâåíåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íî-

êðàòåí è ñãóùàåòñÿ òîëüêî ê +∞, à åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáðàçóþò áà-

çèñ â ïðîñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà A íà ãðàôå G, à ÷åðåç

{µi} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìå-

ðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Ôèêñèðóåì αn
j > 0 è λ+ a ≤ µ1 è ïîñòðîèì îïåðàòîðû

⟨Lx, z⟩ =
∑
Ej∈E

dj(−λ− a)

∫ lj

0

xjzjds+ < Ax, z > ∀x, z ∈ H,

⟨Nn(x), y⟩ =
∑
Ej∈E

djα
n
j

∫ lj

0

x2n−1
j zjds ∀x, z ∈ Bn, n = 1, ..., k.
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Ëåììà 1.7.1. (i) Ïðè âñåõ λ+a ≤ µ1 îïåðàòîð L ∈ L(H;H∗) ñàìîñîïðÿæåí,

ôðåäãîëüìîâ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì îðòîíîðìàëüíîå ñåìåé-

ñòâî {φi} åãî ôóíêöèé îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H.

(ii) Ïðè âñåõ αn
j ∈ R+ îïåðàòîðû Nn ∈ C∞(Bn;B

∗
n), n = 1, ..., k � s-

ìîíîòîííû è (2n)-êîýðöèòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàòîðà A. Ïîêàæåì

ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (ii). Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà Nn â òî÷êå

x ∈ Bn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

⟨N ′
nxz, w⟩ =

∑
Ej∈E

djα
n
j (2n− 1)

∫ lj

0

x2n−2
j zjwjds.

Îòñþäà âûòåêàåò C∞-ãëàäêîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,

| ⟨Nn(x), x⟩ | ≤ const∥x∥2nL2n(G),

|⟨N ′
nxz1, z1⟩| ≤ (2n−1)max

j
{|αn

j |}∥x∥2n−2
L2n(G)∥z1∥

2
L2n(G) ≤ const∥x∥2n−2

L2n(G)∥z1∥
2
L2n(G),

...

|⟨N (2n−1)
nx (z1, z2, ..., zn), w⟩| ≤ const∥z1∥L2n(G)∥z2∥L2n(G) · ... · ∥zn∥L2n(G)∥w∥L2n(G),

ãäå ñèìâîëîì const îáîçíà÷åíû ðàçíûå êîíñòàíòû, íî âñå îíè íå çàâèñÿò îò

âåêòîðîâ z1, z2, ..., zn, w ∈ L2n(G), à ÷åðåç N ′
nx, ..., N

(2n−1)
nx îáîçíà÷åíû ñîîò-

âåòñòâåííî ïðîèçâîäíûå Ôðåøå îïåðàòîðà Nn â òî÷êå x. Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå

N
(2n)
x ≡ 0. Îïåðàòîð N s-ìîíîòîíåí, ïîñêîëüêó

⟨N ′
nxz, z⟩ =

∑
Ej∈E

djα
n
j (2n− 1)

∫ lj

0

x2n−2
j z2jds > 0 ∀z ∈ L2n(G), z ̸= 0.

Èç òîãî, ÷òî

⟨Nn(x), x⟩ ≥ min
j
{|αn

j |}∥x∥2nL2n(G) ≥ const∥x∥2nL2n(G),

|⟨Nn(x), z⟩| ≤ max
j

{|αn
j |}∥x∥2n−1

L2n(G)∥z∥L2n(G) ≤ const∥x∥2n−1
L2n(G)∥z∥L2n(G),

âûòåêàåò (2n)-êîýðöèòèâíîñòü îïåðàòîðîâ Nn.



68

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

kerL =

 {0}, λ+ a < µ1;

span{φ11, ..., φ1r}, λ+ a = µ1.

Ïîýòîìó

im L =

 H∗, λ+ a < µ1;

{x ∈ H∗ : ⟨x, φ1i⟩ = 0}, λ+ a = µ1,

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0, ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Îòñþäà ïðîåêòîðû

P = Q =


I, λ+ a < µ1;

I−
∑

λ+a=µ1

⟨·, φ1i⟩ .

Ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.7.7)

Òàêèì îáðàçîì ïðîâåäåíà ðåäóêöèÿ çàäà÷è (1.7.1) � (1.7.3), (1.7.5) ê çàäà÷å

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî

òèïà (1.3.3) è çàäà÷è (1.7.1) � (1.7.4) ê çàäà÷å Êîøè (0.0.15) äëÿ ïîëóëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M=



L2k(G), λ+ a < µ1;

{x ∈ L2k(G) :
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(α1
jxj + α2

jx
3
j + α3

jx
5
j + ...+ αk−1

j x2k−3
j +

+αk
jx

2k−1
j )φ1i ds =

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujφ1i ds}, i = 1, r, λ+ a = µ1.

(1.7.8)

Òåîðåìà 1.7.1. Ïóñòü λ + a ≤ µ1, è α
n
j ∈ R+ è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.7.7).

Òîãäà ìíîæåñòâî M åñòü ïðîñòîå áàíàõîâî C∞-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëèðóå-

ìîå ïðîñòðàíñòâîì coimL.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.7.1 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M � ïðîñòîå áàíàõîâî C∞-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëè-

ðóåìîå ïðîñòðàíñòâîì coimL.

1.8. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 1 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞,

ïðè÷åì îáëàñòü Ω çàíèìàåò ïîëóïðîâîäíèê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîëóïðîâîä-

íèêå èìååòñÿ èñòî÷íèê òîêà ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ è îí ≪çàçåìëåí≫. Ðàññìîòðèì

íåêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂

∂t
(λx−∆x)−∆px+ α|x|p−2x = u, ∆px ≡

n∑
i=1

∂

∂si

(
| ∂x
∂si

|p−2 ∂x

∂si

)
, (1.8.1)

ãäå p > 2, α ≥ 0. Óðàâíåíèå (1.8.1) îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå [42]. Â öèëèíäðå Ω×(0, T ) ðàññìîòðèì

óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (1.8.2)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0))− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (1.8.3)

èëè íà÷àëüíîå óñëîâèå Êîøè

(λ−∆)(x(s, 0))− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (1.8.4)

äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.8.1). Óðàâíåíèå (1.8.1) ñîâìåñòíî ñ óñëîâè-

åì Äèðèõëå (1.8.2) áóäåì íàçûâàòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ïîëóïðîâîäíèêå.

Ïîëîæèì H = L2(Ω), H =
◦
W 1

2(Ω), B =
◦
W 1

p(Ω), H
∗ = W−1

2 (Ω), B∗ =

W−1
q (Ω), 1

p+
1
q = 1 (âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû íà îáëàñòè

Ω). Îïðåäåëèì â H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôîðìóëîé

⟨x, y⟩ =
∫
Ω

xyds ∀x, y ∈ H.
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Ïðè òàêîì îïåðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâ H è B èìåþò ìåñòî ïëîòíûå è íåïðå-

ðûâíûå âëîæåíèÿ (1.3.8). Îïåðàòîðû L è M îïðåäåëèì ôîðìóëàìè:

⟨Lx, y⟩ =
∫
Ω

(λxy + xsiysi)ds ∀ x, y ∈ H;

⟨N(x), y⟩ =
∫
Ω

(
| ∂x
∂si

|p−2 ∂x

∂si

∂y

∂si
+ α|x|p−2xy

)
ds ∀ x, y ∈ H,

ãäå x, y ∈ B, ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω). Çàìåòèì, ÷òî âñþäó

âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí-

äåêñàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îä-
íîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç

{λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìå-

ðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ëåììà 1.8.1. (i) Ïðè âñåõ λ ≥ −λ1 îïåðàòîð L ñàìîñîïðÿæåí, ôðåäãîëüìîâ

è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì îðòîíîðìàëüíîå ñåìåéñòâî {φk} åãî

ôóíêöèé òîòàëüíî â ïðîñòðàíñòâå B.

(ii) Ïðè âñåõ α ∈ R+ îïåðàòîð N ∈ C1(B;B∗) s-ìîíîòîíåí è p-êîýðöè-

òèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.2. ×òî æå êàñà-

åòñÿ óòâåðæäåíèÿ (ii), òî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà N â òî÷êå x ∈ B

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|⟨N ′
xy, w⟩| = |

∫
Ω

(
(p− 1)|xsi|p−2ysiwsi + α(p− 1)|x|p−2yw

)
ds| ≤

≤ C1(∥x∥p−2
◦
W

1

p

∥y∥ ◦
W1

p(Ω)
∥w∥ 0

W
1

p(Ω)
+ ∥x∥p−2

Lp(Ω)
∥y∥Lp(Ω)∥w∥Lp(Ω)) ≤

≤ C2∥x∥p−2
◦
W

1

p

∥y∥ ◦
W1

p(Ω)
∥w∥ ◦

W1
p(Ω)

.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð M ∈ C1(B;B∗) s-ìîíîòîíåí:

⟨N ′
xy, y⟩ =

∫
Ω

((p− 1)|xsi|p−2y2si + α(p− 1)|x|p−2y2)ds > 0
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∀ x, y ∈
◦
W

1
p(Ω), x, y ̸= 0

è p-êîýðöèòèâåí:

⟨N(x), x⟩ =
∫
Ω

(|xsi|p + α|x|p)ds = ∥x∥p◦
W1

p(Ω)
+ α∥x∥pLp(Ω)

≥ ∥x∥p◦
W1

p(Ω)
;

|⟨N(x), y⟩| ≤ |α|∥x∥p−1
Lp(Ω)

∥y∥Lp(Ω) + ∥x∥p−1
◦
W1

p(Ω)
∥y∥ ◦

W1
p(Ω)

≤ C∥x∥p−1
◦
W1

p(Ω)
∥y∥ ◦

W1
p(Ω)

.

Ïðè óñëîâèè λ ≥ −λ1

kerL =

 {0}, åñëè λ > −λ1;
span{φ1}, åñëè λ = −λ1.

Ïîýòîìó

im L =

 B∗, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ B∗ : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,

coim L = {x ∈
◦
W

1
2(Ω) : ⟨x, φ⟩ = 0, åñëè ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Îòñþäà ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, åñëè λ > −λ1;
I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = −λ1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (1.8.1) � (1.8.3) ê çàäà÷å Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

(1.3.3) è çàäà÷è (1.8.1), (1.8.2), (1.8.4) ê çàäà÷å Êîøè (0.0.15) äëÿ ïîëóëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =

 B, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ B :

∫
Ω

(
−∆px+ α|x|p−2x

)
φ1 ds =

∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = −λ1,

è ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.8.5)
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Òåîðåìà 1.8.1. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.8.5). Òî-

ãäà ìíîæåñòâî M åñòü ïðîñòîå áàíàõîâî C∞-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëèðóåìîå

ïðîñòðàíñòâîì coimL ∩B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.8.1 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M � ïðîñòîå áàíàõîâî C∞-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëè-

ðóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâîì coimL ∩B.

1.9. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ

ìîäåëü Áóññèíåñêà

Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (1.9.1)

äëÿ îáîáùåííîãî ôèëüòðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u. (1.9.2)

Óñëîâèå Äèðèõëå (1.9.1) è óðàâíåíèå (1.9.2) îáðàçóþò îáîáùåííóþ ôèëüòðà-

öèîííóþ ìîäåëü Áóññèíåñêà.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (1.9.3)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω (1.9.4)

äëÿ ìîäåëè (1.9.1), (1.9.2).

Ïîëîæèì H = W−1
2 (Ω), H = L2(Ω), B = Lp(Ω) (âñå ôóíêöèîíàëüíûå

ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû íà îáëàñòè Ω). Çàìåòèì, ÷òî ïðè p ≥ 2n
n+2

◦
W 1

2(Ω) ↪→
Lq(Ω), ïîýòîìó Lp(Ω) ↪→ W−1

2 (Ω). Îïðåäåëèì â H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ôîðìóëîé

⟨x, y⟩ =
∫
Ω

xỹds ∀x, y ∈ H, (1.9.5)
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ãäå ỹ � îáîáùåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω. Ïîëîæèì B∗ = (Lp(Ω))
∗ è H∗ = (L2(Ω))

∗, ãäå

(Lp(Ω))
∗ � ñîïðÿæåííîå îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè (1.9.5) ïðîñòðàíñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî W−1
q (Ω) ⊂ (Lp(Ω))

∗.

| ⟨x, y⟩ | = | ⟨x, ỹ⟩L2(Ω)
| ≤ ∥x∥W−1

q (Ω)∥ỹ∥ ◦
W

1

p(Ω)
≤ const∥x∥W−1

q (Ω)∥y∥Lp(Ω).

Ïðè òàêîì îïåðåäåëåíèè H∗ è B∗ èìåþò ìåñòî ïëîòíûå è íåïðåðûâíûå âëî-

æåíèÿ (1.3.8). Îïåðàòîðû L è M îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨Lx, y⟩ =
∫
Ω

(λxỹ + xy)ds, x, y ∈ H;

⟨N(x), y⟩ =
∫
Ω

|x|p−2xyds, x, y ∈ B.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ

ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ëåììà 1.9.1. (i) Ïðè âñåõ λ ≥ −λ1 îïåðàòîð L ∈ L(H;H∗) ñàìîñîïðÿæåí,

ôðåäãîëüìîâ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, ïðè÷åì îðòîíîðìàëüíîå ñåìåé-

ñòâî {φk} åãî ôóíêöèé òîòàëüíî â ïðîñòðàíñòâå H.

(ii) Îïåðàòîð N ∈ C1(B;B∗) s-ìîíîòîíåí è p-êîýðöèòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.2. ×òî æå êàñà-

åòñÿ óòâåðæäåíèÿ (ii), òî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà N â òî÷êå x ∈ B

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|⟨N ′
xy, w⟩| = (p− 1)|

∫
Ω

|x|p−2ywds| ≤ const∥x∥p−2
Lp(Ω)

∥y∥Lp(Ω)∥w∥Lp(Ω).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð N ∈ C1(B;B∗) s-ìîíîòîíåí:

⟨N ′
xy, y⟩ = (p− 1)

∫
Ω

|x|p−2y2dx > 0, x, y ∈ Lp(Ω), x, y ̸= 0
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è p-êîýðöèòèâåí:

⟨N(x), x⟩ =
∫
Ω

|x|pds = ∥x∥pLp(Ω)
;

|⟨N(x), y⟩| ≤
∫
Ω

|x|p−1|y|ds ≤ ∥x∥p−1
Lp(Ω)

∥y∥Lp(Ω).

Ïðè óñëîâèè λ ≥ −λ1

kerL =

 {0}, åñëè λ > −λ1;
span{φ1}, åñëè λ = −λ1.

Ïîýòîìó

im L =

 H∗, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H∗ : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,

coim L =

 H, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1.

Îòñþäà ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, λ > −λ1;
I− ⟨·, φ1⟩ , λ = −λ1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (1.9.1) � (1.9.3) ê çàäà÷å Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà (0.0.16) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

(1.3.3) è çàäà÷è (1.9.1), (1.9.2), (1.9.4) ê çàäà÷å Êîøè (0.0.15) äëÿ ïîëóëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (1.3.3).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =

 B, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ B :

∫
Ω

|x|p−2xφ1 ds =
∫
Ω

uφ̃1 ds}}, åñëè λ = −λ1,

è ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (1.9.6)
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Òåîðåìà 1.9.1. Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.9.6). Òî-

ãäà ìíîæåñòâî M � ïðîñòîå áàíàõîâî C1-ìíîãîîáðàçèå, ìîäåëèðóåìîå ïðî-

ñòðàíñòâîì coim L ∩B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.3.2 è ëåììû 1.9.1 ñëåäóåò äàííûé ðåçóëüòàò.
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Ãëàâà 2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé

ñîáîëåâñêîãî òèïà

2.1. Çàäà÷à Êîøè ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B

∗
j), j = 1, k, k ∈

N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (2.1.1)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ïóñòü L ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñà-

ìîñîïðÿæåííûé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ÷åé

îðòîíîðìàëüíûé (â ñìûñëå H) íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {φk} îáðàçóåò

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H, à M ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñèììåò-

ðè÷íûé, 2-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), r ≥ 1, j = 1, k

� s-ìîíîòîííûå è pj-êîýðöèòèâíûå îïåðàòîðû, ãäå pj ≥ 2 è pk = max
j
pj,

èìåþùèå ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

x(0) = x0 (2.1.2)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u. (2.1.3)

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ cokerL ⊂ H∗. Ïîñêîëüêó cokerL êîíå÷íîìåðíî, òî H∗ = cokerL⊕
imL,B∗

k = cokerL⊕ [imL∩B∗
k]. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Q âäîëü cokerL

íà im L.
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Àíàëîãè÷íî ï. 1.3 ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ) (2.1.4)

è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =


{x ∈ H : (I−Q)Mx+ (I−Q)

k∑
j=1

Nj(x) = (I−Q)u},

åñëè kerL ̸= {0};
H, åñëè kerL = {0}.

(2.1.5)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0 ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Òîãäà â ñèëó ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L ïîëó÷èì H = coim L ⊕ kerL.

Îáîçíà÷èì çà coim L çàìûêàíèå coimL â òîïîëîãèè Bk . Òîãäà Bk = kerL⊕
coim L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coim L.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.3) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

=
T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt ∀w ∈ H, ∀φ ∈ L2(0, T ).

(2.1.6)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.3) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (2.1.2).

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Àíàëîãè÷íî ðàáîòå [43] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëàáîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.3), óäîâëåòâîðÿþùåå (2.1.6), ýêâèâàëåíò-

íî ðåøåíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó

T∫
0

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

T∫
0

⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(2.1.7)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè ðåøåíèÿ.
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Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå

H, à çíà÷èò â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1) òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâàõ Bk è H.
Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1.2), (2.1.3). Äëÿ

ýòîãî âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi}
òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå

ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1.2), (2.1.3) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (2.1.8)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé:⟨
L
dxm

dt
, φi

⟩
+

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , (2.1.9)

⟨xm(0)− x0, φi⟩ = 0, (2.1.10)

xm(0) → x0 ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå H. (2.1.11)

Óðàâíåíèÿ (2.1.9) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), H
m = span{φ1,

φ2, ..., φm}. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M:

Mm =


{xm ∈ Hm :

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , i = 1, ...,m},

åñëè kerL ̸= {0};
Hm, åñëè kerL = {0}.

Ëåììà 2.1.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;M
m) çàäà÷è (2.1.9), (2.1.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L è òîãî, ÷òî H =

coim L⊕ kerL, çàäà÷à (2.1.3), (2.1.9), ýêâèâàëåíòíà⟨
(I−Q)Mx+ (I−Q)

k∑
j=1

Nj(x), φi

⟩
= ⟨(I−Q)u, φi⟩ , (2.1.12)
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⟨
QLẋ1, φi

⟩
=

⟨
QMx+Q

k∑
j=1

Nj(x) + u1, φi

⟩
,
⟨
x1(0)− x10, φi

⟩
= 0. (2.1.13)

Ïî óñëîâèÿì ëåììû x0 ∈ M, ñëåäîâàòåëüíî
⟨
x0(0)− x00, φi

⟩
= 0 â ñèëó ñî-

îòíîøåíèÿ (2.1.12). Â ñèëó òåîðåìû 1.1.5 äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.1.12),

(2.1.13) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû

∥ ∂

∂xs

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m)− u, φi

⟩
∥, i, s = 1, ...,m,

â òî÷êå x0 = (x1(0), ..., xm(0)) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íåâûðîæäåííîñòü îïåðà-

òîðà (I−Q)(M +
k∑

j=1

Nj)
′
x0
(I−P ). Îäíàêî ∀v ∈ kerL, v ̸= 0, èìååì⟨

(I−Q)(M +
k∑

j=1

Nj)
′
x0
(I−P )v, v

⟩
= ⟨Mv, v⟩+

⟨
k∑

j=1

N ′
jx0
v, v

⟩
> 0

ââèäó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðîâ Nj, íåîòðèöàòåëüíîé îïåðåäåëåííîñòè îïå-

ðàòîðà M , êîíñòðóêöèè ïðîåêòîðà (I− Q) ïðîñòðàíñòâà H∗ âäîëü im L íà

coker L è ïðîåêòîðà (I−P ) ïðîñòðàíñòâà H âäîëü coim L íà kerL.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) òàêèõ, ÷òî

âûïîëíåíî (2.1.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (2.1.2),

(2.1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü x1 = x1(t) è x2 = x2(t) � äâà ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (2.1.2), (2.1.3). Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè w = x1 − x2 èìååì

∂t ⟨Lw,w⟩+ 2 ⟨Mw,w⟩+ 2
k∑

j=1

⟨Nj(x1)−Nj(x2), w⟩ = 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ïðîìåæóòêå (0, t), ïîëó÷èì

⟨Lw,w⟩+ 2

t∫
0

⟨
Mw +

k∑
j=1

(Nj(x1)−Nj(x2)), w

⟩
dτ = 0. (2.1.14)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.1.14) íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè îïåðàòîðà L, à âòîðîå íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïå-

ðàòîðîâ Nj, íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà M è ëåììû 1.1.5.

Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (2.1.14) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå w ≡ 0.
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Ñóùåñòâîâàíèå. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Â ñèëó ïðèíöèïà

Êóðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç íàäïðîñòðàíñòâà

H. Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (2.1.9) íà ai(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû ñëî-

æèì ïî i = 1, ...,m è ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t):

⟨Lxm(t), xm(t)⟩+ 2
t∫
0

⟨Mxm, xm⟩ dτ + 2
k∑

j=1

t∫
0

⟨Nj(x
m(τ)), xm(τ)⟩ dτ =

= 2
t∫
0

⟨u(τ), xm(τ)⟩ dτ + ⟨Lxm(0), xm(0)⟩ ≤

≤ 2
t∫
0

∥u(τ)∥H∗∥xm(τ)∥Hdτ + ⟨Lxm(0), xm(0)⟩ ≤

≤ 2∥u∥L2(0,T ;H∗)∥xm∥L2(0,T ;H) + |xm(0)|2 ≤

≤ ε2∥u∥2L2(0,T ;H∗) +
1

ε2
∥xm∥2L2(0,T ;H)

+ |xm(0)|2.

Ââèäó pj-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðîâ Nj ïîëó÷èì

⟨Lxm(t), xm(t)⟩+ 2
t∫
0

⟨Mxm, xm⟩ dτ + 2
k∑

j=1

t∫
0

⟨Nj(x
m), xm⟩ dτ ≥

≥ |xm(t)|2 + 2CNk

t∫
0

∥xm(τ)∥pkBk
dτ + 2CM

t∫
0

∥xm(τ)∥2Hdτ.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû ε òàêîé, ÷òî 2CM− 1

ε2
> 0, ïîëó÷èì

|xm(t)|2 + C1

t∫
0

∥xm(τ)∥pkBk
dτ + C2

t∫
0

∥xm(τ)∥2Hdτ ≤

≤ ε2
T∫
0

∥u(τ)∥2H∗dτ + |xm(0)|2, Ci = const > 0.

(2.1.15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

xmt (t) =
m∑
i=1

a′i(t)φi.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (2.1.9) íà

a′i(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû ñëîæèì ïî i = 1, ...,m è ïîëó÷èì

⟨Lxmt , xmt ⟩+

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m), xmt

⟩
= ⟨u, xmt ⟩ .

Èç òîãî, ÷òî

d

dt
< Mxm, xm >= 2 < Mxm, xmt >,

d

dt
< Nj(x

m), xm >= pj < N(xm), xmt >,
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ñëåäóåò

⟨Lxmt , xmt ⟩+
1

2

d

dt
⟨Mxm, xm⟩+

k∑
j=1

1

pj

d

dt
⟨Nj(x

m), xm⟩ = ⟨u, xmt ⟩ .

Ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t):

t∫
0

⟨Lxmτ (τ), xmτ (τ)⟩ dτ +
1

2
⟨Mxm, xm⟩+

k∑
j=1

1

pj
⟨Nj(x

m), xm⟩ =

=

t∫
0

⟨u(τ), xmτ (τ)⟩ dτ +
1

2
⟨Mxm(0), xm(0)⟩+

k∑
j=1

1

pj
⟨Nj(x

m(0)), xm(0)⟩ .

Òîãäà
t∫
0

|xmτ (τ)|2dτ ≤ C3. (2.1.16)

Èç îöåíêè (2.1.15) ñëåäóåò, ÷òî âñå Tm, ãàðàíòèðîâàííûå ëåììîé 2.1.1,

ìîæíî âçÿòü ðàâíûìè äðóã äðóãó: Tm = T. Êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû 1.1.1 è

ââèäó ðåôëåêñèâíîñòè áîõíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ Lpk(0, T ;Bk) è Lqk(0, T ;B
∗
k)

ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëû

xm ⇀ x ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coim L);

xm ⇀ x ñëàáî â Lpk(0, T ;Bk);

xmt ⇀ x ñëàáî â L2(0, T ; coimL);

xm(T )⇀ ξ ñëàáî â coim L;

xm(0) → x0 ñèëüíî coim L.

Â ñèëó pj-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðîâ Nj, j = 1, ...k, ïîëó÷èì

T∫
0

⟨Nj(x
m), xm⟩ dτ ≤

T∫
0

∥Nj(x
m)∥B∗

j
∥xm∥Bj

dτ ≤ CNj

T∫
0

∥xm∥pj−1
Bj

∥xm∥Bj
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, Nj(x
m) îãðàíè÷åíû â Lqj(0, T ;B

∗
j). Â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1)

è òîãî, ÷òî pk = max
1≤j≤k

pj, ïîëó÷èì

Lqj(0, T ;B
∗
j) ↪→ Lqk(0, T ;B

∗
k).
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Òîãäà Nj(x
m) îãðàíè÷åíû â Lqk(0, T ;B

∗
k). Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà Lqk(0, T ;B
∗
k) è òåîðåìû 1.1.1

N(xm) =
k∑

j=1

Nj(x
m)⇀ µ ñëàáî â Lqk(0, T ;B

∗
k),

ãäå xm : m ∈ N � íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãà-

ëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé, ãàðàíòèðîâàííûõ ëåììîé 2.1.1.

Ïðîäîëæèì xm(t), N(xm(t)) íà R íóëåì âíå [0, T ]; ñîîòâåòñòâóþùåå ïðî-

äîëæåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃m(t), Nj(x̃
m(t)). Òîãäà èç (2.1.9) ñëåäóåò, ÷òî

⟨Lx̃mt (t), φi⟩+ ⟨Mx̃m(t) +N(x̃m(t)), φi⟩ =

= ⟨ũ(t), φi⟩+ ⟨Lxm0 , φi⟩ δ(t− 0) + ⟨Lxm(T ), φi⟩ δ(t− T ). (2.1.17)

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó â (2.1.17) ïðè ôèêñèðîâàííîì j,

îòêóäà âûâåäåì, ÷òî

⟨Lx̃t(t), φj⟩+ ⟨Mx̃, φj⟩+ ⟨µ̃, φj⟩ =

⟨ũ(t), φj⟩+ ⟨Lx0, φj⟩ δ(t− 0)− ⟨ξ, φj⟩ δ(t− T ) ∀j

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Lx̃t(t) +Mx̃+ µ̃ = ũ(t) + Lx0δ(t− 0)− ξδ(t− T ). (2.1.18)

Ñóæàÿ (2.1.18) íà (0, T ), ïîëó÷èì, ÷òî

Lẋ+Mx+ µ = u. (2.1.19)

Èç (2.1.16) âûòåêàåò, ÷òî ẋ ∈ L2(0, T ; coimL), òîãäà ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.3.7) ẋ0 ∈ L2(0, T ; kerL), ñëåäîâàòåëüíî, x(0) èìååò

ñìûñë, èç (2.1.18) ïîëó÷èì, ÷òî x(0) = x0.

Èòàê, ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, åñëè ïîêàæåì, ÷òî

µ = N(x) =
k∑

j=1

Nj(x).
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Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà N ñëåäóåò, ÷òî

Xm =

T∫
0

⟨N(xm(t))−N(z(t)), xm(t)− z(t)⟩ dt ≥ 0∀z ∈ Lpk(0, T,Bk).

Ñîãëàñíî (2.1.9),

T∫
0

⟨N(xm(t)), xm(t)⟩ dt =
T∫

0

⟨u(t)−Mxm(t), xm(t)⟩ dt+ 1

2
|xm0 |2 −

1

2
|xm(T )|2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Xm =
T∫
0

⟨u(t)−Mxm(t), xm(t)⟩ dt+ 1
2 |x

m
0 |2 − 1

2 |x
m(T )|2−

−
T∫
0

⟨N(xm(t)), z(t)⟩ dt−
T∫
0

⟨N(z(t)), xm(t)− z(t)⟩ dt.

Ïî ëåììå 1.1.1 lim inf |xm(T )|2 ≥ |x(T )|2, òîãäà

lim supXm ≤
T∫
0

⟨u, x(t)⟩ dt−
T∫
0

⟨Mx(t), x(t)⟩ dt+ 1
2|x0|

2 − 1
2|x(T )|

2−

−
T∫
0

⟨µ, z(t)⟩ dt−
T∫
0

⟨N(z(t)), x(t)− z(t)⟩ dt.

(2.1.20)

Èç (2.1.19) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

T∫
0

⟨u, x(t)⟩ dt−
T∫

0

⟨Mx(t), x(t)⟩ dt+ 1

2
|x0|2 −

1

2
|x(T )|2 =

T∫
0

⟨µ, x(t)⟩ dt.

Òîãäà ïîëó÷èì
T∫

0

⟨µ−N(z), x− z⟩ dt ≥ 0. (2.1.21)

Ïîëîæèì z = x − λw, λ > 0, w ∈ Lp(0, T ;B) è ïðîèçâîëüíî, òîãäà èç

(2.1.21) ñëåäóåò, ÷òî

λ

T∫
0

⟨µ−N(x− λw), w⟩ dt ≥ 0,
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îòêóäà
T∫

0

⟨µ−N(x− λw), w⟩ dt ≥ 0.

Óñòðåìëÿÿ λ → 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà N è òåîðåìû Ëåáåãà, ìû

ïîëó÷èì, ÷òî
T∫

0

⟨µ−N(x), w⟩ dt ≥ 0 ∀w.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ = N(x).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2.1.2) äëÿ óðàâíåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u. (2.1.22)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì èññëåäóåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-

ñòâåííîãî ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1.2), (2.1.22).

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.22) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(2.1.23)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.22) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäî-

âëåòâîðÿåò (2.1.2).

Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1.2), (2.1.22). Äëÿ

ýòîãî âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi}
òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå

ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1.2), (2.1.3) â âèäå

xm(t) =
m∑
i=1

ai(t)φi, m > l, (2.1.24)
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ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé:⟨
L
dxm

dt
, φi

⟩
+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , (2.1.25)

⟨xm(0)− x0, φi⟩ = 0, (2.1.26)

xm(0) → x0 ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå H. (2.1.27)

Òåîðåìà 2.1.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) òàêèõ, ÷òî

âûïîëíåíî (2.1.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (2.1.2),

(2.1.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà è àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.1.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü x1 = x1(t) è x2 = x2(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2.1.2), (2.1.22). Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè w = x1 − x2 èìååì

⟨Lw,w⟩+ 2

t∫
0

⟨
k∑

j=1

(Nj(x1)−Nj(x2)), w

⟩
dτ = 0. (2.1.28)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.1.28) íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè îïåðàòîðà L, à âòîðîå íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïå-

ðàòîðîâ Nj è ëåììû 1.1.5. Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (2.1.28) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ëèøü

â ñëó÷àå w ≡ 0.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Â ñèëó ïðèíöèïà

Êóðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç íàäïðîñòðàíñòâà

H. Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (2.1.25) íà ai(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû ñëî-

æèì ïî i = 1, ...,m è ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t):

⟨Lxm(t), xm(t)⟩+ 2
k∑

j=1

t∫
0

⟨Nj(x
m(τ)), xm(τ)⟩ dτ ≤

≤ 2
t∫
0

∥u(τ)∥B∗
k
∥xm(τ)∥Bk

dτ + ⟨Lxm(0), xm(0)⟩ .

Ââèäó pj-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðîâ Nj ïîëó÷èì

|xm(t)|2 + C1

t∫
0

∥xm(τ)∥pkBk
dτ ≤ C2, Ci = const > 0. (2.1.29)
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (2.1.25) íà

a′i(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû ñëîæèì ïî i = 1, ...,m è ïîëó÷èì

t∫
0

|xmτ (τ)|2dτ ≤ C3. (2.1.30)

Èç îöåíêè (2.1.29) ñëåäóåò, ÷òî âñå Tm, ãàðàíòèðîâàííûå ëåììîé 2.1.1,

ìîæíî âçÿòü ðàâíûìè äðóã äðóãó: Tm = T. Êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû 1.1.1 è

ââèäó ðåôëåêñèâíîñòè áîõíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ Lpk(0, T ;Bk) è Lqk(0, T ;B
∗
k)

ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëû

xm ⇀ x ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coim L);

xm ⇀ x ñëàáî â Lpk(0, T ;Bk);

xmt ⇀ x ñëàáî â L2(0, T ; coimL);

xm(T )⇀ ξ ñëàáî â coim L;

xm(0) → x0 ñèëüíî coim L.

Â ñèëó pj-êîýðöèòèâíîñòè è s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðîâ Nj, j = 1, ...k, ïîëó-

÷èì

N(xm) =
k∑

j=1

Nj(x
m)⇀ N(x) ñëàáî â Lqk(0, T ;B

∗
k),

ãäå xm : m ∈ N � íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãà-

ëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé, ãàðàíòèðîâàííûõ ëåììîé 2.1.1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.1.17) ïðè ôèêñèðîâàííîì j, ïîëó÷èì, ÷òî

Lẋ+N(x) = u. (2.1.31)

Èç (2.1.30) âûòåêàåò, ÷òî ẋ ∈ L2(0, T ; coimL), òîãäà ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL).

Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.3.7) ẋ0 ∈ Lpk(0, T ; kerL), ñëåäîâàòåëüíî x(0)

èìååò ñìûñë.

Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (B,B∗) � äóàëüíûå
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(îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ H ↪→ H∗ ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k (2.1.32)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2.1.2) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà (2.1.22). Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗) èNj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), j = 1, k

îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ïàðàãðàôà.

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ coker L ⊂ H∗. Î÷åâèäíî, H∗ = coker L ⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

im L çàìûêàíèå imL â òîïîëîãèè B∗
k, òîãäà B

∗
k = cokerL⊕ im L. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Q ïðîåêòîð B∗
k âäîëü coker L íà im L è àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó

ñëó÷àþ ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ) (2.1.33)

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {x ∈ H : ⟨x, v⟩ = 0, ∀v ∈ ker L\{0}}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coimL∩Bk ≡ B̃k. Ââèäó (1.3.8)

Bk = kerL⊕ B̃k.

Òåîðåìà 2.1.3. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) òàêèõ, ÷òî

âûïîëíåíî (2.1.33), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (2.1.2),

(2.1.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.1.2.

2.2. Çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé
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Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B

∗
j), j = 1, k, k ∈

N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ (2.1.1) ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ïóñòü

îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗), M ∈ L(H;H∗), Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), r ≥ 1, j = 1, k

óäîâëåòðîâÿþò óñëîâèÿì ï. 2.1.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0 (2.2.1)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u. (2.2.2)

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ cokerL ⊂ H∗. Ïîñêîëüêó cokerL êîíå÷íîìåðíî, òî H∗ = cokerL⊕
imL,B∗

j = cokerL⊕ [imL∩B∗
j ]. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Q âäîëü cokerL

íà im L. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0 ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coim L. Ïîëîæèì x1 = Px0 ∈
coim L.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;Bk), ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)}.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.2) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

=
T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt ∀w ∈ H, ∀φ ∈ L2(0, T ).

(2.2.3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà,

åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (2.2.1).
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Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå

H, à çíà÷èò â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1) òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâàõ Bk è H.
Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1), (2.2.2). Äëÿ

ýòîãî âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi}
òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå

ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1), (2.2.2) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (2.2.4)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé:

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , (2.2.5)

⟨L(xm(0)− x0), φi⟩ = 0, i = 1, ...,m. (2.2.6)

Lxm(0) → Lx0 ñèëüíî â ïîäïðîñòðàíñòâå coimL. (2.2.7)

Óðàâíåíèÿ (2.2.5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), H
m = span{φ1,

φ2, ..., φm}.

Ëåììà 2.2.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H èm > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;H
m) çàäà÷è (2.2.5), (2.2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.1.5 äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.2.5),

(2.2.6) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû

∥ ∂

∂xj

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m)− u, φi

⟩
∥, i, j = 1, ...,m,

â òî÷êå x0 = (x1(0), ..., xm(0)) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íåâûðîæäåííîñòü îïåðà-

òîðà
k∑

j=1

(I−Q)N ′
jx0

(I−P ). Îäíàêî ∀v ∈ kerL, v ̸= 0, èìååì

⟨
k∑

j=1

(I−Q)M ′
jx0

(I−P )v, v

⟩
=

⟨
k∑

j=1

M ′
jx0
v, v

⟩
> 0
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ââèäó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðîâ Mj è êîíñòðóêöèè ïðîåêòîðà (I− Q) ïðî-

ñòðàíñòâà H∗ âäîëü im íà coker L è ïðîåêòîðà (I−P ) ïðîñòðàíñòâà H âäîëü

coim L íà kerL.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (2.2.2), (2.2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.1.1 è ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü x1 = x1(t) è x2 = x2(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2.2.2), (2.2.1). Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè w = x1 − x2 ïîëó÷èì

⟨Lw,w⟩+ 2

t∫
0

⟨
Mw +

k∑
j=1

(Nj(x1)−Nj(x2)), w

⟩
dτ = 0. (2.2.8)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.2.8) íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè îïåðàòîðà L, à âòîðîå íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïå-

ðàòîðîâ Nj, íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà M è ëåììû 1.1.1.

Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (2.2.8) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå w ≡ 0.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Â ñèëó ïðèíöèïà

Êóðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç íàäïðîñòðàíñòâà

H. Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (2.2.3) íà ai(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû ñëî-

æèì ïî i = 1, ...,m è ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t). Ââèäó pj-êîýðöèòèâíîñòè îïå-

ðàòîðîâ Nj äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû ε òàêîé, ÷òî 2CM − 1

ε2
> 0,

ïîëó÷èì

|xm(t)|2 + C1

t∫
0

∥xm(τ)∥pkBk
dτ ≤ ε2

T∫
0

∥u(τ)∥2H∗dτ + |xm(0)|2, C1 = const > 0.

Èç îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî âñå Tm, ãàðàíòèðîâàííûå ëåììîé 2.2.1, ìîæíî âçÿòü

ðàâíûìè äðóã äðóãó: Tm = T.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

t∫
0

|xmt (τ)|2dτ ≤ C2 = const > 0.
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Êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû 1.1.1 è ââèäó ðåôëåêñèâíîñòè áîõíåðîâñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ Lpk(0, T ;Bk) è Lqk(0, T ;B
∗
k) ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëû

xm ⇀ x ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coim L);

xm ⇀ x ñëàáî â Lpk(0, T ;Bk);

xmt ⇀ x ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coim L);

xmt ⇀ x ñëàáî â Lpk(0, T ;Bk);

xm(T )⇀ ξ ñëàáî â coim L;

xm(0) → x0 ñèëüíî coim L.

Â ñèëó pj-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðîâ Nj, j = 1, ...k, ïîëó÷èì

T∫
0

⟨Nj(x
m), xm⟩ dτ ≤

T∫
0

∥Nj(x
m)∥B∗

j
∥xm∥Bj

dτ ≤ CNj

T∫
0

∥xm∥pj−1
Bj

∥xm∥Bj
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, Nj(x
m) îãðàíè÷åíû â Lqj(0, T ;B

∗
j). Â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1)

è òîãî, ÷òî pk = max
1≤j≤k

pj, ïîëó÷èì

Lqj(0, T ;B
∗
j) ↪→ Lqk(0, T ;B

∗
k).

Òîãäà Nj(x
m) îãðàíè÷åíû â Lqk(0, T ;B

∗
k). Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà Lqk(0, T ;B
∗
k) è òåîðåìû 1.1.1

N(xm) =
k∑

j=1

Nj(x
m)⇀ µ ñëàáî â Lqk(0, T ;B

∗
k),

ãäå xm : m ∈ N � íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãà-

ëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé, ãàðàíòèðîâàííûõ ëåììîé 2.1.1.

Ïðîäîëæèì xm(t), N(xm(t)) íà R íóëåì âíå [0, T ]; ñîîòâåòñòâóþùåå ïðî-

äîëæåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃m(t), Nj(x̃
m(t)). Òîãäà èç (2.2.3) ñëåäóåò, ÷òî

⟨Lx̃mt (t), φi⟩+ ⟨Mx̃m(t) +N(x̃m(t)), φi⟩ =

⟨ũ(t), φi⟩+ ⟨Lxm0 , φi⟩ δ(t− 0) + ⟨Lxm(T ), φi⟩ δ(t− T ). (2.2.9)
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Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó â (2.2.9) ïðè ôèêñèðîâàííîì j, îò-

êóäà ìû âûâåäåì, ÷òî

⟨Lx̃t(t), φj⟩+ ⟨Mx̃, φj⟩+ ⟨µ̃, φj⟩ =

= ⟨ũ(t), φj⟩+ ⟨Lx0, φj⟩ δ(t− 0)− ⟨ξ, φj⟩ δ(t− T ) ∀j,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Lx̃t(t) +Mx̃+ µ̃ = ũ(t) + Lx0δ(t− 0)− ξδ(t− T ). (2.2.10)

Ñóæàÿ (2.2.9) íà (0, T ), ìû ïîëó÷èì, ÷òî

Lẋ+Mx+ µ = u, (2.2.11)

ñëåäîâàòåëüíî, Lẋ ∈ L2(0, T ; imL)∩Lqk(0, T ;B
∗
k), îòêóäà â ñèëó íåïðåðûâíî-

ñòè îïåðàòîðà L âûòåêàåò, ÷òî ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)∩Lpk(0, T ; coimL). Òîãäà

ïîëó÷èì: Lx(0) = Lx0.

Èòàê, ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, åñëè ïîêàæåì, ÷òî

µ = N(x) =
k∑

j=1

Nj(x).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîíîòîííîñòè àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì µ = N(x).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (2.2.1) äëÿ óðàâíåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u. (2.2.12)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì èññëåäóåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-

ñòâåííîãî ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1), (2.2.12).

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.12) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(2.2.13)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.12) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðî-

âà, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (2.2.1).

Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1), (2.2.12). Äëÿ

ýòîãî âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi}
òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå

ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.1), (2.2.2) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (2.2.14)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé

óðàâíåíèé: ⟨
L
dxm

dt
, φi

⟩
+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ (2.2.15)

ñ óñëîâèÿìè (2.2.6), (2.2.7).

Òåîðåìà 2.2.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (2.2.1), (2.2.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.2.1.

Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (B,B∗) � äóàëüíûå

(îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ (1.3.8) ïëîòíû è íåïðåðûâíû.

Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗) èNj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), j = 1, k îáëàäàþò âñåìè

ñâîéñòâàìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà (2.2.1) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (2.2.12).

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ coker L ⊂ H∗. Î÷åâèäíî, H∗ = coker L ⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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im L çàìûêàíèå imL â òîïîëîãèè B∗
k, òîãäà B

∗
k = cokerL⊕ im L. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Q ïðîåêòîð B∗
k âäîëü coker L íà im L.

Àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {u ∈ H : ⟨u, v⟩ = 0, ∀v ∈ ker L\{0}}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coimL∩Bk ≡ B̃k. Ââèäó (1.3.8)

Bk = kerL⊕ B̃k.

Òåîðåìà 2.2.3. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ Bk, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (2.2.1), (2.2.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.2.2.

2.3. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B

∗
j), j = 1, k, k ∈

N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (2.3.1)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå

H b H (2.3.2)

êîìïàêòíî. Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗), M ∈ L(H;H∗), Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j),

r ≥ 1, j = 1, k óäîâëåòðîâÿþò óñëîâèÿì ï. 2.1.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U = L2(0, T ;H
∗) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U

íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòè-
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ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, L(x(0)− x0) = 0, (2.3.3)

J(x, u) → inf, u ∈ Uad, (2.3.4)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H dt, β ∈ (0, 1), (2.3.5)

çäåñü zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 = Px, ãäå P

ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coim L.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coimL) ∩ Lpk(0, T ;Bk), ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)}.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X1 × Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.3.3), (2.3.4), åñëè

J(x̃, ũ) = inf
(x,u)

J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X1×Uad óäîâëåòâîðÿþò (2.3.3) â ñìûñëå îïåðåäåëåíèÿ 2.2.1;

âåêòîð-ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì çàäà÷è (2.3.3), (2.3.4) íàçîâåì

ïàðó (x, u) ∈ X1 × Uad, óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäà÷å (2.3.3), äëÿ êîòîðîé

J(x, u) < +∞.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Uad ̸= ∅, òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Uad ⊂ U â ñèëó òåîðåìû

2.2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x(u) çàäà÷è (2.3.3).

Òåîðåìà 2.3.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.3.3), (2.3.4).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.2.1 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð

(L
d

dt
+M +N) : X → U

åñòü ãîìåîìîðôèçì. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè (2.3.5) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü

J(x, u) = J(u) = β∥x(u)− zd∥pkLpk
(0,T ;Bk)

+ (1− β)∥u∥2L2(0,T ;H
∗). (2.3.6)

Ïóñòü {um} ⊂ Uad � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî

lim
m→∞

J(um) = inf
u∈Uad

J(u),

òîãäà èç (2.3.6) âûòåêàåò, ÷òî

∥um∥L2(0,T ;H∗) ≤ const (2.3.7)

ïðè âñåõ m ∈ N. Èç (2.3.7) (ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

èçâëå÷åì ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü um ⇀ ũ. Â ñèëó òåîðåìû

1.1.2 òî÷êà ũ ∈ Uad. Îáîçíà÷èì çà xm = x(um) ñëàáî îáîáùåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

L
.
xm +Mxm +

k∑
j=1

Nj(xm) = um. (2.3.8)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.2.1, ïîëó÷èì

N(xm) =
k∑

j=1

Nj(xm) ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k).

Çíà÷èò, â ñèëó (2.3.8) L
.
xm∈ Lqk(0, T ;B

∗
k) ∩ L2(0, T ;H

∗). Íî òîãäà {L .
xm}

îñòàåòñÿ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå èç L2(0, T ;H
∗); {xm} îñòàåòñÿ â îãðàíè-

÷åííîì ìíîæåñòâå èç L∞(0, T ; coimL)∩Lpk(0, T ;Bk); çíà÷èò, ìîæíî èçâëå÷ü

òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ñíîâà îáîçíà÷èì {xm}, ÷òî

xm ⇀ x̃ ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coimL),

xm ⇀ x̃ − ñëàáî â Lpk((0, T ;Bk),

xm ⇀ x̃ − ñëàáî â L2(0, T ;H
∗),
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L
.
xm⇀ L

.
x̃ −ñëàáî â L2(0, T ;H

∗),

N(xm)⇀ µ − ñëàáî â Lqk(0, T ;B
∗
k).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (2.3.8) è ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+ µ = ũ. (2.3.9)

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

µ = N(x̃).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àïðèîðíûìè îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè â òåîðåìå 2.2.1,

è ìåòîäîì ìîíîòîííîñòè. Ïîñêîëüêó

|xm(t)|2 + C1

t∫
0

∥xm(τ)∥pkBk
dτ + C2

t∫
0

∥xm(τ)∥2Hdτ ≤

≤ C3

T∫
0

∥um(τ)∥2H∗dτ + |xm(0)|2 ≤ C4, Ci = const > 0

è
t∫
0

| .
xm (τ)|2dτ ≤ C5, C5 = const > 0,

òî xm îãðàíè÷åíû â L∞(0, T ; coimL)∩L2(0, T ;H),
.
xm îãðàíè÷åíû â L2(0, T ;H),

òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ (2.3.2) ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xm ñõîäèòñÿ ñèëüíî è ïî÷òè âñþäó â L2(0, T ;H).

Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà N ñëåäóåò, ÷òî

Xm =

T∫
0

⟨N(xm(t))−N(z(t)), xm(t)− z(t)⟩ dt ≥ 0 ∀z ∈ Lpk(0, T,Bk).

Ñîãëàñíî (2.3.8)

T∫
0

⟨N(xm(t)), xm(t)⟩ dt =
T∫

0

⟨um(t)−Mxm(t), xm(t)⟩ dt+ 1

2
|xm0 |2 −

1

2
|xm(T )|2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Xm =
T∫
0

⟨um(t)−Mxm(t), xm(t)⟩ dt+ 1
2|x

m
0 |2 − 1

2 |x
m(T )|2−

−
T∫
0

⟨N(xm(t)), z(t)⟩ dt−
T∫
0

⟨N(z(t)), xm(t)− z(t)⟩ dt.
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Ïî ëåììå 1.1.1 lim inf |xm(T )|2 ≥ |x(T )|2 è xm ñõîäèòñÿ ñèëüíî â L2(0, T ;H),

òîãäà

lim supXm ≤
T∫
0

⟨ũ, x̃(t)⟩ dt−
T∫
0

⟨Mx̃(t), x̃(t)⟩ dt+ 1
2|x̃0|

2 − 1
2|x̃(T )|

2−

−
T∫
0

⟨µ, z(t)⟩ dt−
T∫
0

⟨N(z(t)), x̃(t)− z(t)⟩ dt.

(2.3.10)

Èç (2.3.9) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

T∫
0

⟨ũ, x̃(t)⟩ dt−
T∫

0

⟨Mx̃(t), x̃(t)⟩ dt+ 1

2
|x̃0|2 −

1

2
|x̃(T )|2 =

T∫
0

⟨µ, x̃(t)⟩ dt.

Òîãäà ïîëó÷èì
T∫

0

⟨µ−N(z), x̃− z⟩ dt ≥ 0. (2.3.11)

Ïîëîæèì z = x̃ − λw, λ > 0, w ∈ Lp(0, T ;B) è ïðîèçâîëüíî, òîãäà èç

(2.3.11) ñëåäóåò, ÷òî

λ

T∫
0

⟨µ−N(x̃− λw), w⟩ dt ≥ 0,

îòêóäà
T∫

0

⟨µ−N(x̃− λw), w⟩ dt ≥ 0,

óñòðåìëÿÿ λ → 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà N è òåîðåìû Ëåáåãà, ìû

ïîëó÷èì, ÷òî
T∫

0

⟨µ−N(x̃), w⟩ dt ≥ 0 ∀w.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ = N(x̃).

Çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (2.3.8), ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+N(x̃) = ũ.
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Ñëåäîâàòåëüíî x̃ = x̃(ũ) è lim inf J(um) ≥ J(ũ). Çíà÷èò, ũ åñòü îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå çàäà÷è (2.3.3), (2.3.4).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U1 = Lqk(0, T ;B
∗
k) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå

U1 íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî U1
ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u, L(x(0)− x0) = 0, (2.3.12)

J(x, u) → inf, u ∈ U1
ad, (2.3.13)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥qkB∗
k
dt, β ∈ (0, 1), (2.3.14)

çäåñü zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.3.12), (2.3.13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.3.1 è ñòðîèòñÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2.2.2.

Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (B,B∗) � äóàëüíûå

(îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ H ↪→ H∗ ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k (2.3.15)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå

H ↪→ H (2.3.16)
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êîìïàêòíî. Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗) è Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), j = 1, k îá-

ëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Àíàëîãè÷íî äè-

íàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.3.12),

(2.3.13). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.3.3. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ Bk, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.3.12), (2.3.13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.3.1 è ñòðîèòñÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2.2.3.

2.4. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ ìîíîòîííûì

îïåðàòîðîì

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B

∗
j), j = 1, k, k ∈

N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (2.4.1)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå

H b H (2.4.2)

êîìïàêòíî. Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗), M ∈ L(H;H∗), Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j),

r ≥ 1, j = 1, k óäîâëåòðîâÿþò óñëîâèÿì ï. 2.1.

Àíàëîãè÷íî ï. 2.1 ïîñòðîèì ïðîåêòîð Q. Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è

ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì H ⊃ kerL ≡ coker L ⊂ H∗, òîãäà

H∗ = cokerL⊕ imL, B∗
k = cokerL⊕ [imL∩B∗

k]. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð

Q âäîëü cokerL íà imL∩B∗
k. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U = {u ∈ L2(0, T ;H

∗) :

(I − Q)u = 0, t ∈ (0, T )} è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U íåïóñòîå çàìêíóòîå
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è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0, (2.4.3)

J(x, u) → inf, u ∈ Uad, (2.4.4)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3.5).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; imL) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X1 × Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.4.3), (2.4.4), åñëè

J(x̃, ũ) = inf
(x,u)

J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X1×Uad óäîâëåòâîðÿþò (2.4.4) â ñìûñëå îïåðåäåëåíèÿ 2.1.1;

âåêòîð-ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì çàäà÷è (2.4.3), (2.4.4) íàçîâåì

ïàðó (x, u) ∈ X1 × Uad, óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäà÷å (2.4.3), äëÿ êîòîðîé

J(x, u) < +∞.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Uad ̸= ∅, òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Uad ⊂ U â ñèëó òåîðåìû

2.1.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x(u) çàäà÷è (2.4.3).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =


{x ∈ H : (I−Q)Mx+ (I−Q)

k∑
j=1

Nj(x) = 0},

åñëè kerL ̸= {0};
H, åñëè kerL = {0}.

(2.4.5)

Òåîðåìà 2.4.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.4.3), (2.4.4).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.3.1. Èç òåîðåìû 2.2.1 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð

(L
d

dt
+M +N) : X → U

åñòü ãîìåîìîðôèçì. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè (2.3.5) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

J(x, u) = J(u) = β∥x(u)− zd∥pkLpk
(0,T ;B) + (1− β)∥u∥2L2(0,T ;H

∗). (2.4.6)

Ïóñòü {um} ⊂ Uad � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî

lim
m→∞

J(um) = inf
u∈Uad

J(u),

òîãäà èç (2.4.6) âûòåêàåò, ÷òî

∥um∥L2(0,T ;H∗) ≤ const (2.4.7)

ïðè âñåõ m ∈ N. Èç (2.4.7) (ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

èçâëå÷åì ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü um ⇀ ũ. Â ñèëó òåîðåìû

1.1.2 òî÷êà ũ ∈ Uad. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xm = x(um) ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

L
.
xm +Mxm +

k∑
j=1

Nj(xm) = um. (2.4.8)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.1.1, ïîëó÷èì

N(xm) =
k∑

j=1

Nj(xm) ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k).

Çíà÷èò, â ñèëó (2.4.8) L
.
xm∈ Lqk(0, T ;B

∗
k) ∩ L2(0, T ;H

∗). Íî òîãäà {L .
xm}

îñòàåòñÿ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå èç L2(0, T ;H
∗); {xm} îñòàåòñÿ â îãðàíè-

÷åííîì ìíîæåñòâå èç L∞(0, T ; coimL)∩Lpk(0, T ;Bk); çíà÷èò, ìîæíî èçâëå÷ü

òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ñíîâà îáîçíà÷èì {xm}, ÷òî

xm ⇀ x̃ ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coimL),

xm ⇀ x̃ − ñëàáî â Lpk((0, T ;Bk),
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xm ⇀ x̃ − ñëàáî â L2(0, T ;H
∗),

L
.
xm⇀ L

.
x̃ −ñëàáî â L2(0, T ;H

∗),

N(xm)⇀ N(x̃) − ñëàáî â Lqk(0, T ;B
∗
k).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (2.4.8), ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+N(x̃) = ũ.

Ñëåäîâàòåëüíî, x̃ = x̃(ũ) è lim inf J(um) ≥ J(ũ). Çíà÷èò, u åñòü îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U1 = {u ∈ Lqk(0, T ;H
∗) : (I−Q)u = 0, t ∈ (0, T )}

è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U1 íåïóñòîå çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî

U1
ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0, (2.4.9)

J(x, u) → inf, u ∈ U1
ad, (2.4.10)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3.14).

Òåîðåìà 2.4.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.4.9), (2.4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.4.1 è ñòðîèòñÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2.1.2.

Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (B,B∗) � äóàëüíûå

(îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ H ↪→ H∗ ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k (2.4.11)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå

H b H (2.4.12)
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êîìïàêòíî. Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗) è Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), j = 1, k îáëà-

äàþò âñåìè ñâîéñòâàìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ïàðàãðàôà.

Àíàëîãè÷íî ï. 2.1 ïîñòðîèì ïðîåêòîð Q. Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è

ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì H ⊃ kerL ≡ coker L ⊂ H∗.

Î÷åâèäíî, H∗ = coker L ⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç im L çàìûêàíèå im L â

òîïîëîãèè B∗
k, òîãäà B∗

k = coker L ⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ïðîåêòîð B∗
k

âäîëü coker L íà im L è àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ ïîñòðîèì ïðî-

ñòðàíñòâî U2 = {u ∈ Lqk(0, T ;H
∗) : (I − Q)u = 0, t ∈ (0, T )} è îïðåäåëèì â

ïðîñòðàíñòâå U2 íåïóñòîå çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî U2
ad. Ðàññìîòðèì

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0, (2.4.13)

J(x, u) → inf, u ∈ U2
ad, (2.4.14)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3.14).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =


{x ∈ Bk : (I−Q)Mx+ (I−Q)

k∑
j=1

Nj(x) = 0},

åñëè kerL ̸= {0};
Bk, åñëè kerL = {0}.

(2.4.15)

Òåîðåìà 2.4.3. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.4.13), (2.4.14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2.4.1 è ñòðîèòñÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2.1.3.

2.5. Çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) � äóàëüíàÿ (îòíîñè-
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òåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðà ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè-
÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ H ↪→ H∗ (2.5.1)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå H b H êîìïàêòíî. Ïóñòü L ∈ L(H;H∗) �

ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñàìîñîïðÿæåííûé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé,

ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ÷åé îðòîíîðìàëüíûé (â ñìûñëåH) íàáîð ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ {φk} îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H; M ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé,

íåïðåðûâíûé, 2-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð; áèëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

B : H×H → H∗ òàêîé, ÷òî | < B(x, y), z > | ≤ CB∥x∥H∥y∥H∥z∥H ∀x, y, z ∈ H;

< B(x, y), z >= − < B(x, z), y > ∀x, y, z ∈ H; < B(y, x), x >= 0 ∀y, x ∈ H.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0 (2.5.2)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+B(x, x) = u. (2.5.3)

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ coker L ⊂ H∗. Ïîñêîëüêó coker L êîíå÷íîìåðíî, òî H∗ =

cokerL⊕ imL. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Q âäîëü cokerL íà imL. Ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0 ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coim L, òîãäà H = kerL⊕coimL.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.5.3) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
dx

dt
, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+ ⟨B(x, x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(2.5.4)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5.4) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà,

åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (2.5.2).

Çàìå÷àíèå 2.5.1. Àíàëîãè÷íî ðàáîòå [43] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëàáîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5.3), óäîâëåòâîðÿþùåå (2.5.4), ýêâèâàëåíò-

íî ðåøåíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó
T∫
0

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+ ⟨B(x, x), w⟩ − ⟨u,w⟩

]
dt = 0, ∀w ∈ H.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå

H, à çíà÷èò, â ñèëó âëîæåíèé (2.5.1) òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå H. Ïîñòðîèì
ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5.2), (2.5.3). Äëÿ ýòîãî âûáå-

ðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû

span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæå-

íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5.2), (2.5.3) â âèäå:

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (2.5.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîí-

íîãî èñ÷èñëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé:

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+ ⟨B(xm, xm), φi⟩ = ⟨u, φi⟩ , (2.5.6)

⟨L(xm(0)− x0), φi⟩ = 0, i = 1, ...,m. (2.5.7)

Óðàâíåíèÿ (2.5.6) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), H
m =

span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 2.5.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H èm > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;H
m) çàäà÷è (2.5.6), (2.5.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.1.5 äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.5.6),

(2.5.7) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû

∥ ∂

∂xj
⟨Mxm +B(xm, xm)− u, φi⟩ ∥, i, j = 1, ...,m,
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â òî÷êå x0 = (x1(0), ..., xm(0)) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íåâûðîæäåííîñòü îïåðà-

òîðà (I−Q)(M+B)′x0
(I−P ). Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòî-

ðàM è êîíñòðóêöèè ïðîåêòîðà (I− Q) ïðîñòðàíñòâà H∗ âäîëü im L íà cokerL

è ïðîåêòîðà (I−P ) ïðîñòðàíñòâà H âäîëü coimL íà kerL è ∀v ∈ kerL, v ̸= 0,

èìååì⟨
(I−Q)(M +B)′x0

(I−P )v, v
⟩
= ⟨Mv +B(v, xm) +B(xm, v), v⟩ =

= ⟨Mv +B(v, xm), v⟩ ̸= 0.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (2.5.2), (2.5.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Â ñèëó ïðèíöèïà

Êóðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç íàäïðîñòðàíñòâà

H. Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (2.5.6) íà ai(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû ñëî-

æèì ïî i = 1, ...,m, ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t) è ïîëó÷èì

⟨Lxm(t), xm(t)⟩+ 2
t∫
0

⟨Mxm, xm⟩ dτ+

+2
t∫
0

⟨B(xm(τ), xm(τ)), xm(τ)⟩ dτ =

= 2
t∫
0

⟨u(τ), xm(τ)⟩ dτ + ⟨Lxm(0), xm(0)⟩ ≤

≤ ε2∥u∥2L2(0,T ;H∗) +
1

ε2
∥xm∥2L2(0,T ;H)

+ |xm(0)|2.

Â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà M è òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî < B(x, x), x >= 0, ïîëó÷èì

|xm(t)|2 + C1

t∫
0

∥xm(τ)∥2Hdτ ≤ ε2
T∫
0

∥u(τ)∥2H∗dτ + |xm(0)|2,

C1 = 2CM − 1

ε2
> 0.

(2.5.8)
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Èç îöåíêè (2.5.8) ñëåäóåò, ÷òî âñå Tm, ãàðàíòèðîâàííûå ëåììîé 2.5.1, ìîæíî

âçÿòü ðàâíûìè äðóã äðóãó: Tm = T. Êðîìå òîãî, â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè áîõ-

íåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ L2(0, T ;H) è L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëû

xm ⇀ x ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coim L);

xm ⇀ x ñëàáî â L2(0, T ;H);

xmt ⇀ x ñëàáî â L2(0, T ;H).

Â ñèëó ñâîéñòâ áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà B ïîëó÷èì

| < B(xm, xm), y > | ≤ CB∥xm∥2H∥y∥H,

è, ñëåäîâàòåëüíî, B(xm, xm) îãðàíè÷åíû â L∞(0, T ;H∗). Ïîñêîëüêó âëîæåíèå

H ↪→ H êîìïàêòíî è âûïîëíåíî < B(xm, xm), y >= − < B(xm, y), xm >

∀y ∈ H, ïîëó÷èì, ÷òî

B(xm, xm)⇀ B(x, x) ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ;H∗),

ãäå xm : m ∈ N � íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãà-

ëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé, ãàðàíòèðîâàííûõ ëåììîé 2.5.1.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðè ôèêñèðîâàííîì i ïåðåéòè ê ïðåäåëó â

⟨Lxmt (t), φi⟩+ ⟨Mxm(t) +B(xm(t), xm(t)), φi⟩ = ⟨u(t), φi⟩

è ïîëó÷èì

Lẋ+Mx+B(x, x) = u,

îòêóäà Lẋ ∈ L2(0, T ;H
∗) ∩ L∞(0, T ;H∗), ñëåäîâàòåëüíî, Lx(0) èìååò ñìûñë.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü x1 = x1(t) è x2 = x2(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2.5.2), (2.5.3). Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè w = x1 − x2 ïîëó÷èì

⟨Lw,w⟩+ 2
t∫
0

⟨Mw + (B(x1, x1)−B(x2, x2)), w⟩ dτ = 0,

⟨Lw,w⟩+ 2
t∫
0

⟨Mw,w⟩ dτ = 2
t∫
0

⟨B(x2, x2)−B(x1, x1), w⟩ dτ.
(2.5.9)
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Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà L, 2-êîýðöèòèâíîñòè îïå-

ðàòîðà M , ñâîéñòâ áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà B(x, y) è òîãî, ÷òî

⟨B(x2, x2)−B(x1, x1), w⟩ = ⟨B(w, x2), x1⟩ ,

ïîëó÷èì

∥w∥2L2(0,T ;coimL) ≤ 2
t∫
0

∥w(τ)∥H∥x2(τ)∥H∥x1(τ)∥Hdτ.

Îòêóäà â ñèëó ëåììû Ãðîíóîëà � Áåëìàíà 1.1.8 ñëåäóåò, ÷òî w ≡ 0.

2.6. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì

Â ï. 2.5 áûëà äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷èØîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (2.5.2)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì

(2.5.3). Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2.5.2), (2.5.3). Ïîñòðîèì ïðîñòðàí-

ñòâî óïðàâëåíèé U = L2(0, T ;H
∗) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U íåïóñòîå, çà-

ìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ

L(x(0)− x0) = 0, (2.6.1)

L
.
x +Mx+B(x, x) = u, (2.6.2)

J(x, u) → inf, u ∈ Uad, (2.6.3)

ãäå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà çàäàäèì ôîðìóëîé

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥2H dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt, β ∈ (0, 1), (2.6.4)

çäåñü zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X×Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6.1) � (2.6.3), åñëè

J(x̃, ũ) = inf
(x,u)

J(x, u),
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ãäå ïàðû (x, u) ∈ X×Uad óäîâëåòâîðÿþò (2.6.1), (2.6.2) â ñìûñëå îïåðåäåëåíèÿ

2.5.1; âåêòîð-ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.6.1. Äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì çàäà÷è (2.6.1) � (2.6.3) íàçîâåì

ïàðó (x, u) ∈ X × Uad, óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäà÷å (2.6.1), (2.6.2). Ïîñêîëüêó

ìíîæåñòâî Uad ̸= ∅, òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Uad ⊂ U â ñèëó òåîðåìû 2.5.1

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x(u) çàäà÷è (2.6.1), (2.6.2).

Òåîðåìà 2.6.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(2.6.1) � (2.6.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.5.1 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð

(L
d

dt
+M +B) : X → U

åñòü ãîìåîìîðôèçì. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (2.6.4) ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

J(x, u) = J(u) = β∥x(u)− zd∥2L2(0,T ;H)
+ (1− β)∥u∥2L2(0,T ;H

∗). (2.6.5)

Ïóñòü {um} ⊂ Uad � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî

lim
m→∞

J(um) = inf
u∈Uad

J(u),

òîãäà èç (2.6.5) âûòåêàåò, ÷òî

∥um∥L2(0,T ;H∗) ≤ const, ∥xm∥L2(0,T ;H) ≤ const (2.6.6)

ïðè âñåõ m ∈ N. Èç (2.6.6) (ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

èçâëå÷åì ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü um ⇀ ũ. Â ñèëó òåîðåìû

Ìàçóðà 1.1.2 òî÷êà ũ ∈ Uad. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xm = x(um) ñëàáîå îáîáùåííîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L
.
xm +Mxm +B(xm, xm) = um. (2.6.7)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.5.1, â ñèëó àïðèîðíûõ îöåíîê (2.5.8) ïî-

ëó÷èì, ÷òî

xm ⇀ x̃ ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coim L);
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xm ⇀ x̃ ñëàáî â L2(0, T ;H);

B(xm, xm)⇀ B(x̃, x̃) ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ;H∗).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (2.6.7) è ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+B(x̃, x̃) = ũ.

Ñëåäîâàòåëüíî, x̃ = x̃(ũ) è lim inf J(um) ≥ J(u). Çíà÷èò, u åñòü îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå â çàäà÷å (2.6.1) � (2.6.3).
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Ãëàâà 3. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ

ôèëüòðàöèè è äåôîðìàöèè

3.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè Îñêîëêîâà

íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (3.1.1)

äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u. (3.1.2)

Ðàññìîòðèì óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (3.1.3)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω (3.1.4)

äëÿ ìîäåëè (1.4.1), (1.4.2).

Êàê è â ï. 1.4, îáîçíà÷èì ÷åðåç H =
◦
W 1

2(Ω), B = Lp(Ω), H = L2(Ω), {φk}
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

M =

 H, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H :

∫
Ω

(−α∆x+ |x|p−2x)φ1 ds =
∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = −λ1,

coim L =

 H, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,



113

è ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, åñëè λ > −λ1;
I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = −λ1.

Ïóñòü x1 = Px. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.2) íà-

çîâåì ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

T∫
0

φ(t)

[∫
Ω

(
λxtw +∇xt · ∇w + α∇x · ∇w + |x|p−2xw

)
ds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

uwds

]
dt ∀w ∈

◦
W 1

2(Ω), ∀φ ∈ L2(0, T ).

(3.1.5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.1.4).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;L2k(Ω)),
dx1

dt
∈ L2(0, T ; coim L).

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.2) íàçî-

âåì ôóíêöèþ x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (3.1.5). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.1.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.1.3).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1)

îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω). Âûáåðåì â L2(Ω) îðòîíîðìàëüíóþ ñè-

ñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì

ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1.1) � (3.1.3) è çàäà÷è (3.1.1),

(3.1.2), (3.1.4) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (3.1.6)
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ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫
Ω

(
λxmtw +∇xmt · ∇φi(s) + α∇xm · ∇φi(s) + |xm|p−2xmφi(s)

)
ds =

=
∫
Ω

uφi(s)ds, i = 1, ...,m,
(3.1.7)

è â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.1.3) � óñëîâèÿìè∫
Ω

[λ (xm(s, 0)− x0(s))φi(s) +∇ (xm(s, 0)− x0(s)) · ∇φi(s)] ds = 0, (3.1.8)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (3.1.4) � óñëîâèÿìè∫
Ω

(xm(s, 0)− x0(s))φi(s)ds = 0. (3.1.9)

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2+ 4
n−2 èëè n = 2,

p ∈ (1,+∞), òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) òàêèõ, ÷òî

âûïîëíåíî (2.1.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (3.1.1),

(3.1.2), (3.1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Óìíîæèì óðàâíåíèå
(3.1.2) ñêàëÿðíî íà x, ïðîèíòåãðèðóåì ïî (0, t) è ïîëó÷èì

t∫
0

∫
Ω

((λ−∆)xτx− α∆xx+ |x|p)dsdτ =

t∫
0

∫
Ω

uxdsdτ ;

t∫
0

∫
Ω

(λxτx+∇xτ · ∇x+ α(∇x)2 + |x|p)dsdτ ≤
t∫

0

∥x∥ ◦
W 1

2(Ω)
∥u∥W−1

2 (Ω)dτ ;

t∫
0

∫
Ω

(
1

2

d

dτ
(λx2 + (∇x)2) + α(∇x)2 + |x|p)dsdτ ≤

t∫
0

∥x∥ ◦
W 1

2(Ω)
∥u∥W−1

2 (Ω)dτ ;

C3|x|L∞(0,t;coimL) + C4∥x∥2
L2(0,t;

◦
W 1

2(Ω))
+ C5∥x∥pLp(0,t;Lp(Ω))

≤

≤ C1∥u∥L2(0,T ;W
−1
2 (Ω)) + C2∥x(0)∥2◦

W 1
2(Ω)

, Ci > 0, i = 1, .., 5.

Èç òåîðåìû 2.1.1 è ëåììû 1.4.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.
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Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;B), ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)}.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2+ 4
n−2 èëè n = 2,

p ∈ (1,+∞), òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (3.1.1) � (3.1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.2.1 è ëåììû 1.4.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Â öèëèíäðå QT = Ω×(0, T ) ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) =
1

2

T∫
0

∥x− zd∥2◦
W 1

2(Ω)
dt+

N

2

T∫
0

∥u∥2
W−1

2 (Ω)
dt→ inf (3.1.10)

äëÿ ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè (3.1.1), (3.1.2) ñ óñëîâèåì Êî-

øè (3.1.4). Âûáåðåì Uad ⊂ L2(0, T ;W
−1
2 (Ω)) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå

ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (I−Q)u = 0.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2+ 4
n−2 èëè n = 2,

p ∈ (1,+∞), òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4), (3.1.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.4.1 è ëåììû 1.4.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè

Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè (3.1.1), (3.1.2) ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà �

Ñèäîðîâà (3.1.3). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé U1 = L2(0, T ;W
−1
2 (Ω)) è

âûáåðåì íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî U1
ad, òîãäà ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1.4. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2 + 4
n−2 èëè n = 2,

p ∈ (1,+∞), òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.1.1) � (3.1.3), (3.1.10).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.3.1 è ëåììû 1.4.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.1.1) � (3.1.3).

Òåîðåìà 3.1.5. Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2 + 4
n−2 èëè

n = 2, p ∈ (1,+∞), åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.1.10), òî

ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H) òàêàÿ, ÷òî

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u,

(−λ+∆)yt − α∆y + (p− 1)|x|p−2y = (−∆)(x(u)− zd), (s, t) ∈ QT ,

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (−λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

(y +N(−∆)−1(u))(v − u)dsdt ≥ 0 ∀v ∈ U1
ad.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à x = x(u) � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñîñòîÿíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë u → J(u) äèôôåðåíöèðóåì

ïî Ãàòî. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

X = d
dτJ(u+ τ(v − u))|τ=0 =

= d
dτ [

1
2

∫
QT

(∇(x(u+ τ(v − u))− zd))
2dsdt+

+N
2

∫
QT

((−∆)−
1
2 (u+ τ(v − u))2dsdt]|τ=0 =

= [
∫
QT

∇(x(u+ τ(v − u))− zd)∇(x′τ(u+ τ(v − u)))dsdt+

+N
∫
QT

(−∆)−
1
2 (u+ τ(v − u))(−∆)−

1
2 (v − u)dsdt]|τ=0 =

=
∫
QT

(−∆)(x(u)− zd)x̂dsdt+
∫
QT

(−∆)−1(u)(v − u)dsdt,

ãäå x̂ çàäàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

(λ−∆)x̂t −∆x̂+ (p− 1)|x|p−2x̂ = v − u, (3.1.11)
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(λ−∆)(x̂(s, 0)) = 0, s ∈ Ω; x̂(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.1.12)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.2.1, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1.11), (3.1.12). Êðîìå òîãî, åñëè u � îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî X ≥ 0 ∀u ∈ U1
ad.

Ââåäåì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå y ïðè ïîìîùè çàäà÷è

(−λ+∆)yt −∆y + (p− 1)|x|p−2y = (−∆)(x(u)− zd), (3.1.13)

(−λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω; y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.1.14)

Ïî òåîðåìå 2.2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.13), (3.1.14).

Óìíîæèì (3.1.13) íà x̂ è, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî QT , ïîëó÷èì∫
QT

[(−λ+∆)yt −∆y + (p− 1)|x|p−2y]x̂dsdt =

=

∫
QT

(−∆)(x(u)− zd)x̂dsdt. (3.1.15)

Ïðåîáðàçóÿ (3.1.15), ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà è (3.1.14), ïîëó÷àåì∫
QT

[(λ−∆)x̂t −∆x̂+ (p− 1)|x|p−2x̂]ydsdt =

∫
QT

(x(u)− zd)x̂dsdt =

∫
QT

(v − u)ydsdt,

òîãäà ∫
QT

y(v − u)dsdt+

∫
QT

N(−∆)−1(u)(v − u)dsdt ≥ 0.

3.2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè äèíàìèêè

ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞. Â öèëèí-

äðå Ω × R+ ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ æèäêîñòè Êåëü-

âèíà � Ôîéãòà

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R, (3.2.1)
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(1− κ∇2)xt = ν∇2x− (x · ∇)x− p+ u, ∇(∇ · x) = 0, (3.2.2)

ãäå êîýôôèöèåíò ñèñòåìû κ−1 ≥ λ1 � âðåìÿ ðåòàðäàöèè, õàðàêòåðèçóþùåå

óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè (λ1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è (1.5.2)). Äëÿ ìîäåëè (3.2.1), (3.2.2) ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå

óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(1− κ∇2)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω. (3.2.3)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(1− κ∇2)xt − ν∇2x+ (x · ∇)x = u. (3.2.4)

Êàê è â ï. 1.5, ïîëîæèì H = H1
σ, H = Lσ, òîãäà ÷åðåç H∗ îáîçíà÷èì

ïðîñòðàíòñâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó H, îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ < ·, · >. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.5.2), à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ïðè óñëîâèè κ−1 ≥ λ1 ìíîæåñòâî

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0 ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2.4) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:
T∫
0

φ(t)

[∫
Ω

(
(xt · w) + κ(∂xt

∂si
· ∂w
∂si

) + ( ∂x∂si ·
∂w
∂si

) +
n∑

i=1

xi(x · ∂w
∂si

)

)
ds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

u · wds
]
dt ∀w ∈ Hσ, ∀φ ∈ L2(0, T ),

(3.2.5)

ãäå ïîä (·, ·) ïîíèìàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.2.4) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.2.3).



119

Ñèñòåìà {φk} â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1) îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâàõ Lσ,

Hσ. Âûáåðåì â Lσ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ...,

φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (3.2.1), (3.2.3), (3.2.4) â âèäå

xm(t) =
m∑
i=1

ai(t)φi, m > l, (3.2.6)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫
Ω

(
(xmt · φi) + κ(∂xmt

∂si
· ∂φi

∂si
) + (∂xm

∂si
· ∂φi

∂si
) +

n∑
i=1

xmi(xm · ∂φi

∂si
)

)
ds =

=
∫
Ω

(u · φi)ds, i = 1, ...,m,
(3.2.7)

è óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà∫
Ω

(1− κ∇2) (xm(s, 0)− x0(s)) · φi(s)ds = 0. (3.2.8)

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü κ−1 ≥ λ1, ν ∈ R+, n = 2, 3, 4, òîãäà ïðè ëþáûõ

x0 ∈ Hσ è u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X

çàäà÷è (3.2.1), (3.2.3), (3.2.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.5.1 è ëåì-

ìû 1.5.1.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.2.2) â âèäå:

(1− κ∇2)xt − ν∇2x+ (x · ∇)x− u = −p

è îïðåäåëèì îïåðàòîð

A(x) ≡ L
.
x +Mx+B(x, x).

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü κ−1 ≥ λ1, ν ∈ R+, n = 2, 3, 4 è ïðè ëþáûõ x0 ∈ Hσ

è u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) ôóíêöèÿ x ∈ X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2.1),

(3.2.3), (3.2.4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ p ∈ L2(0, T ;

L2(Ω)/R)) òàêàÿ, ÷òî ïàðà (x,p) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å (3.2.1) � (3.2.3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð-ôóíêöèÿ x ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíè-

åì çàäà÷è (3.2.1) � (3.2.3), åñëè âûïîëíåíî

T∫
0

φ(t) < A(x)− u,w > dt = 0, ∀w ∈ Hσ.

Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâà-

ëåíòíî

< A(x)− u,w >= 0, ∀w ∈ Hσ,

ãäå A(x) − u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Òîãäà â ñèëó ëåììû 1.2.1 ñóùåñòâóåò p ∈
L2(0, T ;H1(Ω)) òàêîé, ÷òî A(x)− u = −p.

Çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé U = L2(0, T ;H−1(Ω)), ïîñòîðîèì ôóíê-

öèîíàë êà÷åñòâà

J(x, u) = β∥x− zd∥2L2(0,T ;Hσ)
+ (1− β)∥u∥2L2(0,T ;H−1(Ω)).

Âûáåðåì Uad ⊂ L2(0, T ;H−1(Ω)) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf, u ∈ Uad, (3.2.9)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.2.1) � (3.2.3). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü κ−1 ≥ λ1, ν ∈ R+, n = 2, 3, 4, òîãäà ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.2.1) � (3.2.3), (3.2.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.6.1 è ëåì-

ìû 1.5.1.

3.3. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà

Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R+ (3.3.1)
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è óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ+∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (3.3.2)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω (3.3.3)

äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(−λ−∆)xt + α1x+ α2x
3 + α3x

5 + ...+ αk−1x
2k−3 + αkx

2k−1 = u. (3.3.4)

Àíàëîãè÷íî ï. 1.6 ïîëîæèì H =
◦
W 1

2(Ω), Bj = L2j(Ω), H = L2(Ω). Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà-
÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ

ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïðè óñëîâèè λ ≤ λ1

coim L = {x ∈
◦
W

1
2(Ω) : ⟨x, φ⟩ = 0, åñëè ∀φ ∈ kerL \ {0}}.

Ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, åñëè λ < λ1;

I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = λ1.

Ïóñòü x1 = Px. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =


L2k(Ω), åñëè λ < λ1;

{x ∈ L2k(Ω) :
∫
Ω

(α1x+ α2x
3 + α3x

5 + ...+

+αk−1x
2k−3 + αkx

2k−1)φ1 ds =
∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = λ1.

(3.3.5)

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;M),
dx

dt
∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.4) íà-

çîâåì ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

T∫
0

φ(t)

∫
Ω

(
−λxtw +∇xt · ∇w + (α1x+ α2x

3 + α3x
5 + ...+ αk−1x

2k−3+



122

+αkx
2k−1)w

)
ds
]
dt =

T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

uwds

]
dt

∀w ∈
◦
W 1

2(Ω),∀φ ∈ L2(0, T ).

(3.3.6)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.4) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.3.3).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;L2k(Ω)),
dx1

dt
∈ L2(0, T ; coim L)}.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.4) íàçî-

âåì ôóíêöèþ x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (3.3.6). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.3.4) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.3.2).

Ñèñòåìà {φk} â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1) îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).

Âûáåðåì â L2(Ω) îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ...,

φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (3.3.1), (3.3.2), (3.3.4) è çàäà÷è (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (3.3.7)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫
Ω

(
−λxtφi +∇xt · ∇φi + (α1x+ α2x

3 + α3x
5 + ...+ αk−1x

2k−3+

+αkx
2k−1)φi

)
ds =

∫
Ω

uφids, i = 1, ...,m,
(3.3.8)

è â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.3.2) � óñëîâèÿìè∫
Ω

[−λ (xm(s, 0)− x0(s))φi(s) +∇ (xm(s, 0)− x0(s)) · ∇φi(s)] ds = 0, (3.3.9)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (3.3.3) � óñëîâèÿìè∫
Ω

(xm(s, 0)− x0(s))φi(s)ds = 0. (3.3.10)
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Óðàâíåíèÿ (3.3.8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), B
m =

span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 3.3.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈
◦
W 1

2(Ω) è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;B
m) çàäà÷è (3.3.8), (3.3.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 1.6.1, 2.2.1.

Ëåììà 3.3.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;M) çàäà÷è (3.3.8), (3.3.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 1.6.1, 2.1.1.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü k = 2 ïðè n = 4, èëè k ≤ 3 ïðè n = 3, èëè

k ∈ N ïðè n = 1, 2 è λ ≤ λ1, αj ∈ R+. Òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈
◦
W 1

2(Ω) è

u ∈ L 2k
2k−1

(0, T ;L 2k
2k−1

(Ω)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è

(3.3.1), (3.3.2), (3.3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Â ñèëó ïðèíöèïà

Êóðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç íàäïðîñòðàíñòâà
◦
W 1

2(Ω). Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (3.3.8) íà ai(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû

ñëîæèì ïî i = 1, ...,m è ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t)

t∫
0

∫
Ω

[
−λxm

dxm(s, τ)

dτ
− xm(s, τ)∆(

dxm(s, τ)

dτ
) + α1x

2
m(s, τ) + α2x

4
m(s, τ) + ...+

+αkx
2k
m (s, τ)

]
dsdτ =

t∫
0

∫
Ω

u(s, τ)xm(s, τ)dsdτ ;

t∫
0

∫
Ω

[
1

2

d

dτ
(−λx2m +∇xm · ∇xm) + αx2m + α1x

4
m + ...+ αkx

2k
m

]
dsdτ ≤

≤
t∫

0

∥xm∥L2k(Ω)∥u∥L 2k
2k−1

(Ω)dτ ≤ ∥xm∥L2k(0,T ;L2k(Ω))∥u∥L 2k
2k−1

(0,T ;L 2k
2k−1

(Ω));
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|xm|2L∞(0,t;coimL) + C1∥xm∥2kL2k(0,t;L2k(Ω))
≤

≤ C3∥u∥L 2k
2k−1

(0,T ;L 2k
2k−1

(Ω)) + C2∥xm(0)∥2L∞(0,t;coimL), Ci > 0, i = 1, 2, 3.

Èç òåîðåìû 2.2.2 è ëåììû 1.6.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü k = 2 ïðè n = 4, èëè k ≤ 3 ïðè n = 3, èëè k ∈ N ïðè

n = 1, 2 è λ ≤ λ1, αj ∈ R+. Òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è L 2k
2k−1

(0, T ;L 2k
2k−1

(Ω))

òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (2.1.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X

çàäà÷è (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1.2 è ëåììû 1.6.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîùåí-

íîé ìîäåëè Õîôôà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) =
1

2k
∥x− zd∥2kL2k(QT )

+
2k − 1

2k
∥u∥

2k
2k−1

L 2k
2k−1

(QT )
, J(x, u) → inf (3.3.11)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.3.1), (3.3.2), (3.3.4) èëè (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4).

Âûáåðåì Uad ⊂ L 2k
2k−1

(QT ) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X×Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.3.1), (3.3.2), (3.3.4), (3.3.11), åñëè

J(x̃, ũ) = inf
(x,u)

J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X × Uad óäîâëåòâîðÿþò (3.3.1), (3.3.2), (3.3.4); âåêòîð-

ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü k = 2 ïðè n = 4, èëè k ≤ 3 ïðè n = 3, èëè k ∈ N

ïðè n = 1, 2 è λ ≤ λ1, αj ∈ R+, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈
◦
W 1

2(Ω) ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.3.1), (3.3.2), (3.3.4), (3.3.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.3.2 è ëåììû 1.6.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåí-

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà (3.3.1), (3.3.4) ñ óñëîâèåì Êîøè (3.3.3).

Âûáåðåì U1
ad ⊂ L 2k

2k−1
(QT ) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíåíî (I−Q)u = 0.

Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü k = 2 ïðè n = 4, èëè k ≤ 3 ïðè n = 3, èëè k ∈ N

ïðè n = 1, 2 è λ ≤ λ1, αj ∈ R+, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.4.2 è ëåììû 1.6.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ìî-

äåëè Õîôôà ïðè k = 1.

Òåîðåìà 3.3.5. Ïóñòü k = 1 ïðè n ≤ 4 è λ ≤ λ1, αj ∈ R+, åñëè u

� îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.3.11), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈
L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H) òàêîé, ÷òî

(−λ−∆)xt + αx+ βx3 = u,

(λ+∆)yt + αy + 3βx2y = (x− zd)
3, (s, t) ∈ QT ,

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ+∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω, (3.3.12)∫
QT

(y + u
1
3 )(v − u)dsdt ≥ 0 ∀v ∈ Uad. (3.3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à x = x(u) � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñîñòîÿíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë u → J(u) äèôôåðåíöèðóåì

ïî Ôðåøå; âû÷èñëèì

d

dτ
J(u+ τ(v − u))|τ=0 = X.
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Èìååì
d
dτJ(u+ τ(v − u))|τ=0 =

d
dτ [

1
4

∫
QT

(x(u+ τ(v − u))− zd)
4dsdt+

+3
4

∫
QT

(u+ τ(v − u))
4
3dsdt]|τ=0 =

= [
∫
QT

(x(u+ τ(v − u))− zd)
3x′τ(u+ τ(v − u))dsdt+

+
∫
QT

(u+ τ(v − u))
1
3 (v − u)dsdt]|τ=0 =

=
∫
QT

(x(u)− zd)
3x̂dsdt+

∫
QT

u
1
3 (v − u)dsdt,

ãäå x̂ çàäàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

(−λ−∆)x̂t + αx̂+ 3βx2x̂ = v − u, (3.3.14)

x̂(s, 0) = 0, s ∈ Ω; x̂(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.3.15)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.2.1, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3.14), (3.3.15). Êðîìå òîãî, åñëè u � îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî X ≥ 0 ∀u ∈ Uad.

Ââåäåì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå y ïðè ïîìîùè çàäà÷è

(λ+∆)yt + αy + 3βx2y = (x− zd)
3, (3.3.16)

(λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω; y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.3.17)

Ïî òåîðåìå 2.2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.16), (3.3.17).

Ñêàëÿðíî óìíîæèì (3.3.16) íà x̂ è ïîëó÷èì∫
QT

[(λ+∆)yt + αy + 3βx2y]x̂dsdt =

∫
QT

(x− zd)
3x̂dsdt. (3.3.18)

Ïðåîáðàçóåì (3.3.18), ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà è (3.3.17), è ïîëó÷èì∫
QT

[(−λ−∆)x̂t + αx̂+ 3βx2x̂]ydsdt =

∫
QT

(x− zd)
3x̂dsdt =

∫
QT

(v − u)ydsdt,

òîãäà ∫
QT

(v − u)ydsdt+

∫
QT

(v − u)u
1
3dsdt =

∫
QT

(v − u)(y + u
1
3 )dsdt ≥ 0.
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3.4. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê

Ïóñòü G = G(V ; E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå V =

{Vi}Mi=1 � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1 � ìíîæåñòâî äóã. Íà ãðàôå G

ðàññìîòðèì ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê

−λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j + ...+ αk

jx
2k−1
j = uj,

äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N,
(3.4.1)

∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0, (3.4.2)

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t). (3.4.3)

Äëÿ ìîäåëè (3.4.1) � (3.4.3) ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Êîøè

xj(s, 0) = x0j(s), äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), (3.4.4)

èëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ+∆)(xj(s, 0)− x0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj). (3.4.5)

Êàê è â ï. 1.7, ïîëîæèì H = L2(G), H = {x = (x1, x2, ..., xj, ...) : xj ∈
W 1

2 (0, lj), Bn = L2n(G) è ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0, ∀φ ∈ kerL \ {0}},

M =



L2k(G), λ+ a < µ1;

{x ∈ L2k(G) :
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(α1
jxj + α2

jx
3
j + α3

jx
5
j + ...+ αk−1

j x2k−3
j +

+αk
jx

2k−1
j )φ1i ds =

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujφ1i ds}, i = 1, r, λ+ a = µ1,

(3.4.6)

è ïðîåêòîðû

P = Q =


I, λ+ a < µ1;

I−
∑

λ+a=µ1

⟨·, φ1i⟩ .
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Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;M)),
dx

dt
∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4.1) íà-

çîâåì ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

T∫
0

φ(t)

[ ∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(
−λxjtwj +∇xjt · ∇wj + (α1

jxj + α2
jx

3
j + αk

jx
2k−1
j

)
wjds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujwjds

]
dt ∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(3.4.7)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4.1) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.4.4).

Ïóñòü x1 = Px. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;L2k(G)),
dx1

dt
∈ L2(0, T ; coim L)}.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4.1) íàçî-

âåì ôóíêöèþ x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (3.4.7). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.4.1) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.4.5).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L â ñèëó âëîæåíèé (2.1.1)

îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(G). Âûáåðåì â L2(G) îðòîíîðìàëüíóþ

ñèñòåìó {φi = (φi
1, φ

i
2, ..., φ

i
j, ...)} òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL,

dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.4.1)

� (3.4.3), (3.4.4) è çàäà÷è (3.4.1) � (3.4.3), (3.4.5) â âèäå

xmj (s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi
j(s), m > l, (3.4.8)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(
−λxjtφi

j +∇xjt · ∇φi
j + (α1

jx
m
j + α2

j(x
m
j )

3 + α3
j(x

m
j )

5+

+...+ αk−1
j (xmj )

2k−3 + αk
j (x

m
j )

2k−1
)
φi
jds =

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujφ
i
jds,

(3.4.9)
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è â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.4.5) � óñëîâèÿìè

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

[
−λ

(
xmj (s, 0)− xj0(s)

)
φi
j(s)+

+∇
(
xmj (s, 0)− xj0(s)

)
· ∇φi

j(s)
]
ds = 0,

(3.4.10)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (3.4.4) � óñëîâèÿìè

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(
xmj (s, 0)− x0j(s)

)
φi
j(s)ds = 0. (3.4.11)

Óðàâíåíèÿ (3.4.9) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), B
m =

span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 3.4.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H èm > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;B
m) çàäà÷è (3.4.9), (3.4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 1.7.1, 2.2.1.

Ëåììà 3.4.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;M) çàäà÷è (3.4.9), (3.4.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 1.7.1, 2.1.1.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü λ+ a ≤ µ1 è α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k. Òîãäà ïðè ëþáûõ

x0 ∈ M, u ∈ L 2k
2k−1

(0, T ;B∗
k) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (2.1.4), ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (3.4.1) � (3.4.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Â ñèëó ïðèíöèïà

Êóðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç íàäïðîñòðàíñòâà

L2(Ω). Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå (3.4.9) íà aij(t) ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû

ñëîæèì ïî i = 1, ...,m è ïðîèíòåãðèðóåì íà (0, t)

t∫
0

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

[
−λxmj

dxm
j

dτ − xmj ∆(
dxm

j

dτ ) + α1
j(x

m
j )

2 + α2
j(x

m
j )

4 + ...+

+αk
j (x

m
j )

2k
]
dsdτ =

t∫
0

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujx
m
j dsdτ ;
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t∫
0

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

[
1
2

d
dτ (−λ(x

m
j )

2 + (
dxm

j

ds )
2 + α1

j(x
m
j )

2 + α2
j(x

m
j )

4 + ...+

+αk
j (x

m
j )

2k
]
dsdτ =

t∫
0

∥u∥B∗
k
∥xm∥Bk

dτ ;

|xm|L∞(0,t;coimL) + C1∥xm∥2kBk
≤

≤ C2∥u∥
2k

2k−1

L 2k
2k−1

(0,t;B∗
k)
+ C3∥xm(0)∥2L∞(0,t;coimL), Ci > 0, i = 1, 2.

Èç òåîðåìû 2.2.2 è ëåììû 1.7.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü λ+ a ≤ µ1 è α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k. Òîãäà ïðè ëþáûõ

x0 ∈ H è u ∈ L 2k
2k−1

(0, T ;B∗
k) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1

çàäà÷è (3.4.1) � (3.4.3), (3.4.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1.2 è ëåììû 1.7.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (3.4.1) �

(3.4.3). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (3.4.12)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.4.1) � (3.4.4) èëè (3.4.1) � (3.4.3), (3.4.5), ãäå ôóíêöèîíàë

ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå:

J(x, u) =
1

2k
∥x− zd∥2kL2k(0,T ;L2k(G)) +

2k

2k − 1
∥u∥

2k−1
2k

L 2k
2k−1

(0,T ;L 2k
2k−1

(G)).

Îïðåäåëåíèå 3.4.3. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X×Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.4.1) � (3.4.3), (3.4.5), (3.4.12), åñëè

J(x̃, ũ) = inf
(x,u)

J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X × Uad óäîâëåòâîðÿþò (3.4.1) � (3.4.3), (3.4.5); âåêòîð-

ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Âûáåðåì Uad ⊂ L 2k
2k−1

(0, T ;L 2k
2k−1

(G)) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíî-

æåñòâî. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.4.3. Ïóñòü λ ≤ λ1, α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈

H ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.4.1) � (3.4.3), (3.4.5),

(3.4.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.3.2 è ëåììû 1.7.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (3.4.1) �

(3.4.3) ñ óñëîâèåì Êîøè (3.4.4). Âûáåðåì U1
ad ⊂ L 2k

2k−1
(G) � íåïóñòîå, çàìêíó-

òîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (I−Q)u = 0.

Òåîðåìà 3.4.4. Ïóñòü λ ≤ λ1, α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k, òîãäà ïðè ëþáûõ

x0 ∈ M ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.4.1) � (3.4.4),

(3.4.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.4.2 è ëåììû 1.7.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ìî-

äåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê ïðè k = 1.

Òåîðåìà 3.4.5. Ïóñòü λ ≤ λ1, α
1
j , α

2
j ∈ R+, åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëå-

íèå â çàäà÷å (3.4.12), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L∞(0, T ; coimL)∩L2(0, T ;H)

òàêîé, ÷òî

−λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j = uj, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N,

λyjt + yjtss + α1
jyj + α2

j3x
2
jy = (xj − zjd)

3, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N,∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0,

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t),∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djyjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

dryrs(lr, t) = 0,
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yr(0, t) = yj(0, t) = yh(lh, t) = ym(lm, t),

(λ+∆)(xj(s, 0)− x0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj),

(λ+∆)(yj(s, T )− y0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj),

T∫
0

φ(t)

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(yj + u
1
3

j )(vj − uj)ds

 dt ≥ 0 ∀v ∈ Uad.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçà-

òåëüñòâó òåîðåìû 3.4.4.

3.5. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

Â öèëèíäðå Ω × R+ ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R+, (3.5.1)

∂

∂t
(λx−∆x)−∆px+ α|x|p−2x = u, p > 2, α ≥ 0. (3.5.2)

Äëÿ ìîäåëè (3.5.1), (3.5.2) ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñè-

äîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (3.5.3)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω. (3.5.4)

Êàê è â ï. 1.8, ïîëîæèì H = L2(Ω), H =
◦
W 1

2(Ω), B =
◦
W 1

p(Ω), H
∗ =

W−1
2 (Ω), B∗ = W−1

q (Ω), 1
p + 1

q = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

coim L = {x ∈
◦
W

1
2(Ω) : ⟨x, φ⟩ = 0, åñëè ∀φ ∈ kerL \ {0}},
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M =

 B, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ B :

∫
Ω

(
−∆px+ α|x|p−2x

)
φ1 ds =

∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = −λ1

è ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, åñëè λ > −λ1;
I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = −λ1.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;M),
dx

dt
∈ L2(0, T ; H)}.

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5.2) íà-

çîâåì ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

T∫
0

φ(t)

[∫
Ω

(
λxtw +∇xt · ∇w +

n∑
i=1

| ∂x∂si |
p−2 ∂x

∂si
∂w
∂si

+ α|x|p−2xw

)
ds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

uwds

]
dt ∀w ∈

◦
W 1

2(Ω), ∀φ ∈ L2(0, T ).

(3.5.5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.5.4).

Ïóñòü x1 = Px. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;
◦
W 1

p(Ω)),
dx1

dt
∈ L2(0, T ; coim L).

Îïðåäåëåíèå 3.5.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5.2) íàçî-

âåì ôóíêöèþ x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (3.5.5). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.5.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.5.3).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L â ñèëó âëîæåíèé (1.3.8)

îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω). Âûáåðåì â L2(Ω) îðòîíîðìàëüíóþ ñè-

ñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì

ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5.1) � (3.5.3) è çàäà÷è (3.5.1),

(3.5.2), (3.5.4) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (3.5.6)
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ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫
Ω

(
λxtφi +∇xt · ∇φi +

n∑
i=1

| ∂x∂si |
p−2 ∂x

∂si

∂φi

∂si
+ α|x|p−2xφi

)
ds =

∫
Ω

uφids, (3.5.7)

è â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.5.3) � óñëîâèÿìè∫
Ω

[λ (xm(s, 0)− x0(s))φi(s) +∇ (xm(s, 0)− x0(s)) · ∇φi(s)] = 0, (3.5.8)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (3.5.4) � óñëîâèÿìè∫
Ω

(xm(0)− x0)φids = 0. (3.5.9)

Óðàâíåíèÿ (3.5.7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), B
m =

span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 3.5.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈
◦
W 1

p(Ω) è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;B
m) çàäà÷è (3.5.7), (3.5.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 2.2.1, 1.8.1.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ B, T ∈ R+, u ∈
Lq(0, T ;B

∗), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (3.5.1) �

(3.5.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.2.3 è ëåììû 1.8.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3.5.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;M) çàäà÷è (3.5.7), (3.5.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 2.1.1, 1.8.1.

Òåîðåìà 3.5.2. Ïóñòü λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈
Lq(0, T ;B

∗) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (2.1.33), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå x ∈ X çàäà÷è (3.5.1), (3.5.2), (3.5.4).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1.3 è ëåììû 1.8.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðî-

âîäíèêå. Â öèëèíäðåQT = Ω×(0, T ) ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ

J(x, u) → inf (3.5.10)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.5.1), (3.5.2), (3.5.4) èëè (3.5.1) � (3.5.3), ãäå ôóíêöèîíàë

ñòîèìîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

J(x, u) =
1

p

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pB dt+
N

q

T∫
0

∥u(t)∥qB∗ dt,

zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå. Ôèêñèðóåì T ∈ R+. Âûáåðåì U1
ad ⊂ Lq(0, T ;

W−1
q (Ω)) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íåíî (I−Q)u(t) = 0.

Òåîðåìà 3.5.3. Ïóñòü λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.5.1), (3.5.2), (3.5.4), (3.5.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.4.1 è ëåììû 1.8.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðî-

âîäíèêå (3.5.1), (3.5.2) ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.5.3). Âûáåðåì

Uad ⊂ Lq(0, T ;W
−1
q (Ω)) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 3.5.4. Ïóñòü λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ B ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.5.1) � (3.5.3), (3.5.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.3.1 è ëåììû 1.8.1 âûòåêàåò äàííûé ðåçóëüòàò.
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Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.5.1) � (3.5.3).

Òåîðåìà 3.5.5. Ïóñòü λ ≥ −λ1, åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å

(3.5.10), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;B) òàêîé,

÷òî
∂

∂t
(λx−∆x)−∆px+ αλ|x|p−2x = u,

∂

∂t
(−λ+∆)y − ∂

∂si
((p− 1)|xsi|p−2)y + α(p− 1)|x|p−2y =

=
n∑

i=1

∂

∂si
(| ∂
∂si

(x(u)− zd)|p−1)sign(
∂

∂si
(x(u)− zd)),

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (λ−∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

y(u− v)dsdt+

T∫
0

∥u∥q−1

W−1
q (Ω)

(∥u∥W−1
q (Ω))

′
u(v − u)dt ≥ 0 ∀v ∈ Uad.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à x = x(u) � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñîñòîÿíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë u → J(u) äèôôåðåíöèðóåì

ïî Ãàòî.

X = d
dτJ(u+ τ(v − u))|τ=0 =

= d
dτ [

1
p

T∫
0

n∑
i=1

∥ ∂
∂si

(x(u+τ(v− u))−zd)∥pLp(Ω)
dt+ N

q

T∫
0

∥u+τ(v − u)∥q
W−1

q (Ω)
dt]|τ=0 =

= d
dτ [

1
p

T∫
0

n∑
i=1

∫
Ω

| ∂
∂si

(x(u+ τ(v − u))− zd)|pLp(Ω)
dsdt+

+N
q

T∫
0

∥u+ τ(v − u)∥q
W−1

q (Ω)
dt]|τ=0 =

= [
T∫
0

n∑
i=1

∫
Ω

| ∂
∂si

(x(u+ τ(v − u))− zd)|p−1| ∂
∂si

(x(u+ τ(v − u))− zd)|′τdsdt+

+N
T∫
0

∥u+ τ(v − u)∥q−1

W−1
q (Ω)

(∥u+ τ(v − u)∥W−1
q (Ω))

′
(u+τ(v−u))(v − u)dt]|τ=0 =

= [
T∫
0

n∑
i=1

∫
Ω

| ∂
∂si

(x(u)− zd)|p−1sign( ∂
∂si

(x(u)− zd))
∂x̂
∂si
dsdt+

+
T∫
0

∥u∥q−1

W−1
q (Ω)

(∥u∥W−1
q (Ω))

′
u(v − u)dt,
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ãäå x̂ çàäàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

∂

∂t
(λ−∆)x̂+ (p− 1)|xsi|p−2x̂si + α(p− 1)|x|p−2x̂ = v − u, (3.5.11)

(λ−∆)x̂(s, 0) = 0, s ∈ Ω; x̂(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.5.12)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.2.3, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5.11), (3.5.12). Êðîìå òîãî, åñëè u � îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî X ≥ 0 ∀u ∈ Uad.

Ââåäåì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå y ïðè ïîìîùè çàäà÷è

∂

∂t
(−λ+∆)y − ∂

∂si
((p− 1)|xsi|p−2)y + α(p− 1)|x|p−2y =

=
n∑

i=1

∂

∂si
(| ∂
∂si

(x(u)− zd)|p−1)sign(
∂

∂si
(x(u)− zd)), (3.5.13)

(−λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω; y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.5.14)

Ïî òåîðåìå 2.2.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.5.13), (3.5.14).

Óìíîæèì (3.5.13) íà x̂ è ïîëó÷èì∫
QT

[
∂

∂t
(−λ+∆)y − (p− 1)

∂

∂si
(|xsi|p−2)y + α(p− 1)|x|p−2y]x̂dsdt =

=

∫
QT

n∑
i=1

∂

∂si
(| ∂
∂si

(x(u)− zd)|p−1)sign(
∂

∂si
(x(u)− zd))x̂dsdt. (3.5.15)

Ïðåîáðàçóåì (3.5.13), ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà è (3.5.14), ïîëó÷èì∫
QT

[
∂

∂t
(λ−∆)x̂− (p− 1)

∂

∂si
(|xsi|p−2)x̂+ α(p− 1)|x|p−2x̂]ydsdt =

=

∫
QT

∂

∂si
| ∂
∂si

(x(u)− zd)|p−1sign(
∂

∂si
(x(u)− zd))x̂dsdt =

∫
QT

(v − u)ydsdt,

òîãäà ∫
QT

y(u− v)dsdt+

T∫
0

∥u∥q−1

W−1
q (Ω)

(∥u∥W−1
q (Ω))

′
u(v − u)dt ≥ 0.
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3.6. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà

Â öèëèíäðå Ω×R+ ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèëüòðàöèîííóþ ìîäåëü

Áóññèíåñêà

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (3.6.1)

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u. (3.6.2)

Äëÿ ìîäåëè (3.6.1), (3.6.2) ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñè-

äîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (3.6.3)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω. (3.6.4)

Êàê è â ï. 1.9, ïîëîæèì H = W−1
2 (Ω), H = L2(Ω), B = Lp(Ω). Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà-
÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ

ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

coim L =

 H, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,

M =

 B, åñëè λ > −λ1;
{x ∈ B :

∫
Ω

|x|p−2xφ1 ds =
∫
Ω

uφ̃1 ds}}, åñëè λ = −λ1,

è ïðîåêòîðû

P = Q =

 I, λ > −λ1;
I− ⟨·, φ1⟩ , λ = −λ1.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;M),
dx

dt
∈ L2(0, T ; coim L)}.
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Îïðåäåëåíèå 3.6.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.6.2) íà-

çîâåì ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

T∫
0

φ(t)

[∫
Ω

(λxtw̃ + xtw + α|x|p−2xw)ds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

uw̃ds

]
dt ∀w ∈ L2(Ω), ∀φ ∈ L2(0, T ).

(3.6.5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.6.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.6.4).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)),
dx

dt
∈ L2(0, T ; coim L).

Îïðåäåëåíèå 3.6.2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.6.2) íàçî-

âåì ôóíêöèþ x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (3.6.5). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.6.2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (3.6.3).

Ñèñòåìà {φk} â ñèëó âëîæåíèé (1.3.8) îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå

W−1
2 (Ω). Âûáåðåì â W−1

2 (Ω) îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû

span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæå-

íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6.1) � (3.6.3) è çàäà÷è (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4) â âèäå

xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), m > l, (3.6.6)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫
Ω

(λxtφ̃i + xtφi + α|x|p−2xφ̃i)ds =
∫
Ω

uφ̃ids, i = 1, ...,m, (3.6.7)

è â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.6.3) � óñëîâèÿìè∫
Ω

[λ(xm(s, 0)− x0(s))φ̃i + (xm(s, 0)− x0(s)φi(s)] ds = 0, (3.6.8)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (3.6.4) � óñëîâèÿìè∫
Ω

(xm(s, 0)− x0(s)) φ̃i(s)ds = 0. (3.6.9)
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Óðàâíåíèÿ (3.6.7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), B
m =

span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 3.6.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ Lp(Ω) è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;B
m) çàäà÷è (3.6.7), (3.6.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 2.2.1, 1.9.1.

Òåîðåìà 3.6.1. Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ B, T ∈

R+, u ∈ Lq(0, T ;B
∗), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è

(3.6.1) � (3.6.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â coimL íîðìó |x|2 = ⟨Lx, x⟩ . Ñêàëÿðíî óìíîæèì
óðàâíåíèå (3.6.2) íà x, ïðîèíòåãðèðóåì ïî (0, t) è ïîëó÷èì

t∫
0

∫
Ω

((λ−∆)(xτ)x̃+ |x|p−2x2)dsdτ =

t∫
0

∫
Ω

ux̃dsdτ ;

t∫
0

∫
Ω

(λxτ x̃+ xτx+ |x|p)dsdτ ≤
t∫

0

∥x∥Lp(Ω)∥u∥(Lp(Ω))∗dτ ;

t∫
0

∫
Ω

(
1

2

d

dτ
(λxx̃+ x2) + |x|p)dsdτ ≤

t∫
0

∥x∥Lp(Ω)∥u∥(Lp(Ω))∗dτ ;

C3|x|2L∞(0,t;coimL) + C4∥x∥pLp(0,t;Lp(Ω))
≤

≤ C1∥u∥Lq(0,T ;(Lp(Ω))∗) + C2|x(0)|2L∞(0,t;coimL), Ci > 0, i = 1, ..., 4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 1.9.1 è òåîðåìû 2.2.3.

Ëåììà 3.6.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;M) çàäà÷è (3.6.7), (3.6.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåìì 2.1.1, 1.9.1.
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Òåîðåìà 3.6.2. Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈

R+, u ∈ Lq(0, T ;B
∗) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (2.1.33), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 1.9.1 è òåî-

ðåìû 2.1.3.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåí-

íîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà. Â öèëèíäðå QT = Ω × (0, T ) ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) =
1

p
∥x− zd∥pLp(Q) +

N

q

T∫
0

∥u∥q(Lp(Ω))∗
dt, J(x, u) → inf . (3.6.10)

Íàêîíåö, âûáåðåì Uad ⊂ Lq(0, T ; (Lp(Ω))
∗) � çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (I−Q)u(t) = 0.

Òåîðåìà 3.6.3. Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M ñóùå-

ñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4), (3.6.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.6.2 è òåîðåìû 2.4.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòå-

êàåò òåîðåìà 3.6.3.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåí-

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Áóññèíåñêà (3.6.1), (3.6.2) ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà (3.6.3). Âûáåðåì Uad ⊂ Lq(0, T ; (Lp(Ω))
∗) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå,

âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 3.6.4. Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ B ñóùå-

ñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.6.1), � (3.6.3), (3.6.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.6.1 è òåîðåìû 2.4.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòå-

êàåò òåîðåìà 3.6.4.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè îáîáùåííîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëüþ

Áóññèíåñêà.
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Òåîðåìà 3.6.5. Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

â çàäà÷å (3.6.10), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;B)

òàêîé, ÷òî

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u,

(−λ+∆)yt −∆((p− 1)|x|p−2y) = (−∆)(|x− zd|p−1sign(x− zd)), (s, t) ∈ QT ,

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (λ−∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

(v − u)ỹdsdt+

T∫
0

N∥u∥q−1
B∗ (∥u∥B∗)′u)(v − u)dt ≥ 0 ∀v ∈ Uad.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à x = x(u) � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñîñòîÿíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë u → J(u) äèôôåðåíöèðóåì

ïî Ãàòî; âû÷èñëèì
d

dτ
J(u+ τ(v − u))|τ=0 = X.

Èìååì

d

dτ
J(u+ τ(v − u))|τ=0 =

d

dτ
[
1

p

∫
QT

|x(u+ τ(v − u))− zd|pdsdt+

+
N

q

T∫
0

∥u+ τ(v − u)∥q(Lp(Ω))∗
dt]|τ=0 =

= [

∫
QT

(x(u+ τ(v − u))− zd)
p−1sign(x(u+ τ(v − u))− zd)x

′
τ(u+ τ(v − u))dsdt+

+N

T∫
0

∥u+ τ(v − u)∥q−1
(Lp(Ω))∗

(∥u+ τ(v − u)∥(Lp(Ω))∗)
′
(u+τ(v−u))(v − u)dt]|τ=0 =

=

∫
QT

(x(u)− zd)
p−1sign(x(u)− zd)x̂dsdt+

T∫
0

∥u∥q−1
(Lp(Q))∗(∥u∥(Lp(Ω))∗)

′
u(v − u)dt,
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ãäå x̂ çàäàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

(λ−∆)x̂t −∆((p− 1)|x|p−2x̂) = v − u, (3.6.11)

(λ−∆)x̂(s, 0) = 0, s ∈ Ω; x̂(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.6.12)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.1.3, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6.11), (3.6.12). Äàëåå, èç òåîðåìû 2.1.3 âûòå-

êàåò, ÷òî îïåðàòîð (L d
dt +M) : L∞(0, T ; coimL)∩Lp(0, T ;M) → U åñòü ãîìåî-

ìîðôèçì. Êðîìå òîãî, åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî X ≥ 0 ∀u ∈ Uad.

Ââåäåì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå y ïðè ïîìîùè çàäà÷è

(−λ+∆)yt −∆((p− 1)|x|p−2y) =

= (−∆)(|x− zd|p−1sign(x− zd)),
(3.6.13)

(−λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω; y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (3.6.14)

Ïî òåîðåìå 2.1.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.6.13), (3.6.14).

Óìíîæèì (3.6.13) íà x̂ è ïîëó÷èì∫
QT

[(−λ+∆)yt −∆((p− 1)|x|p−2y)]˜̂xdsdt =

=
∫
QT

(|x− zd|p−1sign(x− zd))x̂dsdt.
(3.6.15)

Ïðåîáðàçóåì (3.6.15), ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà è (3.6.14):∫
QT

[(λ−∆)x̂t −∆((p− 1)|x|p−2x̂)]ỹdsdt =∫
QT

|x− zd|p−1sign(x− zd)x̂dsdt =
∫
QT

(v − u)ỹdsdt,

òîãäà ∫
QT

(v − u)ỹdsdt+

T∫
0

N∥u∥q−1
B∗ (∥u∥B∗)′u)(v − u)dt ≥ 0.



144

Ãëàâà 4. Àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è îïèñàíèå ïðîãðàìì

4.1. Ìåòîä äåêîìïîçèöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B

∗
j), j = 1, k, k ∈

N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (4.1.1)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå

H b H

êîìïàêòíî. Ïóñòü L ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñàìîñîïðÿæåí-

íûé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ÷åé îðòîíîðìàëü-

íûé (â ñìûñëå H) íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {φk} îáðàçóåò áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâå H, à M ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñèììåòðè÷íûé,

2-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), r ≥ 1, j = 1, k � s-

ìîíîòîííûå è pj-êîýðöèòèâíûå îïåðàòîðû, ãäå pj ≥ 2 è pk = max
j
pj, èìåþùèå

ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.

Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì

H ⊃ kerL ≡ cokerL ⊂ H∗. Ïîñêîëüêó cokerL êîíå÷íîìåðíî, òî H∗ = cokerL⊕
im L è ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Q âäîëü coker L íà im L. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì,

÷òî H = coimL⊕kerL è ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð P âäîëü kerL íà coim L. Ïóñòü

x1 = Px.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U = L2(0, T ;H
∗) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U

íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, L(x(0)− x0) = 0, (4.1.2)
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J(x, u) → inf, u ∈ Uad, (4.1.3)

ãäå ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt, β ∈ (0, 1), (4.1.4)

zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå.

Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (4.1.2) ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èñ-

êîìîé âåêòîð-ôóíêöèè v. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì x = x(u, v) = x(t, u, v) êàê

ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè x

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u,

L(x(0)− x0) = 0,

u ∈ Uad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk).

(4.1.5)

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H),
dx1

dt
∈ L2(0, T ; coimL)}.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ Uad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk) çàäà÷à

(4.1.5) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå x ∈ X1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (4.1.5) â âèäå

L
.
x +Mx = y,

L(x(0)− x0) = 0,
(4.1.6)

ãäå y = u −
k∑

j=1

Nj(v), y ∈ L2(0, T ;H
∗) ∩ Lqk(0, T ;B

∗
k). Òîãäà â ñèëó òåîðå-

ìû 2.2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.1.5) â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.1.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.1.2), (4.1.3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u,

x(u, v) = v,

L(x(0)− x0) = 0,

u ∈ Uad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk),

(4.1.7)
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Jθ(x, u, v) = θ · β
T∫

0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+

+(1− θ) · β
T∫

0

∥v(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt→ inf,

(4.1.8)

ãäå θ ∈ (0, 1). Â ñèëó ðàâåíñòâà x(u, v) = v ôóíêöèîíàë (4.1.8) ýêâèâàëåíòåí

ôóíêöèîíàëó (4.1.4).

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Òðîéêó (x̃, ṽ, ũ) ∈ X1 × Lpk(0, T ;Bk) × Uad íàçîâåì

ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.1.8), åñëè

Jθ(x̃, ṽ, ũ) = inf
(x,v,u)

Jθ(x, v, u),

ãäå (x, u, v) óäîâëåòâîðÿåò (4.1.7) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.1.

Òåîðåìà 4.1.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(4.1.7), (4.1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {um} ⊂ Uad, {vm} ⊂ Lpk(0, T ;Bk) � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè òàêèå, ÷òî

lim
m→∞

J(vm, um) = inf J(v, u),

òîãäà èç (4.1.8) âûòåêàåò, ÷òî

∥um∥L2(0,T ;H∗) ≤ const,

∥vm∥Lpk
(0,T ;Bk) ≤ const

(4.1.9)

ïðè âñåõ m ∈ N. Èç (4.1.9) (ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

èçâëå÷åì ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

um ⇀ ũ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H
∗) ,

vm ⇀ ṽ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå Lpk(0, T ;Bk).

Â ñèëó òåîðåìû 1.1.2 òî÷êà ũ ∈ Uad. Îáîçíà÷èì çà xm = x(vm, um) ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé

L
.
xm +Mxm +

k∑
j=1

Nj(vm) = um, xm = vm. (4.1.10)
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Òîãäà â ñèëó ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2.1, ïîëó-

÷èì

Mxm ∈ L2(0, T ;H
∗), N(vm) =

k∑
j=2

Nj(vm) ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k).

Èç (4.1.7) ïîëó÷èì, ÷òî L
.
xm∈ L2(0, T ;H

∗)∩Lqk(0, T ;B
∗
k). Òîãäà, àíàëîãè÷íî

òåîðåìå 2.3.1, ìîæíî èçâëå÷ü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ñíîâà

îáîçíà÷èì {xm}, {vm}, {um}, ÷òî

xm ⇀ x̃ ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coimL),

xm ⇀ x̃ − ñëàáî â Lpk((0, T ;Bk),

L
.
xm⇀ L

.
x̃ −ñëàáî â L2(0, T ; imL),

Mxm ⇀Mx̃ − ñëàáî â L2(0, T ;H
∗),

N(vm)⇀ µ − ñëàáî â Lqk(0, T ;B
∗
k).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (4.1.10) è ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+ µ = ũ.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.3.1 ïîëó÷èì, ÷òî

µ = N(ṽ).

Çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (4.1.10), ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+

k∑
j=1

Nj(ṽ) = ũ.

Ñëåäîâàòåëüíî, x̃ = x̃(ṽ, ũ) = ṽ è lim inf J(um, vm) ≥ J(ũ, ũ). Çíà÷èò, (ũ, ṽ)

åñòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.1.3) äëÿ ïî-

ëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ óñëîâèåì Êîøè. Ïîñòðîèì ïðî-

ñòðàíñòâî óïðàâëåíèé U1 = {u ∈ L2(0, T ;H
∗) : (I − Q)u = 0, t ∈ (0, T )}

è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U1 íåïóñòîå çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî
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U1
ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.1.3) ðåøåíèÿìè çàäà÷è

Êîøè

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0. (4.1.11)

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coimL) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (4.1.11) ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èñ-

êîìîé âåêòîð-ôóíêöèè v. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì x = x(u, v) = x(t, u, v) êàê

ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè x

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u,

x(0) = x0,

u ∈ U1
ad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk).

(4.1.12)

Òåîðåìà 4.1.3. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ U1
ad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk)

çàäà÷à (4.1.12) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 4.1.1 è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.4.1.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.1.3), (4.1.11) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (4.1.8),

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u,

x(0) = x0,

x(u, v) = v,

u ∈ U1
ad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk).

(4.1.13)

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Òðîéêó (x̃, ṽ, ũ) ∈ X × Lpk(0, T ;Bk) × U1
ad íàçîâåì ðå-

øåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.1.8), åñëè

Jθ(x̃, ṽ, ũ) = inf
(x,v,u)

Jθ(x, v, u),

ãäå (x, u, v) óäîâëåòâîðÿåò (4.1.13) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1.1.
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Òåîðåìà 4.1.4. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(4.1.8), (4.1.13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 4.1.2.

4.2. Ìåòîä øòðàôà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1.7),

(4.1.8). Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä øòðàôà è ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ñîñòîÿíèé

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u,

L(x(0)− x0) = 0,

u ∈ Uad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk),

(4.2.1)

è çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ

Jε
θ (x, u, v) → inf, (4.2.2)

ãäå ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

Jε
θ (x, u, v) = θ · β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− θ) · β

T∫
0

∥v(t)− zd(t)∥2Bk
dt+

+(1− β)
T∫
0

∥u(t)∥2B∗
k
dt+ rε

T∫
0

∥x(t, v, u)− v(t)∥2H dt, θ ∈ (0, 1),

(4.2.3)

ãäå x(t, v, u) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (4.2.1), à ïàðàìåòð øòðàôà rε → +∞ ïðè

ε→ 0+.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, ε > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

(xε, vε, uε) çàäà÷è (4.2.1), (4.2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîåðìû ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó òåîðåìû 4.1.2.



150

Òåîðåìà 4.2.2. Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ è ïðè ε → 0+ ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vε, uε} òàêàÿ, ÷òî

vε → ṽ,

uε → ũ,

ãäå ïàðà (ṽ, ũ) = (x̃, ũ) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.3), (2.3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4.2.1 íàéäåòñÿ ïàðà {vε, uε}, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ

Jε
θ (vε, uε) = inf

(v,u)
Jε
θ (v, u).

Ïóñòü ïàðà (x̂, û) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷è (2.3.3), òîãäà x̂ = v̂ è â ñèëó êîí-

ñòðóêöèé ôóíêöèîíàëîâ Jε
θ , Jθ, J âûïîëíÿåòñÿ

Jε
θ (vε, uε) ≤ Jε

θ (v̂, û) ≤ Jε
θ (x̂, û) = Jθ(x̂, û) = J(x̂, û).

Îáîçíà÷èì çà xε = x(vε, uε) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L
.
xε +Mxε +

k∑
j=1

Nj(vε) = uε. (4.2.4)

Èç (4.2.3) âûòåêàåò, ÷òî

∥uε∥L2(0,T ;H∗) ≤ const,

∥vε∥Lpk
(0,T ;Bk) ≤ const,

∥
√
rε(xε − vε)∥L2(0,T ;H) ≤ const.

(4.2.5)

Â ñèëó (4.2.5) èçâëå÷åì ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïåðåõîäÿ, åñëè

íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì)

uε ⇀ ũ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H
∗),

vε ⇀ ṽ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå Lpk(0, T ;Bk),

xε − vε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H).

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.2.1, â ñèëó îöåíêè (2.1.15) ïîëó÷èì, ÷òî

|xε(t)|2 + C1

t∫
0

∥xε(τ)∥2Hdτ ≤ C2;Ci = const > 0, i = 1, 2;
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t∫
0

∥N(vε(τ))∥pkBk
dτ ≤ C3;C3 = const > 0.

Òîãäà â ñèëó ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2.1, ïîëó-

÷èì

Mxε ∈ L2(0, T ;H
∗), N(vε) =

k∑
j=2

Nj(vε) ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k).

Èç (4.2.4) ïîëó÷èì, ÷òî L
.
xε∈ L2(0, T ;H

∗) ∩ Lqk(0, T ;B
∗
k). Òîãäà, àíàëîãè÷íî

òåîðåìå 2.3.1, ìîæíî èçâëå÷ü òàêèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ñíîâà

îáîçíà÷èì {xε}, {vε}, {uε}, ÷òî

xε ⇀ x̃ ∗ −ñëàáî â L∞(0, T ; coimL),

xε ⇀ x̃ − ñëàáî â Lpk((0, T ;Bk),

L
.
xε⇀ L

.
x̃ −ñëàáî â L2(0, T ; imL),

Mxε ⇀Mx̃ − ñëàáî â L2(0, T ;H
∗).

N(vε)⇀ µ − ñëàáî â Lqk(0, T ;B
∗
k).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (4.2.4) è ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+ µ = ũ.

Â ñèëó òåîðåìû 1.1.2 òî÷êà ũ ∈ Uad.

Èç (4.2.5) ñëåäóåò, ÷òî

xε − vε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H),

è â ñèëó êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ H ↪→ H ïîëó÷èì, ÷òî

xε → x̃ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H).

Òîãäà è

wε → x̃ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H),

à, çíà÷èò, è ïî÷òè âñþäó. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì òåîðåìû 2.3.1, ïîëó÷èì,

÷òî

µ = N(ṽ) = N(x̃).
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Çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (4.2.4), ïîëó÷èì

L
.
x̃ +Mx̃+

k∑
j=1

Nj(ṽ) = ũ.

Ñëåäîâàòåëüíî, x̃ = x̃(ṽ, ũ) = ṽ.

Ïî ïîñòðîåíèþ

Jε
θ (vε, uε) ≥ Jθ(vε, uε).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî

lim inf Jε
θ (vε, uε) ≥ lim inf Jθ(vε, uε) ≥ Jθ(ṽ, ũ) = J(x̃, ũ)

â ñèëó êîíñòðóêöèé ôóíêöèîíàëîâ Jθ è J è òîãî, ÷òî x̃ = ṽ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Jε
θ (vε, uε) ≤ Jε

θ (v, u) = Jθ(x̂, û) = J(x̂, û).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîëó÷èì lim inf Jε
θ (vε, uε) ≤ inf J(x, u), òîãäà

J(x̃, ũ) ≤ inf J(x, u),

çíà÷èò, ïàðà (x̃, ũ) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.3), (2.3.4) è

lim
ε→0+

Jθ(vε, uε) = Jθ(ṽ, ũ),

èç ÷åãî âûòåêàåò, ÷òî

vε → ṽ, uε → ũ.

4.3. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëè

Íà îñíîâå òåîðåòî÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïï. 1 è 2 ãëàâû 2 áûë ðàçðàáîòàí

àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

x(0) = x0 (4.3.1)
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èëè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0 (4.3.2)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u. (4.3.3)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.3.1), (4.3.3) è çàäà÷è (4.3.2), (4.3.3) áóäåì

èñêàòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà. Â ñèëó âîçìîæíîãî âû-

ðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.3.3) íàì ïðèäåòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü ÷èñëåííûé ìå-

òîä. Îïèøåì ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà â ïðèìåíåíèè

ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ çàäà÷ (4.3.1), (4.3.3) è (4.3.2), (4.3.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(L) ñïåêòð îïåðàòîðà L. Â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà L

åãî ñïåêòð σ(L) íåîòðèöàòåëåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íîêðàòåí è ñãóùàåòñÿ òîëü-

êî ê +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk} ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíó-

ìåðîâàííûõ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à ÷åðåç {φk} � ñåìåéñòâî

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îðòîíîðìèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · >, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíòñâå H. Ñèñòåìà ôóíêöèé {φk} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå H.
Ñëåäóÿ ìåòîäó Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

â âèäå ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
k=1

ak(t)φk(s), (4.3.4)

ãäå m ∈ N íåîáõîäèìî áðàòü m > l, ãäå l = dimkerL (÷òîáû ó÷åñòü ýôôåêòû

âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ).

Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â âèäå

ũ(s, t) =
m∑
k=1

< u(s, t), φk(s) > φk(s) =
m∑
k=1

uk(t)φk(s). (4.3.5)

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû (4.3.4) â óðàâíåíèå (4.3.1). Çàòåì ñêàëÿðíî

óìíîæèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φi(s), i = 1, ..., N è
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ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ak(t)

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , i = 1, ...,m. (4.3.6)

Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ (â ñèëó òåîðåì 2.1.1, 2.1.3, 2.2.1, 2.2.3

â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àÿ), óðàâíåíèÿ â ýòîé ñèñòåìå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè èëè àëãåáðàè÷åñêèìè. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ïîäðîáíåå:

(i) Åñëè λ /∈ σ(L), òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.3.6) � îáûêíîâåííûå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îò-

íîñèòåëüíî ak(t), k = 1, ...,m èç óñëîâèé (4.3.2), óìíîæèâ èõ ñêàëÿðíî â H
íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φk(s), k = 1, ...,m, íàéäåì m íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Äàëåå ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, è íàõîäÿòñÿ íåèç-

âåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ak(t), k = 1, ...,m â ïðèáëèæåííîì

ðåøåíèè x̃(s, t) = xm(s, t).

(ii) Åñëè λ ∈ σ(L), ãäå l � êðàòíîñòü ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðà C, òîãäà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.3.6) ñ íîìåðàìè 11, ..., 1l áóäóò àë-

ãåáðàè÷åñêèìè, à îñòàëüíûå � äèôôåðåíöèàëüíûìè. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî

ñèñòåìû, ñîñòàâëåííûå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è

èç àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî ñëó-

÷àþ (i). Åñëè ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Êîøè (4.3.1), (4.3.3), òî ðåøåíèå çàäà÷è

áóäåò ñóùåñòâîâàòü, ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.1.1 èëè 2.1.3, ëèøü ïðè íà÷àëüíîé

ôóíêöèè x0(s), ïðèíàäëåæàùåé ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó (2.1.5). Òîãäà èñêëþ-

÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå a1j(0), j = 1, ..., l (îíè âûïîëíÿ-

þòñÿ àâòîìàòè÷åñêè), è ðåøàåì àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó ÷èñëåí-

íî. Åñëè æå íà÷àëüíûå ôóíêöèè íå ïðèíàäëåæàò ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, òî

çàäà÷à Êîøè (4.3.1), (4.3.3), ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.1.1 èëè 2.1.3, ðåøåíèÿ íå

èìååò. Â ñëó÷àå çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (4.3.2), (4.3.3) â ñèëó òåîðåì

2.2.1, 2.2.3 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèÿõ. Èñêëþ÷àåì

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå a1j(0), j = 1, ..., l, è ðåøàåì àëãåáðî-
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äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó ÷èñëåííî.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (4.3.1), (4.3.3)

ñâîäèòñÿ ê ïÿòè ýòàïàì.

Ýòàï 1. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ

îïåðàòîðà L, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

< Lφ, v >= λ < φ, v >

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ýòàï 2. Íàõîæäåíèå ÷èñëà m, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå èç óñëîâèÿ: m > l, l = dimkerL.

Ýòàï 3. Ïðîâåðêà ïî çàäàííîìó ïàðàìåòðó λ, ê êàêîìó èç äâóõ ñëó÷àåâ

îòíîñèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé ñëó-

÷àé).

Ýòàï 4. Ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ óðàâíåíèÿ. Ïðîâåðêà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ýòàï 5. Âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðî-

âàííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà ïî çàäàííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè (â çà-

âèñèìîñòè îò ñëó÷àåâ (i), (ii)).

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (4.3.2), (4.3.3) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó

íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè çà èñêëþ÷åíèåì ÷åòâåð-

òîãî ýòàïà (ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ).

4.4. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè

Íàñ èíòåðåñóåò ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè

x(0) = x0 (4.4.1)

èëè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0 (4.4.2)
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äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, (4.4.3)

ãäå ôóíêöèÿ u = u(s, t) õàðàêòåðèçóåò âíåøíåå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4.1), (4.4.3) è çàäà-

÷è (4.4.2), (4.4.3) íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà áûë îïèñàí â ï. 4.3.

Â ñèëó âîçìîæíîãî âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4.3) íàìè áûë ìîäèôèöèðîâàí

÷èñëåííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (4.4.4)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (4.4.1), (4.4.3) è çàäà÷è (4.4.2), (4.4.3), ãäå ôóíêöèîíàë

ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H dt, β ∈ (0, 1), (4.4.5)

ãäå zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äîñòè÷ü ïðè

ïîìîùè óïðàâëåíèÿ.

Îïèøåì àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4.1), (4.4.3), (4.4.4) è çà-

äà÷è (4.4.2) � (4.4.4), ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäîâ Ãà-

ëåðêèíà � Ïåòðîâà è Ðèòöà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(L) ñïåêòð îïåðàòîðà L. Â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà L åãî

ñïåêòð σ(L) íåîòðèöàòåëåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íîêðàòåí è ñãóùàåòñÿ òîëüêî ê

+∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λi} ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàí-

íûõ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à ÷åðåç {φi} � ñåìåéñòâî ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îðòîíîðìèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · > èç H. Îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå H.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃(s, t) çàäà÷è (4.4.1), (4.4.3) è çàäà÷è (4.4.2), (4.4.3)
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áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), (4.4.6)

ãäå m ∈ N íåîáõîäèìî â ñèëó òåîðåì 2.1.1, 2.1.3, 2.2.1, 2.2.3 (â çàâèñèìîñòè îò

ñëó÷àÿ) áðàòüm > l, ãäå l = dimkerL (÷òîáû ó÷åñòü ýôôåêòû âûðîæäåííîãî

óðàâíåíèÿ).

Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.4.3) â âèäå

ũ(s, t) =
m∑
i=1

< u(s, t), φi(s) > φi(s) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s). (4.4.7)

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû (4.4.6) è (4.4.7) â óðàâíåíèå (4.4.3). Ïîëó÷èì

ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , i = 1, ...,m. (4.4.8)

Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ, óðàâíåíèÿ â ýòîé ñèñòåìå ìîãóò

ïîëó÷èòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èëè àëãåáðàè÷åñêèìè. Â ñèëó íåëèíåéíî-

ñòè óðàâíåíèé ìû íå ñìîæåì ÿâíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü aj(t) îò ai(t), i =

1, ...,m, i ̸= j è ui(t), i = 1, ...,m, ÷òî íå ïîçâîëèò íàì ðåøàòü çàäà÷ó íàõîæ-

äåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà îòíîñèòåëüíî ui(t), i = 1, ...,m, êàê ýòî ìîæíî

áûëî áû ñäåëàòü â ëèíåéíîì ñëó÷àå [181]. Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü

ê ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèáëèæåíèÿì ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, ìû ïðî-

èçâåäåì äåêîìïîçèöèþ óðàâíåíèÿ (4.4.2), ïðè ïîìîùè êîòîðîé ïðîèçîéäåò

ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ, à çàòåì ââåäåì ôóíêöèîíàë øòðàôà, ïîçâîëÿþùèé

íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â óðàâíåíèå

(4.4.3) íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ v(s, t) òàêóþ, ÷òî

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u, x(s, t) = v(s, t). (4.4.9)

Óðàâíåíèÿ â (4.4.9) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x(s, t). Â

ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà â (4.4.9) ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (4.4.5) ýêâèâàëåíòåí
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ôóíêöèîíàëó

J(x, u) = Jθ(x, u, v) = θ · β
T∫

0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+

+(1− θ) · β
T∫

0

∥v(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt,

(4.4.10)

ãäå êîíñòàíòû θ ∈ (0, 1). Â ñèëó òåîðåìû 4.1.2 ðåøåíèå çàäà÷è (4.4.1), (4.4.3),

(4.4.4) è çàäà÷è (4.4.2) � (4.4.4) ñ ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà (4.4.5) ýêâèâàëåíò-

íî ðåøåíèþ çàäà÷è (4.4.1), (4.4.4), (4.4.9) è çàäà÷è (4.4.2), (4.4.4), (4.4.9) ñ

ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà (4.4.10).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òðåáóåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìåòîä øòðàôà. Çàäàäèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà â âèäå

Jε
θ (x, v, u) = θ · β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− θ) · β

T∫
0

∥v(t)− zd(t)∥pkBk
dt+

+(1− β)
T∫
0

∥u(t)∥2B∗
k
dt+ rε

T∫
0

∥x(t, v, u)− v(t)∥2H dt, θ ∈ (0, 1).

(4.4.11)

Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó òðîéêè ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíê-

öèé (x, v, u).

Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4.1),

(4.4.4), (4.4.9) è çàäà÷è (4.4.2), (4.4.4), (4.4.9) íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííûõ

ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè, Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà è Ðèòöà. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì

ṽ(s, t) â âèäå ñóììû

ṽ(s, t) = vm(s, t) =
m∑
i=1

vi(t)φi(s). (4.4.12)

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû (4.4.6), (4.4.7), (4.4.12) â óðàâíåíèå (4.4.9).

Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

L
.
x̃ +Mx̃+

k∑
j=1

Nj(ṽ) = ũ. (4.4.13)
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Çàòåì óìíîæèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (4.4.13) ñêàëÿðíî â H íà ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè φi(s), i = 1, ...,m, è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(v
m), φi

⟩
= ⟨um, φi⟩ , (4.4.14)

i = 1, ...,m.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè (4.4.1), (4.4.9), (4.4.4) ïðîñòðàí-

ñòâî óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U = {u ∈ L2(0, T ;H
∗) : (I−Q)u = 0}.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå λ ∈ σ(L) u1j(t) = 0, j = 1, ..., l. Â ñëó÷àå çàäà÷è Øîóîë-

òåðà � Ñèäîðîâà (4.4.2), (4.4.9), (4.4.4) ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèÿ

U = L2(0, T ;H
∗),

è íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ (â ñèëó òåîðåì 2.1.1, 2.1.3, 2.2.1, 2.2.3 â

çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àÿ) óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4.14) ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè èëè àëãåáðàè÷åñêèìè.

Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ïîäðîáíåå:

(i) Åñëè λ /∈ σ(L), òî â ýòîì ñëó÷àå âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4.14) áóäóò

îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðå-

øåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, îòíîñèòåëüíî ai(t), i = 1, ...,m, èç óñëîâèé (4.4.1) èëè

(4.4.2), óìíîæèâ èõ ñêàëÿðíî â H íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φi(s), i = 1, ...,m,

íàéäåìm íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äàëåå ðåøàåòñÿ ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, è

âûðàæàþòñÿ íåèçâåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû aj(t), j = 1, ...,m

â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè x̃(s, t) = xm(s, t) ÷åðåç ai(t), i = 1, ...,m, i ̸= j,

vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i = 1, ...,m.

(ii) Åñëè λ ∈ σ(L), ãäå l � êðàòíîñòü ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðà C, òîãäà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4.14) ñ íîìåðàìè 11, ..., 1l áóäóò àë-

ãåáðàè÷åñêèìè, à îñòàëüíûå � äèôôåðåíöèàëüíûìè. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî
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ñèñòåìû, ñîñòàâëåííûå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

(ii a) Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî ai(t), i = 1, ...,m, èç óñëîâèÿ Êîøè (4.4.1) íàéäåì íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî ñêàëÿðíî óìíîæèì íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ x0(s) â H
íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φi(s), i = 1, ...,m è íàéäåì m íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò ñóùåñòâîâàòü, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.1 èëè 2.1.3, ëèøü

ïðè íà÷àëüíîé ôóíêöèè x0, ïðèíàäëåæàùåé ôàçîâîìó ìíîãîîáðàçèþ (2.1.5).

Òîãäà èñêëþ÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå a1j(0), j = 1, ..., l (îíè

âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè), è ðåøàåì àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòå-

ìó. Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âûðàæàþòñÿ íåèçâåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöè-

åíòû ai(t), i = 1, ...,m â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè x̃(s, t) = xm(s, t) ÷åðåç

vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i = 1, ...,m. Åñëè æå íà÷àëüíûå ôóíêöèè íå ïðè-

íàäëåæàò ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, òî çàäà÷à Êîøè (4.4.1), (4.4.3), ñîãëàñíî

òåîðåìå 2.1.1 èëè 2.1.3, ðåøåíèÿ íå èìååò.

(ii b) Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî ai(t), i = 1, ...,m èç óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (4.4.2) íàéäåì

m − l íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ñèëó òåîðåìû 2.2.1 èëè 2.2.3 ðåøåíèå àëãåáðî-

äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèÿõ.

Èñêëþ÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå a1j(0), j = 1, ..., l, è ðå-

øàåì àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó. Äàëåå âûðàæàþòñÿ íåèçâåñòíûå

ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ai(t), i = 1, ...,m â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè

x̃(s, t) = xm(s, t) ÷åðåç vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i = 1, ...,m.

(iii) Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòà-

âèì ïîëó÷èâøååñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ x̃(s, t) = xm(s, t) è (4.4.7), (4.4.12) â

ôóíêöèîíàë (4.4.11). Çàòåì, îïèðàÿñü íà ìåòîä Ðèòöà, áóäåì èñêàòü íåèç-
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âåñòíûå vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i = r, ...,m â âèäå

vi(t, N) =
N∑
n=1

bn sin(
πnt

l
), ui(t, N) =

N∑
n=1

cn sin(
πnt

l
) (4.4.15)

èëè

vi(t, N) =
N∑
n=0

bnt
n, ui(t, N) =

N∑
n=0

cnt
n, (4.4.16)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû bn è cn òàê, ÷òîáû ôóíêöèè vi(t, N), ui(t, N) äî-

ñòàâëÿëè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (4.4.11). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê

îòûñêàíèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè 2N ïåðåìåííûõ.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (4.4.1), (4.4.3),

(4.4.4) ñâîäèòñÿ ê øåñòè ýòàïàì.

Ýòàï 1. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ

îïåðàòîðà L, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

< Lφ, v >= λ < φ, v >

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ýòàï 2. Íàõîæäåíèå ÷èñëà m, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå èç óñëîâèÿ: m > l, l = dimkerL.

Ýòàï 3. Ïðîâåðêà ïî çàäàííîìó ïàðàìåòðó λ, ê êàêîìó èç äâóõ ñëó÷àåâ

îòíîñèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé ñëó-

÷àé). Ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ýòàï 4. Ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì ôóíêöèÿì, â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àåâ (i),

(ii), âûðàæàåì ai(t), i = 1, ...,m â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè x̃(s, t) = xm(s, t)

÷åðåç vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i = 1, ...,m.

Ýòàï 5. Ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i =

1, ...,m ÷åðåç ðàçëîæåíèå (4.4.15) èëè (4.4.16) â ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (4.4.11).

Ýòàï 6. Íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà è ôóíêöèé x̃(s, t), ṽ(s, t),

ũ(s, t).
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4.5. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Íàñ èíòåðåñóåò ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè

x(0) = x0 (4.5.1)

èëè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0 (4.5.2)

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, (4.5.3)

ãäå ôóíêöèÿ u = u(s, t) õàðàêòåðèçóåò âíåøíåå óïðàâëÿåìîå âîçäåéñòâèå.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5.1), (4.5.3) è çàäà-

÷è (4.5.2), (4.5.3) íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà áûë îïèñàí â ï. 4.3.

Â ñèëó âîçìîæíîãî âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.5.3) íàìè áûë ìîäèôèöèðîâàí

äàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (4.5.4)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (4.5.1), (4.5.3) è çàäà÷è (4.5.2), (4.5.3), ãäå ôóíêöèîíàë

ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H dt, β ∈ (0, 1), (4.5.5)

ãäå zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äîñòè÷ü ïðè

ïîìîùè óïðàâëåíèÿ.

Îïèøåì àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5.1), (4.5.3), (4.5.4) è çà-

äà÷è (4.5.2) � (4.5.4), ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäîâ Ãà-

ëåðêèíà � Ïåòðîâà è ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ.
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Àíàëîãè÷íî ï. 4.4 îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(L) ñïåêòð îïåðàòîðà L. Â ñèëó

ñâîéñòâ îïåðàòîðà L åãî ñïåêòð σ(L) íåîòðèöàòåëåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íîêðà-

òåí è ñãóùàåòñÿ òîëüêî ê ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λi} ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííûõ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à ÷åðåç {φi}
� ñåìåéñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îðòîíîðìèðîâàííûõ îò-

íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < ·, · > èç H, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃(s, t) çàäà÷è (4.5.1), (4.5.3) è çàäà÷è (4.5.2), (4.5.3)

áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), (4.5.6)

ãäå m ∈ N íåîáõîäèìî â ñèëó òåîðåì 2.1.1, 2.1.3, 2.2.1, 2.2.3 (â çàâèñèìîñòè îò

ñëó÷àÿ) áðàòüm > l, ãäå l = dimkerL (÷òîáû ó÷åñòü ýôôåêòû âûðîæäåííîãî

óðàâíåíèÿ).

Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.5.3) â âèäå

ũ(s, t) =
m∑
i=1

< u(s, t), φi(s) > φi(s) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s). (4.5.7)

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû (4.5.6) è (4.5.7) â óðàâíåíèå (4.5.3). Ïîëó÷èì

ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , i = 1, ...,m. (4.5.8)

Òàê êàê ñèñòåìà (4.5.8) ñîñòîèò èç íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî âûðàçèòü íåèç-

âåñòíûå ai(t) ÷åðåç óïðàâëåíèå ui(t) íåâîçìîæíî, ÷òî íàêëàäûâàåò äîïîëíè-

òåëüíûå òðóäíîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ.

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû (4.5.6) è (4.5.7) â ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè

(4.5.5) è ïîëó÷èì

J(xm, um) = β

T∫
0

∥xm(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥um(t)∥2H dt. (4.5.9)
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Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ∥xm(·, t)− zd(·, t)∥pkBk
è ∥um(·, t)∥2H ôóíêöèîíàë (4.5.9) ïðå-

îáðàçóåòñÿ â îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò íåèçâåñòíûõ

ai(t), i = 1, ...,m, ui(t), i = r, ...,m, ïî îòðåçêó [0, T ]. Áóäåì èñêàòü íåèçâåñò-

íûå ui(t), i = r, ...,m â âèäå

ui(t, N) =
N∑
n=1

bin sin(
πnt

l
) (4.5.10)

èëè

ui(t, N) =
N∑
n=0

bint
n, (4.5.11)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû bin òàê, ÷òîáû ôóíêöèè ui(t, N) äîñòàâëÿëè ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëó (4.5.9). Êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ bin îáðàçóþò ìàòðèöó B

ðàçìåðà m × (N + 1). Ïîäñòàâëÿåì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ui(t, N) (4.5.10)

èëè (4.5.11) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.5.8) è ôóíêöèîíàë (4.5.9).

Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè

ïîìîùè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà

T∫
0

f(t)dt ≈ T

2

n∑
j=1

ωjf

(
T

2
+
T

2
τj

)
,

ãäå τj � íóëè ïîëèíîìà Ëåæàíäðà

Pn(t) =
1

2nn!
· d

n

dtn
[(t2 − 1)n],

à âåñà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

ωj =
2

[P ′
n(sj)]

2(1− τj)2
.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñåìè ýòàïàì.

Ýòàï 1. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ

îïåðàòîðà L, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

< Lφ, v >= λ < φ, v >
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ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ýòàï 2. Íàõîæäåíèå ÷èñëà m, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå èç óñëîâèÿ: m > l, l = dimkerL.

Ýòàï 3. Ïðîâåðêà ïî çàäàííîìó ïàðàìåòðó λ, ê êàêîìó èç äâóõ ñëó÷àåâ

îòíîñèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé ñëó-

÷àè). Ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ï. 4.4.

Ýòàï 4. Ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì ôóíêöèÿì â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àåâ (i),

(ii) ï. 4.4 ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ ai(t), i = 1, ...,m è bin, i = 1, ...,m, n = 1, ..., N .

Ýòàï 5. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó óïðàâëåíèÿ B è ïîäñòàâëÿåì åå â ïðàâóþ

÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.5.8). Íà îñíîâå ìåòîäà Ýéëåðà ÷èñëåííî íàõîäèì

íåèçâåñòíûå ai(τj), i = 1, ...,m, j = 0, ...n.

Ýòàï 6. Â çàäàííûõ òî÷êàõ τj ∈ [0, T ] ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ bin âû-

÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J(xm, um) (4.5.9).

Ýòàï 7. Íàõîäèòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (4.5.9) è òî÷êà ìèíèìóìà um =

col

(
N∑
n=0

b1nt
n, ...,

N∑
n=0

bmnt
n

)
íà îñíîâå àëãîðèòìà ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñ-

êà ñ ïàìÿòüþ, ïðåäëîæåííîãî À.Â. Êåëëåð [39]. Íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ bin

ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì ïîäýòàïàì.

Ýòàï 7.1. Çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà:

ìàêñèìàëüíûé øàã hmax > 0, ìèíèìàëüíûé øàã hmin > 0, âåëè÷èíà äîïó-

ñòèìîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè ε > 0, âåëè÷èíà

èçìåíåíèÿ øàãà r ∈ (0, 1), íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû-óïðàâëåíèÿ B.

Ýòàï 7.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ íîìåð èòåðàöèè îñíîâíîãî ðàñ÷åòà (ρ =

0, 1, ...); b̂ρin � êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ui(t), îáðàçóþùèå ìàòðèöó n× (N +1)

íà ρ-ì øàãå; Jρ � ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, âû÷èñëåí-

íîå íà ρ�ì øàãå. Â êàæäîé, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé è ïîñëåäîâàòåëüíî äî ïîñëåäíåé,

ñòðîêå ìàññèâà B îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò b̂ρin, ïîäëåæàùèé èçìåíåíèþ ïî

ñëåäóþùåé ñõåìå:

1) Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ìàòðè-
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öå B.

2) Ïåðâûì èçìåíÿåòñÿ ýëåìåíò b10 ïðè íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ

ýëåìåíòîâ ìàññèâà: b+10 = b10 + hmax è b−10 = b10 − hmax. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ

äâóõ çíà÷åíèÿõ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J+
10 è J

−
10 ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè J+
10 > J10 è J−

10 > J10, òî çíà÷åíèå b10 èçìåíåíèþ íå ïîäëåæèò, ïåðåõîä

ê ýëåìåíòó b11.

2) Åñëè J+
10 < J10 èëè J−

10 < J10, òî J̃10 = J+
10 (J̃10 = J−

10) è b̃10 = b+10

(b̃10 = b−10). Çàòåì èçìåíÿåì çíà÷åíèå ýëåìåíòà b̃10: b̃+10 = b̃10 + hmax · r è

b̃−10 = b̃10 − hmax · r. Åñëè J̃+
10 > J̃10 è J̃−

10 > J̃10, òî b̂10 = b̃10 è J10 = J̃10, çàòåì

ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ýëåìåíòó b11.

3) Åñëè J̃+
10 < J̃10 èëè J̃−

10 < J̃10, òî J̃10 = J̃+
10 (J̃10 = J̃−

10) è b̃10 = b̃+10

(b̃10 = b̃−10). È òàê äàëåå èçìåíÿåì çíà÷åíèå ýëåìåíòà b̃10 äî òåõ ïîð, ïîêà

hmax · ri < hmin, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó äîïóñòè-

ìûõ óïðàâëåíèé èëè íå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó ñòðîêè.

Èçìåíÿÿ ýëåìåíòû b1j ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì çíà÷åíèè âñåõ îñòàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ, ïðè êàêîì çíà÷åíèè b̂1j ïîëó÷åíîå çíà÷åíèå J1j íàè-

ìåíüøåå. Îáîçíà÷èì ñîîòâåñòâóþùèé ýëåìåíò b̂1j, òîëüêî îí ïîäëåæèò èçìå-

íåíèþ â ïåðâîé ñòðîêå ìàññèâà. Çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê öèêëó ïî ýëåìåí-

òàì âòîðîé ñòðîêè è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé ìàññèâ, â êàæäîé

ñòðîêå êîòîðîãî èçìåíåí îäèí ýëåìåíò. Èìåííî ýòîò, èçìåíåííûé ìàññèâ è èñ-

ïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì ðàñ÷åòå. Ïðè ðàñ÷åòå äëÿ êàæäîé ñòðîêè ôèêñèðóåòñÿ

çíà÷åíèå ∆i øàãà, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèî-

íàëà êà÷åñòâà. Ïðè ñëåäóþùåé èòåðàöèè èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ â i-òîé ñòðîêå

íà÷èíàåòñÿ íå ñ hmax, à ñ ∆i, ÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü ðàñ÷åòîâ.

Ýòàï 7.3. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jρ ïî íàéäåííîé ìàòðèöå

B.

Ýòàï 7.4. Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îñòàíîâà:∣∣∣Jk (b̂ρij)− Jk

(
b̂ρ−1
ij

)∣∣∣ < ε.
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Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðèìåì

bij = b̂ρij, i = 1, n, j = 0, N

è

Ĵ = Jρ.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî çíà÷åíèå ũi(t), âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ãi(t), à çàòåì

x̃(s, t).

Åñëè óñëîâèå îñòàíîâà íå âûïîëíåíî, ïåðåõîäèì ê ýòàïó 7.2.

4.6. Îïèñàíèå ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè

è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé

ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ïðîãðàììû ≪×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà íåëèíåéíîé äèôôóçèè≫ è

≪×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðî-

ïèòêè â êðóãå≫ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî

òèïà è ðåàëèçóþò àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå â ï. 4.3. Ïðîãðàììà íàïèñàíà

íà ÿçûêå Maple è ðåàëèçîâàíà â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Maple

18.0.

Ôóíêöèîíàëüíîå íàçíà÷åíèå

Ïðîãðàììû ≪×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà íåëèíåéíîé äèôôóçèè≫ è

≪×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðî-

ïèòêè â êðóãå≫ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ Êîøè è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå íà îòðåçêå, íà ãðàôå, â ïðÿìîóãîëüíèêå, â êðóãå

â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â

ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíû ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîäèôèöèðîâàííûé

ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà. Â êàæäîé èç

ïðîãðàìì âû÷èñëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ
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îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè, ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå çàäà÷è â âèäå ãàëåðêèíñêîé ñóììû ïî íåñêîëüêèì ïåðâûì ñîáñòâåí-

íûì ôóíêöèÿì, ãåíåðèðóåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé è ñîîòâåòñòâþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðîãðàììû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü

÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ñòðîèòü ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììû

Îïèøåì ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðîãðàììû. Â íà÷àëå ïðîãðàììû ïîëüçî-

âàòåëþ â äèàëîãîâîì îêíå ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü òèï çàäà÷è â çàâèñèìîñòè

îò îáëàñòè. Ïî âûáîðó ïîëüçîâàòåëÿ çàïóñêàåòñÿ îäèí èç ÷åòûðåõ ìîäóëåé.

Êàæäûé èç íèõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû:

� ââîä äàííûõ;

� íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ;

� íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ;

� âûâîä ðåøåíèÿ è åãî ãðàôèêà.

Íà ðèñ. 4.6.1 ïðåäñòàâëåíà îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè, à íà ðèñ. 4.6.2 ïðåäñòàâëåíà îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ

çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ðàáîòû ïðîãðàìì.

Øàã 1. Ââîä äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì â äèàëîãîâîì îêíå.

Ââîäÿòñÿ ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ; ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå; êî-

ëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ m â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè. Ïîñëå âûáîðà îáëàñòè, â

êîòðîé èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ââîäÿòñÿ åå ïàðàìåòðû: â ñëó÷àå îòðåçêà �

äëèíà; ãðàôà � äëèíà ðåáåð; êðóãà � ðàäèóñ; ïðÿìîóãîëüíèêà � äëèíà è øè-

ðèíà.

Øàã 2. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà â ñîîòâåñòâóþùåé îáëàñòè. Âû÷èñëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

Øàã 3. Ôîðìèðîâàíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå ãàëåðêèíñêîé ñóì-
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Ðèñ. 4.6.1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ðàáîòû ïðîãðàìì
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Ðèñ. 4.6.2. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ðàáîòû

ïðîãðàìì
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ìû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè öèêëà for() îò 1 äî m:

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

xi(t)φi(s).

Øàã 4. Ïîäñòàíîâêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû subs ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïîëó÷èâøå-

ãîñÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φi(s), ãåíåðèðóåòñÿ ñèñòåìà äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå âûðîæäåííîñòè λ < λ1

(λ > −λ1) óðàâíåíèé, à èìåííî, ÿâëÿåòñÿ ëè λ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà èëè íåò. Åñëè óðàâíåíèå âûðîæäåíî, òî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà m < dimkerL. Ãåíå-

ðèðóþòñÿ ñèñòåìà íåâûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåìà

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Øàã 5. Ôîðìèðóþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ

íà÷àëüíîé ôóíêöèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì φi(s).

Øàã 6. Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè ñòðîèòñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ

è ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Åñ-

ëè íà÷àëüíûå äàííûå íå ïðèíàäëåæàò ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, òî ïðîãðàììà

âûâîäèò ñîîáùåíèå, ÷òî ðåøåíèé íåò, è çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Â ñëó÷àå óñëîâèé

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå ïðèíàäëåæàò ôàçîâîìó

ïðîñòðàíñòâó, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 7.Ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà-

õîäèòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé

ïðîöåäóðû dsolve îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ai(t).

Øàã 8. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âûâîäèòñÿ íà ýêðàí â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ è ãðàôèêà.

Èñïîëüçóåìûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà

Äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàëèñü âñòðîåííûå

ôóíêöèè è ñòàíäàðòíûå îïåðàòîðû ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Maple 18.0. Äëÿ ñî-
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çäàíèÿ äèàëîãîâûõ îêîí ïîäêëþ÷åí ïàêåòMaplets [Elements]. Ïðè âû÷èñ-

ëåíèè èíòåãðàëîâ îò ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò Integration

Tools. Ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ïàêåòà plots. Àâòî-

ðîì ñîçäàí ôàéë äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà íà îòðåçêå, íà ãðàôå, â ïðÿìîóãîëüíèêå è â êðóãå.

Ïðîãðàììà ýêñïëóàòèðóåòñÿ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïëàòôîðìû Intel,

ðàáîòàåò ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ññòåìû Microsoft Windows.

Âûõîäíûå äàííûå

Âûõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ âûâîä íà ýêðàí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, êîìïîíåíò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̃(s, t), ãðàôèê ðå-

øåíèÿ â îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ çàðåãèñòðèðîâàí â Ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ

[217,218] (Ïðèëîæåíèå 1, 2).

4.7. Îïèñàíèå ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ïðîãðàììà ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà è ðåàëèçóåò àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ï. 4.4.

Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå Maple è ðåàëèçîâàíà â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé

ìàòåìàòèêè Maple 18.0.

Ôóíêöèîíàëüíîå íàçíà÷åíèå

Ïðîãðàììà ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ìîäóëåé è ïðåä-

íàçíà÷åíà äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðå-

øåíèÿìè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè çàäà÷è Êîøè ñ ãðàíè÷íûì óñëî-

âèåì Äèðèõëå íà îòðåçêå, íà ãðàôå, â ïðÿìîóãîëüíèêå, â êðóãå äëÿ ïîëóëè-
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íåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ

óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíû ìåòîä ôàçîâî-

ãî ïðîñòðàíñòâà, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, ìåòîä äå-

êîìïîçèöèè è ìåòîä Ðèòöà. Â êàæäîì èç ìîäóëåé âû÷èñëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé îáëàñòè, ïðîèçâîäèòñÿ äåêîìïîçèöèÿ óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ëèíåàðè-

çîâàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîäå-

ëè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå ãàëåðêèíñêîé ñóììû ïî íåñêîëüêèì

ïåðâûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì, ãåíåðèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà çàäà÷è

è ïðîâîäèòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà íà îñíîâå ìåòîäà Ðèòöà.

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîëó÷àòü ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è � ïàðó ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è óïðàâëåíèÿ � è ñòðîèòü

ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììû

Îïèøåì ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðîãðàììû. Â íà÷àëå ïðîãðàììû ïîëüçî-

âàòåëþ â äèàëîãîâîì îêíå ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü òèï çàäà÷è â çàâèñèìîñòè

îò îáëàñòè. Ïî âûáîðó ïîëüçîâàòåëÿ çàïóñêàåòñÿ îäèí èç ÷åòûðåõ ìîäóëåé.

Êàæäûé èç íèõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû:

� ââîä äàííûõ;

� íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ;

� äåêîìïîçèöèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ;

� ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà;

� ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà;

� íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ;

� âûâîä ðåøåíèÿ è åãî ãðàôèêà.

Íà ðèñ. 4.7.1, 4.7.2 ïðåäñòàâëåíû îáîáùåííûå ñõåìû àëãîðèòìà ðàáîòû ìî-

äóëåé ïðîãðàìì ñ óñëîâèÿìè Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ñîîòâåòñòâåííî.

Øàã 1. Ââîä äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì â äèàëîãîâîì îêíå.
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Ðèñ. 4.7.1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ïðîãðàììû ñ óñëîâèåì Êîøè
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Ðèñ. 4.7.2. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ïðîãðàììû ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà
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Ââîäÿòñÿ ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ; ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå; êî-

ëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ m â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè. Ïîñëå âûáîðà îáëàñòè, â

êîòðîé èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, ââîäÿòñÿ åå ïàðàìåòðû: â ñëó÷àå îòðåçêà �

äëèíà; ãðàôà � äëèíà ðåáåð; êðóãà � ðàäèóñ; ïðÿìîóãîëüíèêà � äëèíà è øè-

ðèíà.

Øàã 2. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

Øàã 3. Ôîðìèðîâàíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è óïðàâëåíèÿ â âèäå ãà-

ëåðêèíñêîé ñóììû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè öèêëà for() îò 1 äî m:

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

xi(t)φi(s),

ṽ(s, t) = vm(s, t) =
m∑
i=1

vi(t)φi(s),

ũ(s, t) =
m∑
i=1

< u(s, t), φi(s) > φi(s) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s).

Øàã 4. Ïîäñòàíîâêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû subs ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïîëó-

÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φi(s), ãåíåðèðóåòñÿ ñèñòåìà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå âûðîæäåííîñòè

(íåâûðîæäåííîñòè) óðàâíåíèé, à èìåííî, ÿâëÿåòñÿ ëè λ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà èëè íåò. Åñëè óðàâíåíèå âûðîæäåíî, òî êîëè-

÷åñòâî ñëàãàåìûõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà

m < dimkerL. Ãåíåðèðóþòñÿ ñèñòåìà íåâûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Øàã 5. Ôîðìèðóþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ

íà÷àëüíîé ôóíêöèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì φi(s).

Øàã 6. Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè ñòðîèòñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ

è ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Åñ-

ëè íà÷àëüíûå äàííûå íå ïðèíàäëåæàò ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, òî ïðîãðàììà
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âûâîäèò ñîîáùåíèå, ÷òî ðåøåíèé íåò, è çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Â ñëó÷àå óñëîâèé

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå ïðèíàäëåæàò ôàçîâîìó

ïðîñòðàíñòâó, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 7.Ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà-

õîäèòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé

ïðîöåäóðû dsolve îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ai(t), êîòîðûå çàâèñÿò

îò ui(t), vi(t).

Øàã 8. Ãåíåðèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

ui(t), vi(t) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû subs. Íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû óïðàâ-

ëåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ïðè ïîìîùè ìíîãî÷ëåíîâ. Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå è çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Øàã 9. Íà çàäàííîì ìíîæåñòâå óïðàâëåíèé ïðè ïîìîùè ïàêåòà Opti-

mization è ïðîöåäóðûMinimize() íàõîäèòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà, äàëåå

íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñâóþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Øàã 10. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âûâîäèòñÿ íà ýêðàí â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ è ãðàôèêà.

Èñïîëüçóåìûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà

Äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàëèñü âñòðîåííûå

ôóíêöèè è ñòàíäàðòíûå îïåðàòîðû ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Maple 18.0. Äëÿ ñî-

çäàíèÿ äèàëîãîâûõ îêîí ïîäêëþ÷åí ïàêåòMaplets [Elements]. Ïðè âû÷èñ-

ëåíèè èíòåãðàëîâ îò ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò Integration

Tools. Ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ïàêåòà plots. Àâòî-

ðîì ñîçäàí ôàéë äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà íà îòðåçêå, íà ãðàôå, â ïðÿìîóãîëüíèêå è â êðóãå.

Ïðîãðàììà ýêñïëóàòèðóåòñÿ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïëàòôîðìû Intel,

ðàáîòàåò ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû Microsoft Windows.

Âûõîäíûå äàííûå

Âûõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ âûâîä íà ýêðàí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
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ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, êîìïîíåíò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òðîéêè (x̃(s, t),

ṽ(s, t), ũ(s, t)), ãðàôèê ðåøåíèÿ x̃(s, t), ṽ(s, t) è ũ(s, t) â îïðåäåëåííûå ïðîìå-

æóòêè âðåìåíè, à òàêæå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J .

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ çàðåãèñòðèðîâàí â Ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ

[219].

4.8. Îïèñàíèå ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå

ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Ïðîãðàììà ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà≫ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû

àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè èëèØî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà è ðåàëèçóåò àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ï. 4.5.

Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå C++ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïèëÿòîðà Micro-

soft Visual Studio 2008. ßçûê C++ ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèì ýôôåêòèâíî îñóùåñòâëÿòü ðàáîòó àëãîðèòìîâ ëþáîé

ñëîæíîñòè.

Ôóíêöèîíàëüíîå íàçíà÷åíèå

Ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè. Ïðîãðàììà ïîçâî-

ëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, çàäàííûõ â âèäå ñèñòåìû

àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çà-

äà÷è � ïàðó ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è óïðàâëåíèÿ. Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíû

ìåòîäû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû âû-

ðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è

ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ïåðåáîðà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíê-
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öèîíàëà. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íà÷àëüíîé

çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû âûðîæäåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììû

Îïèøåì ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðîãðàììû. Â åå ñîñòàâ âõîäÿò ñëåäóþùèå

ìîäóëè:

� ââîä äàííûõ;

� íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé;

� ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà;

� âûâîä ðåøåíèÿ � ïàðû ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è óïðàâëåíèå.

Íà ðèñ. 4.8.1, 4.8.2 ïðåäñòàâëåíû îáîáùåííûå ñõåìû àëãîðèòìà ðàáîòû ìî-

äóëåé ïðîãðàìì ñ óñëîâèÿìè Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ñîîòâåòñòâåííî.

Øàã 1. Äëÿ íà÷àëà ðàáîòû ïðîãðàììû ïîëüçîâîòåëþ íåîáõîäèìî ñôîð-

ìèðîâàòü ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç k

àëãåáðîè÷åñêèõ è m − k äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíà ïðîãðàììà ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫ (øàãè 1 � 6).

Øàã 2. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðÿìûõ ïåðåõîä îò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ê ðàçíîñòíûì.

Øàã 3. Ââîä äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç êîíôèãóðàöèîííîãî òåêñòîâîãî

ôàéëà, çàäàþùåãî ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà è èìåíà ôàéëîâ, èç êîòîðûõ çàãðóæà-

þòñÿ íåîáõîäèìûå ìàññèâû. Ïîëüçîâàòåëü ïîìåùàåò â ïàïêó ñ ïðîãðàììîé

ôàéë gauss51.txt (ôàéë ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà è âåñàìè êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà) è ôàéë

a.txt (ôàéë, ñîäåðæàùèé ìàòðèöó-óïðàâëåíèå B ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñî-

îòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà). Òàêæå âõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
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Ðèñ. 4.8.1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ïðîãðàììû ñ óñëîâèåì Êîøè
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Ðèñ. 4.8.2. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ïðîãðàììû ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà
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äàííûå: ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé; íà÷àëüíûå óñëîâèÿ; ôóíêöèîíàë êà-

÷åñòâà; çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà � ìèíèìàëüíûé hmin è ìàêñèìàëüíûé

hmax øàãè èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (bij); êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ øà-

ãà r; τ � ïðàâàÿ ãðàíèöà îòðåçêà, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à; η �

ïîðÿäîê êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà.

Øàã 4. Ñ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà óïðàâëåíèÿ B è óçëû êâàäðàòóðíîé ôîð-

ìóëû Ãàóññà. Ïðîèçâîäèòñÿ ôîðìèðîâàíèå çíà÷åíèÿ ìàññèâà óïðàâëåíèÿ è

ïîäñòàíîâêà åãî â ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Øàã 5. Ïðè ïîìîùè ïîäïðîãðàììû ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ ñèñòåìû � çíà÷åíèÿ ìàòðèöû-ñîñòîÿíèÿ X.

Øàã 6. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J . Çàïîìèíàåòñÿ

çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà è èùåòñÿ ñëåäóþùèé îïòèìàëüíûé øàã.

Øàã 7. Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçíèöà çíà÷åíèé ôóíêöèî-

íàëà íà i è i + 1 øàãàõ íå áóäåò ìåíüøå òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè óñëîâèå

îñòàíîâà âûïîëíåíî, òî ïðîãðàììà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è ôîðìèðóåò ôàéë ñ

ðåøåíèåì, åñëè íåò, òî ïåðåõîäèò ê øàãó 4.

Èñïîëüçóåìûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà

Ïðîãðàììà ýêñïëóàòèðóåòñÿ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïëàòôîðìû Intel,

ðàáîòàåò ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû Microsoft Windows. Äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ âåùåñòâåííûé òèï äâîéíîé òî÷íîñòè (long

double). Äëÿ âåëè÷èí òàêîãî òèïà ïîä ïîðÿäîê è ìàíòèññó îòâîäèòñÿ 11 è

52 ðàçðÿäà ñîîòâåòñòâåííî. Äëèíà ìàíòèññû îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ÷èñëà, à

äëèíà ïîðÿäêà � åãî äèàïàçîí.

Âûõîäíûå äàííûå

Âûâîä ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà: ïàðû (x̃(s, t), ũ(s, t)) â îïðåäåëåííûå ïðîìå-

æóòêè âðåìåíè, à òàêæå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè J

îñóùåñòâëÿåòñÿ â òåêñòîâûé ôàéë. Â õîäå ðàáîòû ïðîãðàììû âûâîäèòñÿ ïî-

äðîáíûé ïðîòîêîë ðàñ÷åòà.

Ïðîãðàììà çàðåãèñòðèðîâàíà â Ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ [220].
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Ãëàâà 5. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé è çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ

ôèëüòðàöèè è äåôîðìàöèè

5.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà è Êîøè

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðóãîñòè

Â öèëèíäðå QT = (0, l)× (0, T ), T > 0 ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ (0, l)× (0, T ) (5.1.1)

è óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ+∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ (0, l) (5.1.2)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s) = 0, s ∈ (0, l) (5.1.3)

äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(−λ−∆)xt + αx+ α1x
3 + α2x

5 + ...+ αk−1x
2k−1 + αkx

2k+1 = u, (5.1.4)

ãäå ôóíêöèÿ u = u(s, t) õàðàêòåðèçóåò âíåøíåå óïðàâëÿåìîå âîçäåéñòâèå

(áîêîâàÿ íàãðóçêà), à îïåðàòîð ∆ =
∂2

s2
. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

(5.1.4) â âèäå

ũ(s, t) =
m∑
i=1

< u(s, t), φi(s) > φi(s) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s). (5.1.5)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃(s, t) çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4) è çàäà÷è (5.1.1),

(5.1.3), (5.1.4) ìû áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), (5.1.6)

ãäå m ∈ N íåîáõîäèìî áðàòü òàêèì, ÷òîáû m > dimkerL, à {φi} � ìíîæåñòâî
âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(λ−∆)X(s) = 0, s ∈ (0, l);
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X(0) = X(l) = 0.

Äàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà äëÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ

÷èñåë λi, ïðè÷åì ôóíêöèè {φi} îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíóþ ñ âåñîì 2
l ñèñòåìó

ôóíêöèé

2

l

l∫
0

φiφlds =< φi, φl >=

 1, l = i;

0, l ̸= i,

ãäå φi = φi(s) =
√

2
l sin(

πis
l ), à λi = −i2.

Íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ï. 4.3, ïðî-

âåäåì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, èëëþñòðèðóþùèå ðàáîòó ïðîãðàìì,

îïèñàííûõ â ï. 4.6.

Ïðèìåð 5.1.1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1),

(5.1.3), (5.1.4) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ: l = 1, m = 5, λ = π2, α1 = 3,

α2 = 2, α3 = 4, α4 = 3, T = 2,

x0(s) =
√
2(−1

2 sin(3πs)−
1
3 sin(2πs) +

1
4 sin(πs))

è

u(s, t) =
√
2(10914516531850496 sin(πs) + t sin(2πs) + 4(t2 + 1)) sin(3πs)).

Â ñèëó òåîðåìû 3.4.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3),

(5.1.4) ïðè λ ≥ π2 è x0 ∈ M. Ñêàëÿðíî óìíîæèâ (5.1.1) íà ôóíêöèè φi(s), i =

1, ..., 5, ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè

a1(0) = 1/4, a2(0) = −1/3, a3(0) = −1/2, a4(0) = 0, a5(0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3),

(5.1.4), ïðåäñòàâëåíîå â òàáë. 5.3.1 (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6), êîòîðîå â ñëó÷àå

t = 0, t = 2 èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.1.1.

Çàìå÷àíèå 5.1.1. Äëÿ çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 5.1.1, ïðè ðàç-

ëè÷íûõ êîëè÷åñòâàõ ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé m áûëà íàéäåíà âû÷èñëè-

òåëüíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèé δm1,m2
= ∥um1

− um2
∥pklpk (0,l). Â ñëó÷àå pk = 8,
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Òàáëèöà 5.1.1

t a1(t) a2(t) a3(t) a4(t) a5(t)

0 0.250000 −0.333333 −0.500000 0 0

0.4 0.280082 −0.297320 −0.455271 −0.002090 −0.002230

0.8 0.315484 −0.263596 −0.408007 −0.004395 −0.004335

1.2 0.359570 −0.229464 −0.350668 −0.006702 −0.006277

1.6 0.415164 −0.193377 −0.276458 −0.008862 −0.007966

2.0 0.482696 −0.154331 −0.179111 −0.010747 −0.009251

à) á)

Ðèñ. 5.1.1. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4): a) â ìîìåíò âðåìåíè

t = 0; b) â ìîìåíò âðåìåíè t = 2

m1 = 3, m2 = 4 ïðè t = 2 ïîëó÷åíà âû÷èñëèòåëüíàÿ òî÷íîñòü δ3,4 =

6.166157912 · 10−14; m1 = 4, m2 = 5 ïðè t = 2 ïîëó÷åíà âû÷èñëèòåëüíàÿ

òî÷íîñòü δ4,5 = 6.143309389 · 10−16. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò

óòâåðæäàòü îá âû÷èñëèòåëüíîé ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Ïðèìåð 5.1.2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1),

(5.1.2), (5.1.4) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ: l = π, m = 6, λ = 1, α1 = 1,

α2 = 1, T = 2,

x0(s) =

√
2

π
(sin s+ sin(2s) + 4 sin(3s)− sin(4s) + sin(5s))
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è

u(s, t) =

√
2

π
(2 sin s+ (3t5 + t4 + t3 + t2 + t+ 2) sin(2s)+

+(1 + 0.5t+ t2 + 2t3 + t4 + t5) sin(3s) + (5t5 + t4 + 7t3 + t2 + t+ 4) sin(4s)+

+(t5 + t4 + t3 + 6t2 + t+ 1) sin(5s)).

Â ñèëó òåîðåìû 3.3.1 ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4). Ñêàëÿðíî óìíîæèâ (5.1.1)

íà ôóíêöèè φi(s), i = 1, ..., 6, ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a2(0) = 1, a3(0) = 4, a4(0) = −1, a5(0) = 1, a6(0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1),

(5.1.2), (5.1.4), ïðåäñòàâëåíîå â òàáë. 5.1.2 (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6), è â ñëó÷àå

t = 2 íà ðèñ. 5.1.2.

Òàáëèöà 5.1.2

t a1(t) a2(t) a3(t) a4(t) a5(t) a6(t)

0 −0.138777 1 4 −1 1 0

0.4 0.013429 0.735675 2.79196 −0.692492 0.846784 −0.00133770

0.8 0.0977441 0.799004 2.27761 −0.440436 0.815123 −0.00162823

1.2 −0.184066, 1.31031 2.10847 0.0440608 0.912381 −0.0135984

1.6 −1.29926 2.80351 2.11763 1.32418 1.15061 −0.0666648

2.0 −2.24942 4.28734 1.89902 3.90555 1.34018 −0.170907

Ïðèìåð 5.1.3. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1),

(5.1.3), (5.1.4) ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðèìåðà 5.1.2. Â ñèëó òåîðåìû 3.4.3 ïðè

çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4) íå ñóùåñòâóåò,

ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ x0 íå ïðèíàäëåæèò ôàçîâîìó ìíîãîîáðàçèþ

M, ò.ê. íå âûïîëíåíî

1

2π
(3a1(0)

3 − 12a1(0)
2 + 96a1(0) + 27 + 2a1(0)π) = 2.
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à) á)

Ðèñ. 5.1.2. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4): a) â ìîìåíò âðåìåíè

t = 0; b) â ìîìåíò âðåìåíè t = 2

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = G(V ; E), ãäå
V = {Vi}Ni=1 � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1 � ìíîæåñòâî äóã. Ìû ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ äóãà èìååò äëèíó lj > 0 è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

ðåáðà dj > 0. Íà ãðàôå G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

−λxjt − xjtss + αjxj + α1
jx

3
j + ...+ αk

jx
2k+1
j = uj,

äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N.
(5.1.7)

Äëÿ óðàâíåíèé (5.1.7) â êàæäîé âåðøèíå Vi, i = 1,M çàäàäèì êðàåâûå óñëî-

âèÿ ∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0, (5.1.8)

ur(0, t) = uj(0, t) = uh(lh, t) = um(lm, t), (5.1.9)

äëÿ âñåõ Er, Ej ∈ Eα(Vi), Eh, Em ∈ Eω(Vi). Çäåñü ÷åðåç Eα(ω)(Vi) îáîçíà÷åíî

ìíîæåñòâî äóã ñ íà÷àëîì (êîíöîì) â âåðøèíå Vi.

Åñëè äîïîëíèòü (5.1.8), (5.1.9) íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Êîøè

xj(s, 0) = x0j(s), äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), (5.1.10)
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èëè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ+∆)(xj(s, 0)− x0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), (5.1.11)

òî ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè � Íåéìàíà èëè çàäà÷ó Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

� Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèé (5.1.7).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

< Ax, z >=
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(xjs(s)zjs(s) + axj(s)zj(s))ds,

ãäå a > 0, x, z ∈ H, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(A)

ñïåêòð îïåðàòîðà A. Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð σ(A) íåîòðèöàòåëåí, äèñêðåòåí,

êîíå÷íîêðàòåí è ñãóùàåòñÿ òîëüêî ê ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk} ìíîæåñòâî

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííîå ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à

÷åðåç {φk = (φ1
k, ...φ

N
k )} � ñåìåéñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,

îðòîíîðìèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ< ·, · > èç L2(Ω).

Îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x̃(s, t) = (x̃1(s, t), ..., x̃j(s, t), ..., x̃N(s, t))

èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ãäå x̃j(s, t) � ýòî ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå íà j-ì ðåáðå ãðàôà. Ñëåäóÿ ìåòîäó Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà, ìû áóäåì

èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
k=1

ak(t)φk(s), (5.1.12)

òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà j-ì ðåáðå ãðàôà ïðèìåò âèä

x̃j(s, t) = xmj (s, t) =
m∑
k=1

ak(t)φ
j
k(s), (5.1.13)

ãäå m ∈ N íåîáõîäèìî áðàòü òàêèì, ÷òîáû m > l, ãäå l = dimkerL (÷òîáû

ó÷åñòü ýôôåêòû âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ).
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Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü j-ãî óðàâíåíèÿ â âèäå

ũj(s, t) =
m∑
k=1

< uj(s, t), φk(s) > φj
k(s) =

m∑
k=1

uk(t)φ
j
k(s). (5.1.14)

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû (5.2.10) â ñîîòâåòñòâóþùåå j-å óðàâíåíèå

(5.1.7). Ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

m∑
k=1

(−λ+ µk − a)a′ktφ
j
k(s) + α1

j

m∑
k=1

ak(t)φ
j
k(s) + α2

j(
m∑
k=1

ak(t)φ
j
k(s))

3+

+...+ αk
j (

m∑
k=1

ak(t)φ
j
k(s))

2k−1φj
k(x) =

m∑
k=1

uk(t)φ
j
k(s), j = 1, ..., N.

Óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ñêàëÿðíî â L2(G) íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

φk(s), k = 1, ..., N è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

ak(t). Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ (â ñèëó òåîðåìû 3.4.1), óðàâ-

íåíèÿ â ýòîé ñèñòåìå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èëè àëãåáðàè-

÷åñêèìè.

Íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ï. 4.3, ïðîâå-

äåì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû èëëþñòðèðóþùèå ðàáîòó ïðîãðàìì, îïè-

ñàííûõ â ï. 4.6.

Ïðèìåð 5.1.4. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.7) �

(5.1.9), (5.1.11) íà îðèåíòèðóåìîì ãðàôå G, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ïîñëåäîâà-

òåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåáåð è òðåõ âåðøèí (ñì. ðèñ. 5.1.3), ïðè ïàðàìåòðàõ

çàäà÷è: k = 4, λ = 0, α1 = α2 = α3 = α4 = 1, d1 = 1, d2 = 1, l1 = π, l2 = π,

N=2 è íà÷àëüíûõ ôóíêöèÿõ

x01(s) = 1− cos(s) + cos(
1

2
s) + cos(

3

2
s), x02(s) = 2 cos(s)− sin(

1

2
s),

u1(s) = 1− cos(s) + cos(
1

2
s) + cos(

3

2
s), u2(s) = 2 cos(s)− sin(

1

2
s).

Ðèñ. 5.1.3. Ãðàô G
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Â ðàáîòå [32] áûëè ïîëó÷åíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ

φ0 = (φ1
0, φ

2
0) = (

1√
2π
,

1√
2π

), λ0 = 0;

φ1 = (φ1
1, φ

2
1) = (

1√
π
cos

x

2
,− 1√

π
sin

x

2
), λ1 = −1/4;

φ2 = (φ1
2, φ

2
2) = (

1√
π
cosx,− 1√

π
cosx), λ2 = −1

çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ ãðàôà G

X ′′
1 = λX1, X

′′
2 = λX2,

X ′
1(0) = X ′

2(π) = 0, X ′
1(π) = X ′

2(0),

X1(π) = X2(0).

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11). Íà ðèñ. 5.1.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ ïðè

t ∈ [0, 1] ñ øàãîì 0.2. Êîëåáàíèÿ â ïåðâîì ðåáðå èçîáðàæåíû êðàñíûì, âî

âòîðîì � çåëåíûì.

5.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðóãîñòè

Íàñ èíòåðåñóåò ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì äâóòàâðîâîé áàëêè, íàõî-

äÿùåéñÿ ïîä ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé. Ðàññìîòðèì âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîùåííîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëè Õîôôà (5.1.1), (5.1.4). Â öèëèíäðå QT = (0, l) × (0, T ), T > 0

ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Õîôôà (5.1.1), (5.1.4) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè (5.1.3) èëè óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (5.1.2).

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (5.2.1)
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à) á)

â) ã)

ä) å)

Ðèñ. 5.1.4. Ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11) èç ïðèìåðà 5.4.1:

a) ôóíêöèè x1(s, t), x2(s, t) ïðè t = 0; á) ôóíêöèè x1(s, t), x2(s, t) ïðè t = 0.2; â) ôóíêöèè x1(s, t),

x2(s, t) ïðè t = 0.4; ã) ôóíêöèè x1(s, t), x2(s, t) ïðè t = 0.6; ä) ôóíêöèè x1(s, t), x2(s, t) ïðè t = 0.8;

å) ôóíêöèè x1(s, t), x2(s, t) ïðè t = 1
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ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4) è çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4), ãäå

ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

J(x, u) = β

T∫
0

l∫
0

|x(s, t)− zd(s, t)|2k+2dsdt+ (1− β)

T∫
0

l∫
0

|u|2dsdt. (5.2.2)

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2),

(5.1.4) è çàäà÷è (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4) ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè,

øòðàôà, Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà áûë îïèñàí â ï. 4.4. Â ñèëó ïðåäëîæåííîãî

ìåòîäà â öèëèíäðå QT ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (5.1.1) è óñëîâèå Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà (5.1.2) èëè óñëîâèå Êîøè (5.1.3) äëÿ óðàâíåíèÿ

(−λ−∆)xt + αx+ α1v
3 + α2v

5 + ...+ αk−1v
2k−1 + αkv

2k+1 = u. (5.2.3)

Óðàâíåíèå (5.2.3) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x(s, t). Çàäà-

äèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà â âèäå

Jε
θ (x, v, u) = βθ

T∫
0

l∫
0

|x(s, t)− zd(s, t)|2k+2dsdt+

β(1− θ)
T∫
0

l∫
0

|v(s, t)− zd(s, t)|2k+2dsdt+

+(1− β)
T∫
0

l∫
0

|u|2dsdt+ 1

ε

T∫
0

l∫
0

|x− v|2dsdt.

(5.2.4)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃(s, t) çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2) è çà-

äà÷è (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4), (5.2.2) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû (5.1.6). Ïðåä-

ñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.1.4) â âèäå

ũ(s, t) =
m∑
i=1

< u(s, t), φi(s) > φi(s) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s), (5.2.5)

ṽ(s, t) = vm(s, t) =
m∑
i=1

vi(t)φi(s). (5.2.6)

Çàòåì, îïèðàÿñü íà ìåòîä Ðèòöà, áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå vi(t), i = 1, ...,m,

ui(t), i = r, ...,m â âèäå

vi(t, N) =
N∑
n=1

cn sin(
πnt

l
), ui(t, N) =

N∑
n=1

bn sin(
πnt

l
) (5.2.7)
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èëè

vi(t, N) =
N∑
n=0

cnt
n, ui(t, N) =

N∑
n=0

bnt
n, (5.2.8)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû bn è cn òàê, ÷òîáû ôóíêöèè wi(t, N), ui(t, N) äîñòàâ-

ëÿëè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (5.2.4).

Ïðèìåð 5.2.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2) â ñëó÷àå

λ = 1, α = 1, α1 = 2, l = π, T = 1, θ = 1
2 , β = 99

100 , ε =
1
10 , x0(s) =

√
2
π(sin s+

2 sin(2s) + 2 sin(3s)), zd(s, t) =
√

2
π(sin s + (t + 2) sin(2s) + (t2 + 2) sin(3s)),

m = 3, N = 3. Ãðàôèêè ôóíêöèé x0(s), zd(s, t) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.2.1.

à) á)

Ðèñ. 5.2.1. Íà÷àëüíûå ôóíêöèè çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2): a) ôóíêöèÿ x0(s); b)

ôóíêöèÿ zd(s, t)

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ (ñì.

òàáë. 5.2.1), ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J = 4.098527.
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Òàáëèöà 5.2.1

b10 = 3.78551 b11 = 0.191363 b12 = 0.332450 b13 = 0.014591

b20 = 9.54792 b21 = −5.66737 b22 = 13.4783 b23 = −10.5349

b30 = −0.125106 b31 = 6.52025 b32 = 1.12257 b33 = −7.21200

c10 = 0.232990 c11 = −0.020644 c12 = 0.051504 c13 = 0.000723

c20 = 0.941092 c21 = 0.780535 c22 = −0.235198 c23 = −0.000466

c30 = 1.90204 c31 = −1.23850 c32 = 0.447985 c33 = 0.001871

Ïðèáëèæåííîå ðåùåíèå çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2) ïðèìåò âèä:

x(s, t) = 0.207035 sin(s) + 1.94309 · 105 sin(2s)− 1.33263 · 107 sin(3s)−
−3.94892 · 10−9 sin(s)t9 − 7.12624 · 10−9 sin(3s)t9 − 1.94308105e−

1
3 t sin(2s)+

+1.16963 · 10−8 sin(2s)t9 + 1.33263 · 107e− 1
8 t sin(3s) + 1.66578 · 106 sin(3s)t−

−1.04111 · 105 sin(3s)t2 + 0.002711 sin(2s)t7 + 0.000011 sin(2s)t8+

+4337.61 sin(3s)t3 − 135.521 sin(3s)t4 + 3.30193 sin(3s)t5 − 0.049447 sin(3s)t6−
−0.000959 sin(3s)t7 − 0.000005 sin(3s)t8 + 0.198778 sin(2s)t6−
−5.92736 sin(2s)t5 − 64768.6 sin(2s)t+ 96.5275 sin(2s)t4−
−1195.08 sin(2s)t3 + 10792.9 sin(2s)t2 + 0.089563 sin(s)t−
−0.000003 sin(s)t8 − 0.000553 sin(s)t7 + .292602 sin(s)t5−
−0.035173 sin(s)t6 − 0.871872 sin(s)t4 + 1.05038 sin(s)t3 − 0.499923 sin(s)t2,

v(s, t) = 0.576594e− 3 sin(s)t3 + 0.0410941 sin(s)t2−
−0.0164711 sin(s)t+ 0.185899 sin(s)− 0.000372 sin(2s)t3−
−0.187661 sin(2s)t2 + 0.622777 sin(2s)t+ 0.750882 sin(2s)+

+0.001493 sin(3s)t3 + 0.357441 sin(3s)t2 − 0.988178 sin(3s)t+ 1.51761 sin(3s),

u(s, t) = 0.011642 sin(s)t3 + 0.265256 sin(s)t2 + 0.152685 sin(s)t+

+3.02040 sin(s)− 8.40566 sin(2s)t3 + 10.7541 sin(2s)t2 − 4.52191 sin(2s)t+

+7.61814 sin(2s)− 5.75434 sin(3s)t3 + 0.895680 sin(3s)t2 + 5.20241 sin(3s)t−
−0.099820 sin(3s).

Ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2)

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.2.2 è 5.2.3. Íà ðèñ. 5.2.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíê-

öèé x(s, 1), v(s, 1), zd(s, 1) ïðè t = 1.
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à) á)

Ðèñ. 5.2.2. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2): a) ôóíêöèÿ

x(s, t); b) ôóíêöèÿ v(s, t)

Ðèñ. 5.2.3. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u(s, t) ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4),

(5.2.2)

Íàñ èíòåðåñóåò ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì êîíñòðóêöèè èç äâóòàâ-

ðîâûõ áàëîê, íàõîäÿùèõñÿ ïîä ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé. Íà êîíå÷íîì ñâÿçíîì

îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = G(V ; E) ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ ìîäåëü âûïó÷èâàíèÿ êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (5.1.7) � (5.1.9)
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Ðèñ. 5.2.4. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4), (5.2.2) â ìîìåíò âðåìåíè

t = 1

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè (5.1.10) èëè óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(5.1.11).

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (5.2.9)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.10) è çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11),

ãäå ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

J(x, u) =
∑
Ej∈E

β
T∫
0

dj

lj∫
0

|xj(s, t)− zjd(s, t)|2k+2dsdt+

+(1− β)
∑
Ej∈E

T∫
0

lj∫
0

dj|uj|2dsdt.
(5.2.10)

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.10),

(5.2.9) è çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11), (5.2.9) ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ äåêîì-

ïîçèöèè, øòðàôà, Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà áûë îïèñàí â ï. 4.4. Â ñèëó ïðåäëî-

æåííîãî ìåòîäà íà ãðàôå G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

−λxjt − xjtss + αjxj + α1
jv

3
j + ...+ αk

jv
2k+1
j = uj. (5.2.11)
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Óðàâíåíèÿ (5.2.11) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé xj(s, t). Çà-

äàäèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà â âèäå

Jε
θ (x, v, u) =

∑
Ej∈E

βθ
T∫
0

dj

lj∫
0

|xj(s, t)− zjd(s, t)|2k+2dsdt+

+
∑
Ej∈E

β(1− θ)
T∫
0

dj

lj∫
0

|vj(s, t)− zjd(s, t)|2k+2dsdt+

+(1− β)
∑
Ej∈E

T∫
0

lj∫
0

dj|uj|2dsdt+

+
∑
Ej∈E

1
ε

T∫
0

dj

lj∫
0

|xj(s, t)− vj(s, t)|2dsdt.

(5.2.12)

Ïðèìåð 5.2.2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.7) �

(5.1.9), (5.1.11), (5.2.9) íà îðèåíòèðóåìîì ãðàôå G, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ïîñëå-

äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåáåð è òðåõ âåðøèí (ñì. ðèñ. 5.1.3) è k = 1, λ = 0,

α1 = α2 = 1, β = θ = 1
2 , ε =

1
10 , d1=1, d2= 1, l1=π, l2=π, N=2 è íà÷àëüíûõ

ôóíêöèé (ñì. ðèñ. 5.2.5)

x01(s) = 0.225676 cos s, x02(s) = −0.225676 cos s,

z1d(s) = (0.225676(t2 + 1)) cos s, z2d(s) = −(0.225676(t2 + 1)) cos s.

Ðèñ. 5.2.5 Íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå x01, x02
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Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ (ñì.

òàáë. 5.2.2), ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J = 0.758280.

Òàáëèöà 5.2.2

b00 = −0.000898 b01 = 0.000519 b02 = 0.004183 b03 = −0.004247

b10 = −0.150189 b11 = −0.009871 b12 = 1.003754 b13 = −0.804374

b20 = 0.664529 b21 = 0.074235 b22 = −.374667 b23 = −.360942
c00 = −0.000514 c01 = −0.009678 c02 = 0.028825 c03 = −0.019824

c10 = −0.008221 c11 = −0.495853 c12 = 1.146591 c13 = −0.595256

c20 = 1.000790 c21 = −0.522917 c22 = 0.438774 c23 = −0.306497

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11), (5.2.9) ïðèìåò âèä:

x1(s, t) = −0.000269 + 0.000858t− 0.035642t2 + 0.016320t9 − 0.085926t8−
−0.327578t6 + 0.203202t7 + 0.415751t5 − 0.364575t4 + 0.177582t3−
−0.000022e−4t(−57885.8e4tt7 + 15705.2e4tt8 − 2048.73e4tt9−
−2.53678 · 105e4tt5 − 3.62799 · 105e4tt3 + 2.66670 · 105e4tt2−
−1.39073 · 105e4tt+ 3.53474 · 105e4tt4 + 1.40785 · 105e4tt6 + 38532.2e4t−
−38532.3) cos(0.5s) + 0.564191e−t(39958.5− 39957.8et + 39958.0ett+

+332.582ett5 − 55.1402ett6 + 6659.28ett3 − 1664.61ett4 − 19978.8ett2+

+7.69238ett7 − 0.866750ett8 + 0.611560e− ett9) cos(s),

x2(s, t) = −0.000269− 3 + 0.00086t− 0.0356416t2 + 0.016320t9 − 0.085925t8−
−0.327578t6 + 0.203202t7 + 0.415751t5 − 0.364575t4 + 0.177582t3+

+0.000022e−4t(−57885.8e4tt7 + 15705.2e4tt8 − 2048.73e4tt9 − 2.53678 · 105e4tt5−
−3.62799 · 105e4tt3 + 2.66670 · 105e4tt2 − 1.39073 · 105e4tt+ 3.53474 · 105e4tt4+
+1.40785 · 105e4tt6 + 38532.2e4t − 38532.3) sin(0.5s)− 0.564191e−t(39958.5−
−39957.8et + 39958.0ett+ 332.582ett5 − 55.1402ett6 + 6659.28ett3−
−1664.61ett4 − 19978.8ett2 + 7.69238ett7−
−0.866750ett8 + 0.061156ett9) cos(s),

v1(s, t) = −0.007908t3 + 0.011499t2 − 0.003861t− 0.000204+

+0.564191(−0.595256t3 + 1.14659t2 − 0.495853t− 0.008221)) cos(0.5s)+

+0.564191(−0.306497t3 + .438774t2 − 0.522917t+ 1.00079)) cos(s),
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v2(s, t) = −0.007908t3 + 0.011499t2 − 0.003861t− 0.000204−
−0.564191(−0.595256t3 + 1.14659t2 − 0.495853t− 0.008221)) sin(0.5s)−
−0.564191(−0.306497t3 + .438774t2 − 0.522917t+ 1.00079)) cos(s),

u1(s, t) = −0.001694t3 + 0.001668t2 + 0.000207t− 0.000358+

+0.564191(−0.804374t3 + 1.00375t2 − 0.009870t− 0.150189)) cos(0.5s)+

+0.564191(−0.360942t3 − 0.374667t2 + 0.0742352t+ 0.664529)) cos(s),

u2(s, t) = −0.001694t3 + 0.001668t2 + 0.000207t− 0.000358−
−0.564191(−0.804374t3 + 1.00375t2 − 0.009870t− 0.150189)) sin(0.5s)−
−0.564191(−0.360942t3 − 0.374667t2 + 0.0742352t+ 0.664529)) cos(s).

Ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11), (5.2.9)

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.2.6 è 5.2.7.

à) á)

Ðèñ. 5.2.6 Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1.7) � (5.1.9), (5.1.11), (5.2.9): a) ôóíêöèè

x1(s, 1), x2(s, 1), zd1(s, 1), zd2(s, 1); b) ôóíêöèÿ x1(s, 1), x2(s, 1), v1(s, 1), v2(s, 1)

5.3. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà è Êîøè

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Îñêîëîêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè (3.1.1), (3.1.2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.1.3) èëè óñëîâèåì Êîøè
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Ðèñ. 5.2.7 Óïðàâëåíèå u1(s, 1), u2(s, 1)

(3.1.4). Íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ï. 4.3,

ïðîâåäåì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, èëëþñòðèðóþùèå ðàáîòó ïðîãðàìì,

îïèñàííûõ â ï. 4.6.

Ïðèìåð 5.3.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöè

ïðè n = 3

(λ−∆)xt(s1, s2, s3, t) = α∆x(s1, s2, s3, t)−
−|x(s1, s2, s3, t)|p−2x(s1, s2, s3, t) + u(s1, s2, s3, t).

(5.3.1)

Çàäàäèì îáëàñòü Ω = {(s1, s2, s3) : 0 ≤ s1 ≤ π, 0 ≤ s2 ≤ π,≤ s3 ≤ π}.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

(λ−∆)(x(s1, s2, s3, 0)− x0(s1, s2, s3)) = 0, (s1, s2, s3) ∈ Ω; (5.3.2)

x(s1, s2, s3, t) = 0, (s1, s2, s3, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (5.3.3)

äëÿ óðàâíåíèÿ (5.3.1). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (5.3.1)

� (5.3.3) áóäåì èñêàòü â âèäå ãàëåðêèíñêîé ñóììû

xm(s1, s2, s3, t) =
m∑
n=1

m∑
l=1

m∑
k=1

akln(t)φkln(s1, s2, s3), m > 1,

ãäå {φkln} � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(λ−∆)x(s1, s2, s3) = 0, (s1, s2, s3) ∈ Ω;
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x(0, s2, s3) = x(π, s2, s3) = x(s1, 0, s3) =

= x(s1, π, s3) = x(s1, s2, 0) = x(s1, s2, π) = 0.

Äàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà äëÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ

÷èñåë λkln = −(k2+l2+n2), ïðè÷åì ôóíêöèè {φkln =
2
√
2√
π3

sin ks1 sin ls2 sinns3}

îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíóþ ñ âåñîì
2
√
2√
π3

ñèñòåìó ôóíêöèé. Â ñèëó òåîðåìû

3.1.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1) � (5.3.3) ïðè λ ≥ −3.

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1.1, âîçüìåì m =

2, p = 4, λ = −3, α = 1, T = 1,

x0(s1, s2, s3) = sin(s1) sin(s2) sin(s3) + 10 sin(s1) sin(2s2) sin(s3)+

+3 sin(2s1) sin(s2) sin(s3) + sin(s1) sin(s2) sin(2s3)

è

u(s1, s2, s3, t) = sin(s1) sin(s2) sin(s3) + t10 sin(s1) sin(2s2) sin(s3)+

+3 sin(2s1) sin(s2) sin(s3) + t sin(s1) sin(s2) sin(2s3).

Òîãäà, óìíîæèâ ñêàëÿðíî (5.3.1) íà ôóíêöèè φkln, n = l = k = 1, 2, ïîëó÷èì

ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a112(0) =
1

4

√
2

π3
, a121(0) =

5

2

√
2

π3
, a122(0) = 0, a211(0) =

3

4

√
2

π3
,

a212(0) = 0, a221(0) = 0, a222(0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1) �

(5.3.3), ïðåäñòàâëåíîå â òàáë. 5.3.1 (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6). Â ñëó÷àå t = 1

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1) � (5.3.3) ïðèìåò âèä (ñ òî÷íîñòüþ äî

10−6) è èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.3.1:

x(s1, s2, s3, 1) =

=
√
2

π3/2 (0.863574 sin(s1) sin(s2) sin(s3) + 0.462950 sin(s1) sin(s2) sin(2s3)+

+5.05385 sin(s1) sin(2s2) sin(s3)− 0.012234 sin(s1) · sin(2s2) sin(2s3)+
+1.815293 sin(2s1) sin(s2) sin(s3)− 0.001775 sin(2s1) sin(s2) sin(2s3)−
−0.051710 sin(2s1) sin(2s2) sin(s3)− 0.070413 sin(2s1) sin(2s2) sin(2s3)).
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Òàáëèöà 5.3.1

t a11(t) a12(t) a21(t) a22(t)

0.1 -0.165122 1.833339 4.770067 1.033124

0.2 0.095721 1.357912 3.555937 0.783439

0.3 0.303341 1.100588 2.857804 0.625189

0.4 0.4745932 0.938770 2.392435 0.513252

0.5 0.614686 0.828999 2.057272 0.430096

0.6 0.727279 0.751231 1.804693 0.366951

0.7 0.816346 0.694635 1.608954 0.318683

0.8 0.886030 0.652716 1.454549 0.281942

0.9 0.9402098 0.621284 1.331338 0.254370

1.0 0.982221 0.597499 1.232258 0.234222

à) á)

Ðèñ. 5.3.1. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.3.1) � (5.3.3): a) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0; b) â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1

Ïðèìåð 5.3.2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1),

(5.3.3) ñ óñëîâèåì Êîøè

x(s1, s2, s3, 0) = x0(s1, s2, s3), (s1, s2, s3) ∈ Ω, (5.3.4)
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â ñëó÷àå m = 2, p = 4, λ = 1, α = 1, T = 2,

x0(s1, s2, s3) = 2 sin(s1) sin(s2) sin(s3) + sin(s1) sin(2s2) sin(s3)+

+3 sin(2s1) sin(2s2) sin(s3) + sin(2s1) sin(2s2) sin(2s3)

è

u(s1, s2, s3, t) = t sin(s1) sin(s2) sin(s3) + (t+ 1) sin(s1) sin(2s2) sin(s3)+

+t2 sin(s1) sin(s2) sin(2s3).

Òîãäà, óìíîæèâ ñêàëÿðíî (5.3.1) íà ôóíêöèè φkln, n = l = k = 1, 2, ïîëó÷èì

ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a111(0) =
1

2

√
2

π3
, a112(0) = 0, a121(0) =

1

4

√
2

π3
, a122(0) = 0, a211(0) = 0,

a212(0) = 0, a221(0) =
3

4

√
2

π3
, a222(0) =

1

4

√
2

π3
.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1), (5.3.3),

(5.3.4). Â ñëó÷àå t = 2 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1), (5.3.3), (5.3.4)

ïðèìåò âèä (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6)

x(s1, s2, s3, 1) =

= 0.654143 sin(s1) sin(s2) sin(s3)− 0.0134260 sin(s1) sin(s2) sin(2s3)+

+0.488290 sin(s1) sin(2s2) sin(s3)− 0.488290 sin(s1) · sin(2s2) sin(2s3)−
−0.0218513 sin(2s1) sin(s2) sin(s3)− 0.005347 sin(2s1) sin(s2) sin(2s3)+

+0.143582 sin(2s1) sin(2s2) sin(s3) + 0.432329 sin(2s1) sin(2s2) sin(2s3)

è èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.3.2.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Îñêîëêîâà ïðè n = 2:

(1− κ∇2)xt = ν∇2x− (x · ∇)x− p+ u, ∇(∇ · x) = 0, (5.3.5)

ãäå âåêòîð-ñêîðîñòü x = (x1, x2), xi = xi(s1, s2, t), âåêòîð-ôóíêöèÿ u = (u1, u2),

ui = ui(s1, s2, t). Çàäàäèì îáëàñòü Ω = {(s1, s2) : 0 ≤ s1 ≤ π, 0 ≤ s2 ≤ π}.
Ââåäåì ôóíêöèþ òîêà, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1(s1, s2, t) =
∂ψ

∂s2
, x2(s1, s2, t) = − ∂ψ

∂s1
.
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à) á)

Ðèñ. 5.3.2. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.3.1), (5.3.3), (5.3.4): a) â ìîìåíò âðåìåíè

t = 0; b) â ìîìåíò âðåìåíè t = 2

Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.3.5) âûïîëíÿåòñÿ, à ïåðâîå ïðåîáðàçóåòñÿ

â óðàâíåíèå

(1− λ∇2)∇2ψt = ν∇4ψ − ∂(ψ,∇2ψ)

∂(s1, s2)
+ w, (5.3.6)

ãäå
∂(y, z)

∂(s1, s2)
=

∂y

∂s1

∂z

∂s2
− ∂y

∂s2

∂z

∂s1
, w =

∂u1
∂s2

− ∂u2
∂s1

. Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.3.6)

ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ

(1− κ∇2)(ψ(s1, s2, 0)− ψ0(s1, s2)) = 0,

ψ(0, s2) = ψ(π, s2) = ψ(s1, 0) = ψ(s1, π) = 0,

∇2ψ(0, s2) = ∇2ψ(π, s2) = ∇2ψ(s1, 0) = ∇2ψ(s1, π) = 0.

(5.3.7)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.6), (5.3.7) áóäåì èñêàòü â âèäå ãàëåð-

êèíñêîé ñóììû

ψm(s1, s2, t) =
m∑
l=1

m∑
k=1

ψkl(t)φkl(s1, s2), m > 1,

ãäå {φkl} = 2
π sin(ks1) sin(ls2) � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(λ−∆)x(s1, s2) = 0, (s1, s2) ∈ Ω;
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x(0, s2) = x(π, s2) = x(s1, 0) = x(s1, π) = 0.

Ïðèìåð 5.3.3. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.6), (5.3.7)

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ:

m = 2, κ = −1

2
, ν = 1, T = 1,

ψ0(s1, s2) = 2 sin s1 sin s2 + 3 sin(2s1) sin(s2) + sin(2s1) sin(2s2) + sin s1 sin(2s2)

è

w(s1, s2, t) = 2 sin s1 sin s2 + 3 sin(2s1) sin(s2) + t sin(2s1) sin(2s2)+

+2 sin(s1) sin(2s2).

Óìíîæèâ ñêàëÿðíî (5.3.6) íà ôóíêöèè φkl, l = k = 1, 2, ïîëó÷èì ñèñòåìó

àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ψ12(0) =
π

2
, ψ21(0) =

3π

2
, ψ22(0) =

π

2
.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.6), (5.3.7), ïðåä-

ñòàâëåíîå â òàáë. 5.3.2 (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6), â ñëó÷àå t = 1 ïðèìåò âèä:

ψ(s1, s2, 1) = −0.5 sin s1 sin s2 + 16.9403 sin(s1) sin(2s2)+

+90.80010 sin(2s1) sin(s2) + 14.454 sin(2s1) sin(2s2).

Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.3.6) ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ

ψ(s1, s2, 0) = ψ0(s1, s2),

ψ(0, s2) = ψ(π, s2), ψ(s1, 0) = ψ(s1, π) = 0,

∇2ψ(0, s2) = ∇2ψ(π, s2), ∇2ψ(s1, 0) = ∇2ψ(s1, π) = 0.

(5.3.8)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.6), (5.3.8) áóäåì èñêàòü â âèäå ãàëåð-

êèíñêîé ñóììû

ψm(s1, s2, t) =
m∑
l=1

m∑
k=1

ψ1
kl(t)φkl(s1, s2) +

m∑
i=0

m∑
j=1

ψ2
ij(t)θij(s1, s2), m > 1,

ãäå {φkl =
1
π sin(2ks1) sin(ls2)}, {θij = 1

π cos(2is1) sin(js2)} � ìíîæåñòâî âñåõ

ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(λ−∆)x(s1, s2) = 0, (s1, s2) ∈ Ω;
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Òàáëèöà 5.3.2

t a11(t) a12(t) a21(t) a22(t)

0.1 −0.785398 2.142452 6.683772 2.051198

0.2 −0.785398 2.898904 9.446717 2.679163

0.3 −0.785398 3.896660 13.318117 3.499788

0.4 −0.785398 5.207944 18.741368 4.571949

0.5 −0.785398 6.924256 26.336723 5.972519

0.6 −0.785398 9.160295 36.971632 7.801862

0.7 −0.785398 12.057963 51.858981 0.191009

0.8 −0.785398 15.789887 72.694268 13.311043

0.9 −0.785398 20.561467 101.847096 17.385325

1.0 −0.785398 26.609727 142.628457 22.705479

à) á)

Ðèñ. 5.3.3. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.3.6), (5.3.7): a) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0; b) â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1

x(0, s2) = x(π, s2), x(s1, 0) = x(s1, π) = 0.

Ïðèìåð 5.3.4. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.6), (5.3.8)

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ:

m = 2, κ = −1, ν = 1, T = 1,



207

ψ0(s1, s2) =
2
π(2 sin(2s1) sin s2 + 2 cos(2s1) sin(2s2)+

+ cos(4s1) sin(s2) + sin(4s1) sin(2s2))

è
w(s1, s2, t) =

2
π(sin(2s2) + 3 sin(2s1) sin(s2) + t sin(4s1) sin(2s2)+

+2(t2 + 1) cos(2s1) sin(2s2)).

Óìíîæèâ ñêàëÿðíî (5.3.6) íà ôóíêöèè φkl, l = k = 1, 2, θij, i = 0, ..., 2, k =

1, 2, ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè

ψ1
11(0) = 2, ψ1

12(0) = 0, ψ1
21(0) = 0, ψ1

22(0) = 1,

ψ2
02(0) = 0, ψ2

11(0) = 0, ψ2
12(0) = 2, ψ2

21(0) = 1, ψ2
22(0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.6), (5.3.8), ïðåä-

ñòàâëåíîå â òàáë. 5.3.3, 5.3.4 (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6), â ñëó÷àå t = 1 ïðèìåò

âèä:

ψ(s1, s2, 1) = 38.1765 sin(2s1) sin(s2)− 0.003719 sin(2s1) sin(2s2)+

+0.003335 sin(4s1) sin(s2) + 6.43852 sin(4s1) sin(2s2)− 5.98779 sin(s2)+

+0.080015 sin(2s2) + 0.066769 cos(2s1) sin(s2)− 0.548598 cos(2s1) sin(2s2)−
−1.00641 cos(4s1) sin(s2) + 0.001178 cos(4s1) sin(2s2).

Òàáëèöà 5.3.3

t ψ1
11(t) ψ1

12(t) ψ1
21(t) ψ1

22(t)

0.2 3.24692 -2.13668·10−7 -0.000023 1.55160

0.4 5.97037 -0.000006 -0.000302 2.49279

0.6 17.1791 0.000093 -0.001274 4.33001

0.8 36.0662 0.000586 -0.000119 6.44070

1.0 59.9674 -0.005842 0.005238 10.1136

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ â êðóãå {r < r0} (3.5.1), (3.5.2), (3.5.4) , îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé:

(λ−∆)xt(r, φ, t)−∆x(r, φ, t) + αx(r, φ, t) = u(r, φ, t),

x(r0, φ, t) = 0,

x(r, φ, 0) = x0, r ∈ (0, r0), φ ∈ (0, 2π),

(5.3.9)
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Òàáëèöà 5.3.4

t ψ2
01(t) ψ2

02(t) ψ2
11(t) ψ2

12(t) ψ2
21(t) ψ2

22(t)

0.2 2.91062 0.002007 0.000024 3.27722 1.46458 1.42873·10−7

0.4 10.4289 0.009832 0.000365 5.28147 1.94361 0.00001

0.6 46.7258 0.027574 0.003063 6.19312 0.984958 0.000280

0.8 -2.51136 0.062222 0.022947 -0.996156 -2.38078 0.001009

1.0 -9.40558 0.125687 0.104881 -.861736 -1.58087 0.001850

à) á)

Ðèñ. 5.3.4. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.3.6), (5.3.8): a) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0; b) â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1

çäåñü ∆ = ∂2

∂r2 +
1
r
∂
∂r .

Ïðèìåð 5.3.5. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.9) ïðè

çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ: m = 5, R = 1, λ = 1
2 , ν = 1, T = 1, u(r, t) = 0,

x0(r) = 2J0(µ
(0)
1 r)− 5J0(µ

(0)
2 r) + J0(µ

(0)
3 r).

Âûïèøåì ïåðâûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå â ïðîãðàììå äëÿ äàí-

íîãî êðóãà êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

∂2

∂r2R(r) +
1
r
∂
∂rR(r) = λR(r)

R(r0) = 0, R(0) <∞, r0 = 1.
(5.3.10)
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Cîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Rk(r) = J0(µ
(0)
k r), λk = −(µ

(0)
k )2.

Çäåñü Jk(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà k, µ
(0)
j � íóëè ôóíêöèè

Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ðåøåíèå x(r, t) çàäà÷è (5.3.9) áóäåì èñêàòü â âèäå ãàëåðêèíñêîé ñóììû

x(r, t) =
m∑
k=1

ak(t)Rk(r). (5.3.11)

Cêàëÿðíî óìíîæèâ (5.3.9) íà ôóíêöèè Rk(r), k = 1, ..., 5, ïîëó÷èì ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a1(0) = 2, a2(0) = −5, a3(0) = 1, a4(0) = 0, a5(0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.5.1), (3.5.2), (3.5.4), êîòîðîå ïðåäñòàâëåííî íà ðèñ. 5.3.5.

à) á)

Ðèñ. 5.3.5. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.3.9): a) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0; b) â ìîìåíò

âðåìåíè t = 1
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5.4. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè

Íàñ èíòåðåñóåò ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ äàâëåíèåì ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè

ïðè ïîìîùè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (ò.å. èñòîêàìè è ñòîêàìè æèäêîñòè ñî-

îòâåòñòâåííî). Ðàññìîòðèì âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåé-

íîé ôèëüòðàöèè (3.1.1), (3.1.2). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Îñêîëêîâà

íåëèíåéíîé ôèëüòðàöè ïðè n = 2

(λ−∆)xt(s1, s2, t)− α∆x(s1, s2, t)+

+|x(s1, s2, t)|p−2x(s1, s2, t) = u(s1, s2, t).
(5.4.1)

Çàäàäèì îáëàñòü Ω = {(s1, s2) : 0 ≤ s1 ≤ π, 0 ≤ s2 ≤ π}. Ðàññìîòðèì
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

(λ−∆)(x(s1, s2, 0)− x0(s1, s2)) = 0, (s1, s2) ∈ Ω; (5.4.2)

x(s1, s2, t) = 0, (s1, s2, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (5.4.3)

äëÿ óðàâíåíèÿ (5.4.1).

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (5.4.4)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.3), ãäå ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàäèì â âèäå

J(x, u) =

= β
T∫
0

π∫
0

π∫
0

[
|x(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t)|2 + | ∂

∂s1
(x(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t))|2+

+ | ∂
∂s2

(x(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t))|2
]
ds1ds2dt+ (1− β)

T∫
0

π∫
0

π∫
0

|u(s1, s2, t)|2ds1ds2dt.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) ïðè

ïîìîùè ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè, øòðàôà, Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà � Ôàýäî áûë

îïèñàí â ï. 4.4. Â ñèëó ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà â öèëèíäðå QT = Ω × (0, T )
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ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (5.4.3) è óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (5.4.2)

äëÿ óðàâíåíèÿ

(λ−∆)xt(s1, s2, t)− α∆x(s1, s2, t) =

= −|v(s1, s2, t)|p−2v(s1, s2, t) + u(s1, s2, t).
(5.4.5)

Óðàâíåíèå (5.4.5) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x(s1, s2, t). Çà-

äàäèì ôóíêöèîíàë øòðàôà â âèäå

Jε(x, v, u) =

= βθ
T∫
0

π∫
0

π∫
0

[
|x(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t)|2 + | ∂

∂s1
(x(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t))|2+

+ | ∂
∂s2

(x(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t))|2
]
ds1ds2dt+

+β(1− θ)
T∫
0

π∫
0

π∫
0

[
|v(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t)|2 + | ∂

∂s1
(v(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t))|2+

| ∂
∂s2

(v(s1, s2, t)− zd(s1, s2, t))|2
]
ds1ds2dt+ (1− β)

T∫
0

π∫
0

π∫
0

|u(s1, s2, t)|2ds1ds2dt+

+
1

ε

T∫
0

π∫
0

π∫
0

|x(s1, s2, t)− v(s1, s2, t)|2ds1ds2dt.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃(s1, s2, t) çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) áóäåì èñêàòü â

âèäå ñóììû

x̃(s1, s2, t) = xm(s1, s2, t) =
m∑
l=1

m∑
k=1

akl(t)φkl(s1, s2), (5.4.6)

ãäå m ∈ N íåîáõîäèìî áðàòü òàêèì, ÷òîáû m > 1, à {φkl} � ìíîæåñòâî âñåõ
ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(λ−∆)x(s1, s2) = 0, (s1, s2) ∈ Ω;

x(0, s2) = x(π, s2) = x(s1, 0) = x(s1, π) = 0.

Äàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà äëÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ

÷èñåë λkl = −(k2 + l2), ïðè÷åì ôóíêöèè {φkl =
2
π sin(ks1) sin(ls2)} îáðàçóþò

îðòîíîðìàëüíóþ ñ âåñîì
2

π
ñèñòåìó ôóíêöèé. Â ñèëó òåîðåìû 3.1.1 ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.3) ïðè λ ≥ −2.
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Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.4.5) â âèäå

ũ(s1, s2, t) = um(s, t) =
m∑
l=1

m∑
k=1

ukl(t)φkl(s1, s2), (5.4.7)

ṽ(s1, s2, t) = vm(s, t) =
m∑
l=1

m∑
k=1

vkl(t)φkl(s1, s2). (5.4.8)

Îïèðàÿñü íà ìåòîä Ðèòöà, áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå vi(t), i = 1, ...,m, ui(t), i =

2, ...,m â âèäå

vln(t, N) =
m∑
l=1

N∑
n=0

cnt
n, uln(t, N) =

m∑
l=1

N∑
n=0

bnt
n, (5.4.9)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû bln è cln òàê, ÷òîáû ôóíêöèè vi(t, N), ui(t, N) äîñòàâ-

ëÿëè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó Jε(x, v, u).

Ïðèìåð 5.4.1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëå-

íèÿ (5.4.1) � (5.4.4) â ñëó÷àå λ = −2, α = 1, T = 1, θ = 1
2 , β = 99

100 , ε = 1
10 ,

m = 2, N = 3,

x0 =
2

π
((sin s1 sin s2 + 2 sin(2s1) sin(s2) + sin(2s1) sin(2s2) + 2 sin(s1) sin(2s2)) ,

zd(s1, s2, t) =
2

π
(sin s1 sin s2 + (t+ 2) sin(s1) sin(2s2) + sin(2s1) sin(2s2)+

+(t2 + 2) sin(2s1) sin(s2)
)
.

Ãðàôèêè ôóíêöèé x0(s1, s2), zd(s1, s2, t) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.4.1. Ïîä-

ñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ (5.4.6) � (5.4.9) â óðàâíåíèå (5.4.1), ïîëó÷èì

ñèñòåìó àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

2x11 =
1

4π
(4u11π

2 − 9v311 − 18v11(v
2
12 + v221)− 12v11v

2
22 − 24v12v21v22),

3dx12

dt + 5x12 =
1

4π
(4u12π

2 − 24v11v21v22 − 9v312 − 6v12(3v
2
11 + 2v221 + 3v222)),

3dx21

dt + 5x21 =
1

4π
(4u21π

2 − 24v11v12v22 − 9v321 − 6v21(3v
2
11 + 2v212 + 3v222)),

6dx22

dt + 8x12 =
1

4π
(4u22π

2 − 24v11v12v21 − 9v322 − 6v22(3v
2
12 + 3v221 + 2v211))

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x12(0) = 2, x21(0) = 2, x22(0) = 1.
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à) á)

Ðèñ. 5.4.1. Íà÷àëüíûå ôóíêöèè çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4): a) ôóíóêöèÿ x0(s1, s2); b) ôóíóêöèÿ

zd(s1, s2, 1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1

Òàáëèöà 5.4.1

b110 = 5.078360 b111 = 0 b112 = 0 b120 = 12.985270

b121 = 0 b122 = 0 b210 = 11.521122 b211 = 0.835746

b212 = 0 b220 = 5.290295 b221 = 0 b222 = 0

c110 = 0.523264 c111 = 0.583551 c112 = −0.436768 c120 = 1.868340

c121 = 0.013369 c122 = 0.081524 c210 = 1.862006 c211 = −0.467513

c212 = 0.478953 c220 = 0.852953 c221 = −0.348415 c222 = 0.045725

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâëå-

íèÿ (ñì. òàáë. 5.4.1) è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jε = 7.259320. Ðåøåíèå çàäà÷è

(5.4.1) � (5.4.4) ïðèìåò âèä:

u(s1, s2, t) =
2

π
(5.078360 sin(s1) sin(s2) + 12.985270 sin(s1) sin(2s2)+

+0.835746t+ 11.521122 sin(2s1) sin(s2) + 5.290295 sin(2s1) sin(2s2)) ,
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x(s1, s2, t) =
1

4π3
sin(s1) sin(s2)(−21.947862t3 − 8.809052t5 + 2.573719t6−

−16.371223t+ 20.313440π2 + 23.664127t2 + 20.964657t4 − 142.606457)+

+
2

π
sin(s1) sin(2s2)(2e

−5
3 t +

1

62500π2
(−1.623159 · 105 · π2e−

5
3 t + 68379.489897t3+

+3.714344 · 105t− 2.383329105t2 − 13294.066407t4 − 359.167488t5 − 883.54t6+

+1.623159105π2 − 8.167617105 + 8.167617e−
5
3 t)) +

2

π
sin(2s1) sin(s2)(2e

− 5
3 t+

+
1

6250π2
(−1.377450 · 105π2e−

5
3 t + 1.786907106e−

5
3 t + 7.192970 · 105t3+

+1.990306 · 106t− 1.5132151 · 106t2 − 2.540596105t4 + 57535.385947t5−
−8283.1452466052174715t6 + 1.377460105π2 + 10446.830123π2t−

−1.7869076106)) +
2

π
sin(2s1) sin(2s2)(1 +

1

8192π2
(−5417.262223π2e−

4
3 t+

+38947.561299te−
4
3 t − 20286.753607t2 + 7131.739743t3 − 1938.291098t+

+402.464983t5 + 28.029693t6 + 5417.262230π2 − 69889.004834 + 69889e−
4
3 t)),

v(s1, s2, t) =
2

π
(−0.436768t2 + 0.583550t+ 0.523264) sin(s1) sin(s2)+

+(0.081524t2 + 0.0133691t+ 1.868340) sin(s1) sin(2s2)+

+(0.478953t2 − 0.467513t+ 1.862006) sin(2s1) sin(s2)+

+(0.045725t2 − 0.348415t+ 0.852953) sin(2s1) sin(2s2).

Ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 5.4.2 è 5.4.3.

Íà ðèñ. 5.4.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèé x(s1, 7π8 , 1), v(s1,
7π
8 , 1),

zd(s1,
7π
8 , 1) ïðè t = 1, s2 = 7π

8 .

Ïðèìåð 5.4.2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëå-

íèÿ (5.4.1) � (5.4.4), ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 5.4.1 â ñëó÷àå β = 1
2 . Â ðå-

çóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ (ñì.

òàáë. 5.4.2) è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jε = 9.889465. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ u(s1, s2, 1) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.4.5.

Íà ðèñ. 5.4.6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèé x(s1, 7π8 , 1), v(s1,
7π
8 , 1),

zd(s1,
7π
8 , 1) ïðè t = 1, s2 = 7π

8 .

Çàìå÷àíèå 5.4.1. Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îò-

ðàæåííûõ â ïðèìåðàõ 5.4.1 è 5.4.2, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè èçìå-
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à) á)

Ðèñ. 5.4.2. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4): a) ôóíêöèÿ x(s1, s2, 1) â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1; b) ôóíêöèÿ v(s1, s2, 1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1

Ðèñ. 5.4.3. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u(s1, s2, 1) ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1

íåíèè ïàðàìåòðà β èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ïîèñêà óïðàâëåíèÿ. ×åì áëèæå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β (0 < β < 1) ïðèáëèæàåòñÿ ê 1, òåì áëèæå èñêîìûå

ôóíêöèè x(s1, s2, t) è v(s1, s2, t) ïðèáëèæàþòñÿ ê òðåáóåìîìó ñîñòîÿíèþ

zd(s1, s2, t). Îäíàêî óïðàâëåíèå u(s1, s2, t) âîçðàñòàåò. Åñëè óìåíüøàòü ïà-

ðàìåòð β, òî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óìåíüøàåòñÿ âíåøíåå âîçäåéñòâèå

u(s1, s2, t), íî òîãäà èñêîìîå ðåøåíèå x(s1, s2, t) è v(s1, s2, t) õóæå óäîâëå-

òâîðÿþò çàäàííûì óñëîâèÿì.
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Ðèñ. 5.4.4. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 è ïðè

s2 =
7π
8

Ðèñ. 5.4.5. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u(s1, s2, 1) ðåøåíèÿìè çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1

Òàáëèöà 5.4.2

b110 = 1.628028 b111 = −4.521307 b112 = 3.602013 b120 = 0.337179

b121 = 1.237517 b122 = −1.540211 b210 = 0.268694 b211 = 1.225880

b212 = −1.446327 b220 = 0.039733 b221 = 0.461146 b222 = −0.529343

c110 = −0.090351 c111 = 0.379797 c112 = −.133310 c120 = 1.772402

c121 = −2.209892 c122 = 1.149617 c210 = 1.777240 c211 = −2.364640

c212 = 1.296475 c220 = 0.738801 c221 = −.280850 c222 = −.157092
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Ðèñ. 5.4.6. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.4.1) � (5.4.4) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 è ïðè

s2 =
7π
8

5.5. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Ïðîâåäåì ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè ðåãóëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì

ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ æèä-

êîñòè. Â öèëèíäðå QT = (0, l)× (0, T ), T > 0 ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ôèëü-

òðàöèîííóþ ìîäåëü Áóññèíåñêà (3.6.1), (3.6.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè

(3.6.4) èëè óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3.6.3). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ

íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → inf (5.5.1)

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4) è çàäà÷è (3.6.1) � (3.6.3), ãäå ôóíê-

öèîíàë ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

J(x, u) = β

T∫
0

l∫
0

|x(s, t)− zd(s, t)|pdsdt+ (1− β)

T∫
0

l∫
0

|u|qdsdt, (5.5.2)

ãäå 1
p +

1
q = 1. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6.1)

� (3.6.3), (5.5.1) è çàäà÷è (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4), (5.5.1) íà îñíîâå ìåòîäîâ

Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà è ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ
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îïèñàí â ï. 4.5. Â ñèëó ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃(s, t)

çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s). (5.5.3)

Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.1.4) â âèäå

ũ(s, t) =
m∑
i=1

< u(s, t), φi(s) > φi(s) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s). (5.5.4)

Çàòåì, îïèðàÿñü íà ìåòîä Ðèòöà, áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå ui(t), i = r, ...,m

â âèäå

ui(t, N) =
N∑
n=0

bnt
n, (5.5.5)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû bn òàê, ÷òîáû ôóíêöèè ui(t, N) äîñòàâëÿëè ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëó (5.5.2).

Ïðèìåð 5.5.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4), (5.5.1) â ñëó÷àå

λ = 1, p = 4, l = π, T = 1, θ = 1
2 , x0(s) = sin(2s) + sin(5s), zd(s, t) =

1
4 sin s+ (t2 + 1) sin(2s) + 0.6t3 sin(3s) + 2t sin(4s) + sin(5s), m = 5, N = 5.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ (ñì.

òàáë. 5.5.1), ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ J = 4.048627.

Ïðè íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòàõ óïðàâëåíèÿ áûëî íàéäåíî ÷èñëåííîå ðåøå-

íèå çàäà÷è (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4) (ñì. òàáë 5.5.2), ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ x̃(s, 1) è z(s, 1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.5.1.

Òàáëèöà 5.5.1

b10 = 0.4175417 b11 = 0.3932042 b12 = 0 b13 = 0 b14 = 0 b15 = −0.4032380

b20 = 0.2672005 b21 = 0.5073153 b22 = 0 b23 = 0 b24 = 0 b25 = 0.8945241

b30 = 0 b31 = 0 b32 = 0 b33 = 0 b34 = 0 b35 = 1.461488

b40 = 0 b41 = 0.4247353 b42 = 0 b43 = 0 b44 = 0 b45 = 0

b50 = 0 b51 = 0 b52 = 0 b53 = 0 b54 = 0 b55 = 0

Ïðèìåð 5.5.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.6.1) � (3.6.3), (5.5.1) â ñëó÷àå λ =

−1, p = 4, l = π, T = 1, θ = 1
2 , x0(s) = 2 sin(s) + sin(2s) + sin(5s)), zd(s, t) =

1
4 sin s+ (t2 + 1) sin(2s) + 0.6t3 sin(3s) + 2t sin(4s) + sin(5s), m = 5, N = 5.
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Òàáëèöà 5.5.2

t a1(t) a2(t) a3(t) a4(t) a5(t)

0 1.79222 0 0 0 1.79222

0.2 0.194020 1.6038 0.274290 0.28795 1.5969

0.4 0.332990 1.56383 0.495314 0.53661 1.6345

0.6 0.442234 1.5516 0.673230 0.759880 1.76934

0.8 0.533125 1.56056 0.871525 1.02168 2.02570

1.0 0.601775 1.5947 1.16946 1.396820 2.48340

Ðèñ. 5.5.1. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6.1), (3.6.2), (3.6.4), (5.5.1) â ìîìåíò âðåìåíè

t = 1

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ (ñì.

òàáë. 5.5.3), ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J = 3.971911. Ïðè íàé-

äåííûõ êîýôôèöèåíòàõ óïðàâëåíèÿ áûëî íàéäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.6.1) � (3.6.3) (ñì. òàáë 5.5.4), ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̃(s, 1) è

z(s, 1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.5.2.

Çàìå÷àíèå 5.5.1. Â ïðèìåðå 5.5.2 íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê

íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ x0 íå ïðèíàäëåæèò ôàçîâîìó ìíîãîîáðàçèþ M.
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Òàáëèöà 5.5.3

b10 = 0 b11 = 0.3932042 b12 = 0 b13 = 0 b14 = 0.3285297 b15 = −0.02342224

b20 = 0 b21 = 0.6751964 b22 = 0 b23 = 0 b24 = −0.6095218 b25 = 1.627153

b30 = 0.09647555 b31 = 0 b32 = 0 b33 = 0 b34 = 0 b35 = 1.320860

b40 = −0.0522531 b41 = 0.3795494 b42 = 0 b43 = 0 b44 = 0 b45 = 0

b50 = 0 b51 = 0 b52 = 0 b53 = 0 b54 = 0 b55 = 3.425175

Òàáëèöà 5.5.4

t a1(t) a2(t) a3(t) a4(t) a5(t)

0 0.388145 1.79222 0 0 3.22603

0.2 0.337140 0.895050 0.0966660 0.0292608 2.14099

0.4 0.542735 0.804680 0.28903 0.199218 1.90507

0.6 0.763540 0.898925 0.532845 0.432169 1.89978

0.8 0.952825 1.08606 0.839645 0.752255 2.09191

1.0 0.985030 1.34000 1.24176 1.22444 2.59138

Ðèñ. 5.5.2. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6.1) � (3.6.3), (5.5.1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

è ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûìè è p-êîýðöèòèâíûìè îïåðàòîðàìè: ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè, ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè, îáîáùåííàÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ìîäåëü Õîôôà, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè

êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà.

Ðàçðàáîòàíû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óêàçàííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íèõ. Ïîñòðî-

åí îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íèõ.

Äîêàçàíû:

1. Òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè è çàäà÷èØîóîëòå-

ðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîí-

íûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì;

2. Òåîðåìà î ñòðóêòóðå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì;

3. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì;

4. Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè

ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâ-

íûì îïåðàòîðîì è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Êîøè èëè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà;

5. Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè

ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîì è íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà.
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Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïðîâåäåíî àíàëèòè-

÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè, äåôîð-

ìàöèè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

óêàçàííûõ çàäà÷, êîòîðûå ðåàëèçîâàíû â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

Â ðàìêàõ ðàçâèòèÿ êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû:

1. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà;

2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ;

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà èëè Êîøè; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ;

4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ

áàëîê ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè;

5. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïî-

ëóïðîâîäíèêå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè;

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ;

6. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëå Áóññèíåñêà ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ;



223

7. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îñíîâàííûõ íà ïîëóëèíåéíîì óðàâíåíèè ñîáîëåâñêîãî

òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì, ñ áèëèíåéíûì îïåðàòî-

ðîì.

Â ðàìêàõ ðàçðàáîòêè, îáîñíîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòî-

äîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ïîëó÷åíû:

8. Ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé êàê çàäà÷ Êîøè èëè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì;

9. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

íà îñíîâå ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-

êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì;

10. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïå-

ðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè;

11. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïå-

ðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ.

Â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â

âèäå êîìïëåêñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû:

12. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-

ñëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñî-

áîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì íà îòðåçêå,

íà ãðàôå, â ïðÿìîóãîëüíèêå, â êðóãå;

13. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-

ñëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçè-

öèè;
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14. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-

ñëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ

s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîøàãîâî-

ãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðåøåíû âñå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è è äîñòèãíóòà

öåëü èññëåäîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñîîòâåòñòâèè äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû ñëåäóþùèì îáëàñòÿì èññëåäîâàíèÿ ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18

� ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì:

1) ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëå-

äîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ï. 2);

2) ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé (ï. 3);

3) ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîì-

ïëåêñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ï. 4).
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ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà íà îòðåçêå
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Ïðèëîæåíèå 2. Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ

ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà â êðóãå


