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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ íàõîæäåíèÿ çíà÷å-

íèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ ïðèîáðåòàåò áîëüøîé èíòåðåñ â

ñâÿçè ñ øèðîêîé îáëàñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ êðàåâûõ, íà÷àëüíî-êðàåâûõ è ñïåêòðàëü-

íûõ çàäà÷ â íàóêå è òåõíèêå, íàïðèìåð, çàäà÷è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷è-

âîñòè, ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîòÿæåííîé ëèíèè, ñåéñìîðàçâåäêè, èäåíòèôè-

êàöèè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ïðîáëåì íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, íåëèíåéíûõ

ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ðåäóêöèè èçìåðåíèé çà õàðàêòåðèñòèêó íàïðàâëåííîñòè

àíòåííû, îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé (èêîíèêà), îïðåäåëåíèå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

èñòèííûõ êîíôèãóðàöèé òðîéíûõ çâåçä è äð.

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-

íèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ îñíîâûâàþòñÿ íà

ñîñòàâëåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîé

ìàòðèöû. Ñóòü ìåòîäà À. Ì. Äàíèëåâñêîãî íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàò-

ðèöû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè âåêîâîãî îïðåäåëèòåëÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó Ôðî-

áåíèóñà. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, ïåðåõîä îò èñõîäíîé ìàòðèöû A ðàçìåðà n × n

ê ïîäîáíîé åé ìàòðèöå Ôðîáåíèóñà B1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ n − 1 ïðåîáðà-

çîâàíèé ïîäîáèé, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóþùèõ ñòðîêè ìàòðèöû A, íà÷èíàÿ ñ

ïîñëåäíåé, â ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû B. Â ìåòîäå Êðûëîâà À. Í., äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà2. Îäíàêî,

ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò íå èìåòü åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå

íà÷àëüíîãî âåêòîðà. Ìåòîä Ëåâåððüå, îñíîâàííûé íà ôîðìóëàõ Íüþòîíà äëÿ ñóìì

ñòåïåíåé êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, âåñüìà òðóäîåìîê, òàê êàê ïðèõîäèòñÿ

ïîäñ÷èòûâàòü âûñîêèå ñòåïåíè èñõîäíîé ìàòðèöû.

1Äåìèäîâè÷, Á. Ï. Îñíîâû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè / Á.Ï. Äåìèäîâè÷, È. À. Ìàðîí. � Ì.: Íàóêà, 1966. �

664 ñ.
2Ôàääååâ, Ä. Ê. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû / Ä. Ê. Ôàääååâ, Â. Í. Ôàääååâà. � Ì.: Ãîñòåõèçäàò,

1950. � 656 ñ.
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Èäåè ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, íàçâàííîãî àâòîðà-

ìè ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ (ÐÑ), áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â ðàáîòå Â. À.

Ñàäîâíè÷åãî è Â. Â. Äóáðîâñêîãî3. Ïðè ýòîì ìåòîä ÐÑ îñíîâàí íå íà ìàòðè÷íîì

ïðåäñòàâëåíèè äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ, à íà ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íåâîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðà è ñïåêòðå âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà.

Â äèññåðòàöèè òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâàåòñÿ íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ÐÑ äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ ñíèçó îïå-

ðàòîðîâ â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè. Ïðèâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ

ìåòîäîì ÐÑ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîòÿ-

æåííîé ëèíèè è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð T è îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð P , çàäàííûå â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ â D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà {λn}∞n=1 îïåðà-

òîðà T , çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ äåéñòâèòåëüíûõ âåëè÷èí, è îð-

òîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè {vn(x)}∞n=1, îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì

÷èñëàì. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè {vn(x)}∞n=1 îáðàçóþò áàçèñ â H. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç νn êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λn, à êîëè÷åñòâî âñåõ íåðàâíûõ äðóã äðóãó

λn, ëåæàùèõ âíóòðè îêðóæíîñòè Tn0 ðàäèóñà ρn0 =
|λn0+1 + λn0|

2
ñ öåíòðîì â íà÷à-

ëå êîîðäèíàò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ÷åðåç n0. Ïóñòü {µn}∞n=1 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà

îïåðàòîðà T +P , çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé,

à {un(x)}∞n=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Åñëè äëÿ âñåõ n ≥ n0,

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà qn =
2||P ||

|λn+νn − λn|
< 1, òîãäà m0 =

n0∑
n=1

νn ñîáñòâåííûõ

3Ñàäîâíè÷èé, Â. À. Çàìå÷àíèå îá îäíîì íîâîì ìåòîäå âû÷èñëåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ / Â.À. Ñàäîâíè÷èé, Â.Â. Äóáðîâñêèé // Òð. ñåìèíàðà èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî. � Ì.: ÌÃÓ,

1994. � Âûï. 17. � Ñ. 244�248.

4



ôóíêöèé îïåðàòîðà T + P ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
m0∑
j=1

µpjuj(x)uj(y) =

m0∑
j=1

λpjvj(x)vj(y) +
t∑

k=1

α
(p)
k (m0, x, y) + ε

(p)
t (m0, x, y), (1)

çäåñü α
(p)
k (m0, x, y) =

(−1)k
2πi

∫
Tn0

λp[KT (x, zk, λ) ◦ Pzk]k ◦KT (zk, y, λ)dλ � k-òûå ïîïðàâêè

òåîðèè âîçìóùåíèé ê
”
âçâåøåííîé“ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè îïåðàòîðà T +P öåëîãî

ïîðÿäêà p; KT (x, y, λ) � ÿäðî ðåçîëüâåíòû Rλ(T ) îïåðàòîðà T ; îïåðàöèÿ ”
◦“ ââî-

äèòñÿ ïî ïðàâèëó (K ◦ P ◦ Q)(x, y, λ) =
∫
D

K(x, z, λ)PzQ(z, y, λ)dz, à ε
(p)
t (m0, x, y) =

∞∑
m=t+1

α
(p)
m (m0, x, y), ∀t ∈ N � îñòàòêè ñóìì ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ Ðýëåÿ-Øðåäèí-

ãåðà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåí-

íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé (1), òàê êàê

ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1) ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè íåâîçìóùåííî-

ãî îïåðàòîðà T è âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà P , à çíà÷åíèÿ
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê

òåîðèè âîçìóùåíèé α
(p)
k (m0, x, y) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ. Ïðåäåëü-

íûå àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè íàéäåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâåäåíèé un(x)un(y) ïåðâûõ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà T+P â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè áóäóò çàâèñåòü îò òîãî

ñ êàêîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà {µn}∞n=1 îïåðàòîðà T +P è ñ êàêîé

òî÷íîñòüþ íàéäåíû ñóììû ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ
∞∑
k=1

α
(p)
k (m0, x, y) ”

âçâåøåííûõ“

ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé.

Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòî-

äà, ïîçâîëÿþùåãî èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, è ñîçäàíèå ïàêåòà

ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùåãî íàõîäèòü ïðè âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ÷èñëåííûå

çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èññëåäóåìûõ çàäà÷.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé çàäà÷ Îððà-Çîììåðôåëüäà, ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîòÿæåííîé

ëèíèè, ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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2. Ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
”
âçâåøåííûõ“ ïî-

ïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé α
(p)
k (m0, x, y) îïåðàòîðà T + P .

3. Ðàçðàáîòêà ñïîñîáîâ îöåíêè ñõîäèìîñòè ìåòîäà è íàõîæäåíèå ïðåäåëüíûõ àá-

ñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðà-

òîðà T + P .

4. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

un(x) èç ïðîèçâåäåíèé âèäà un(x)un(y).

5. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ìåòîäà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ íàõîæ-

äåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü ìå-

òîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òåî-

ðèè âîçìóùåíèé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Â äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè

îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå Â. À. Ñàäîâíè÷èì, Â. Â. Äóáðîâñêèì

è Ñ. È. Êàä÷åíêî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿ-

æåííûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçîâàëàñü ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ,

ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòàõ Ñ. È. Êàä÷åíêî.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ. Ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòå-

ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ñóìì ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ Ðýëåÿ-

Øðåäèíãåðà âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ è ïîëó÷åíû îöåíêè èõ îñòàòêîâ.

Âïåðâûå ïîëó÷åíû ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùå-

íèé è îöåíêè äëÿ íèõ. Ñîçäàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè

âîçìóùåííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïî çíà÷åíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííîé

ôóíêöèè âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà è åé ñîïðÿæåííîé. Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí â âè-

äå ïàêåòà ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â îñíîâå êî-

òîðûõ ëåæèò íîâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåí-
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íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè â ðåøåíèè ñïåêòðàëü-

íûõ è êðàåâûõ çàäà÷. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ýô-

ôåêòèâíî âîññòàíàâëèâàòü ïåðâûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðàåâûõ, íà÷àëüíî-êðàåâûõ

è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ïðè÷åì â èõ îñíîâå ëåæàò íåèòåðàöèîííûå ìåòîäû. Ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ñïåê-

òðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ è ðàçðàáîòêå ìîäèôèêàöèé ìåòîäà ÐÑ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèìåíèìû ê çàäà÷àì ëè-

íåéíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîòÿ-

æåííîé ëèíèè, ñåéñìîðàçâåäêè, èäåíòèôèêàöèè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ïðîáëåì

íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ðåäóêöèè èçìå-

ðåíèé çà õàðàêòåðèñòèêó íàïðàâëåííîñòè àíòåííû, îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé (èêîíè-

êà), îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èñòèííûõ êîíôèãóðàöèé òðîéíûõ çâåçä

è äðóãèì çàäà÷àì, ïðèâîäÿùèì ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ

äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñîçäàí è çàðåãèñòðèðî-

âàí ïàêåò ïðîãðàìì ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷, ïîðîæ-

äåííûõ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè è èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ äîêëàäûâàëèñü: íà

VI, VII Ìåæäóíàðîäíûõ ñèìïîçèóìàõ ïî ôóíäàìåíòàëüíûì è ïðèêëàäíûì ïðîáëå-

ìàì íàóêè (Íåïðÿõèíî ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè, ÞÓðÃÓ, 2011, 2012 ãã.); íà Âñåðîñ-

ñèéñêîé êîíôåðåíöèè
”
Ñòàòèñòèêà. Ìîäåëèðîâàíèå. Îïòèìèçàöèÿ“ (ã. ×åëÿáèíñê,

ÞÓðÃÓ, 2011 ã.); íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-

ñòèåì
”
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ“ (ã. Ñòåðëèòàìàê, ÃÀÍÓ

”
ÈÏÈ“ Àêàäåìèè íàóê ÐÁ, 2011 ã.); íà XLIX, L âíóòðèâóçîâñêèõ íàó÷íûõ êîíôå-

ðåíöèÿõ ïðåïîäàâàòåëåé ÌàÃÓ, (ã. Ìàãíèòîãîðñê, ÌàÃÓ, 2011, 2012 ãã.); íà IV, V

Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ
”
Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ“ (ã. Âîðîíåæ, ÂÃÓ,

2011, 2012 ãã.); Spectral Theory and Di�erential Equations STDE-2012 International

Conference (Kharkiv, B. Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering

of NASU, 2012 ã.); íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè
”
Ôèçèêî-
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ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè è îáðàçîâàíèå“ (Ìàãíèòîãîðñê, ÌàÃÓ, 2012); íà Íàó÷íî-ïðàê-

òè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì
”
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è èí-

ôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ñôåðå“ (Óôà, ÂÇÔÝÈ, 2012

ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
”
Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è êîìïëåêñíûé àíà-

ëèç“ (ã. Óôà, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì ÓÍÖ ÐÀÍ, 2013

ã.).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ïðîôåññîðà Ã. À. Ñâèðèäþ-

êà â Þæíî-Óðàëüñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ã. ×åëÿáèíñê), íàó÷íîì ñåìè-

íàðå êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè Ìàãíèòîãîðñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ñ. È. Êàä÷åíêî.

Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ñîäåðæàùèåñÿ â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ
”
Íàõîæäåíèå ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ìå-

òîäàìè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ“ ïðèçíàíû Ìåæðåãèîíàëüíûì ñîâåòîì ïî íàóêå è

òåõíîëîãèÿì â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ïîäãîòîâêè è ïîñëåäóþùåé çàùèòû äèññåðòàöèè

íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê (�197 18.10.2012 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 20 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 6 ñòà-

òåé â âåäóùèõ ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, ðåêîìåí-

äîâàííûõ ÂÀÊ. Ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì

äëÿ ÝÂÌ. Â ðàáîòàõ [2] � [6] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Êàä÷åíêî Ñ. È. ïðèíàäëåæèò

îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷, à äèññåðòàíòó � âñå îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çà-

êëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è äâóõ ïðèëîæåíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè 119 ñòðàíèö.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 127 íàèìåíîâàíèé.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òå-

ìû èññëåäîâàíèÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, îïèñàíû ìåòîäû èñ-

ñëåäîâàíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè, çàäà÷è è íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè. Êðàòêî

èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

8



Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, â íåé ðàññìîòðåíû ôîðìóëè-

ðîâêè òåîðåì è îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå

èñïîëüçóþòñÿ â äèññåðòàöèè. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

è óòâåðæäåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Âòîðîé ïàðàãðàô ñîäåð-

æèò îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ è ðåçîëüâåíòíûõ îïåðàòîðîâ. Òðåòèé ïàðàãðàô

îïèñûâàåò ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü îöåíêè ñóìì

ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ Ðýëåÿ-Øðåäèíãåðà. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âîçìóùåííûõ

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó îáîñíî-

âàíèþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïîëó÷å-

íû îöåíêè
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé.

Òåîðåìà 1 (2.1.3).4 Ïóñòü T � äèñêðåòíûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð,

à P � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèå â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H. Åñëè äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

qn =
2||P ||

|λn+νn − λn|
< 1,

òî äëÿ
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé α

(p)
m (m0, x, y) îïåðàòîðà

T + P ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|α(p)
m (m0, x, y)| ≤ C4

0ρ
p+1
n0
||P ||qm−1n0

Sm0
.

Çäåñü Sm0
= sup

λi

( ∞∑
i=1
i6=m0

1

|λm0
− λi|

)2
, |vi(x)| ≤ C0 ∀i = 1,∞.

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 1 (2.1.3) äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ñóìì ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-

äîâ Ðýëåÿ-Øðåäèíãåðà.

Òåîðåìà 2 (2.1.4). Åñëè äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà qn < 1,

òî ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû
∞∑
m=1

α
(p)
m (m0, x, y) ”

âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìó-

ùåíèé îïåðàòîðà T + P àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ.

4Â ñêîáêàõ óêàçàíà íóìåðàöèÿ â äèññåðòàöèè
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Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2 (2.1.4) ïîëó÷åíû îöåíêè îñòàòêîâ ñóìì ôóíêöèîíàëüíûõ

ðÿäîâ Ðýëåÿ-Øðåäèíãåðà.

Òåîðåìà 3 (2.1.5). Åñëè äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà qn < 1,

òî äëÿ îñòàòêîâ ñóìì ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ Ðýëåÿ � Øðåäèíãåðà ε
(p)
t (m0, x, y)

îïåðàòîðà T + P ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|ε(p)t (m0, x, y)| ≤ C4
0ρ

p+1
n0
Sm0
||P ||

qtn0
1− qn0

.

Çäåñü Sm0
= sup

λi

( ∞∑
i=1
i6=m0

1

|λm0
− λi|

)2
, |vi(x)| ≤ C0 ∀i = 1,∞.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê

òåîðèè âîçìóùåíèé è ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ ÷å-

òûðåõ
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé, íå ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 4 (2.2.1). Åñëè äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà qn < 1, òî

”
âçâåøåííûå“, ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé α

(p)
k (m0, x, y) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ

k, p è m0 ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì:

α
(p)
k (m0, x, y) = −

m0∑
n=1

∞∑
j1,...,jk+1=1

vj1(x)vjk+1
(y)r

(p)
k (n, j1, ..., jk+1)

k∏
m=1

Vjmjm+1
,

ãäå r
(p)
k (n, j1, ..., jk+1) =


0, ∀jm 6= n,m = 1, k + 1;

1
k! limλ→λn

dk

dλk
λp, l = k + 1;

1
(l−1)! limλ→λn

dl−1

dλl−1

(
λp

k−l+1∏
m=1

(λ−λjm)

)
, 0 < l ≤ k;

Vi,j = (Pvi, vj) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå; l- ÷èñëî ñîâïàäåíèé jm = n, m =

1, k + 1.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà ñõåìà ðàáîòû ñ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñî-

ïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè.

Òåîðåìà 5 (2.3.1). Åñëè T � äèñêðåòíûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð, à P

� îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèå â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H, ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ â D, è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ n0 âûïîëíÿþòñÿ
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íåðàâåíñòâà qn < 1, òî çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè un(x) è åé ñî-

ïðÿæåííîé un(y), ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ x, y ∈ D, ìîæíî íàéòè ïî

ôîðìóëàì:

un(x)un(y) =
1

µn

(
λnvn(x)vn(y) +

t∑
k=1

[α
(1)
k (n, x, y)− α(1)

k (n− 1, x, y)]
)
+ ε̃

(1)
t (n, x, y),

ãäå äëÿ ε̃
(1)
t (n, x, y) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|ε̃(1)t (n, x, y)| ≤ 2||P ||
µn

C4
0Snρ

2
n

qt

1− q
, ∀t ∈ N, n = 1,m0.

Çäåñü Sn = sup
λi

( ∞∑
i=1
i6=n

1

|λn − λi|

)2
, |vi(x)| ≤ C0 ∀i = 1,∞, q = max

n≥1
qn.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñîñòàâëåí àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ íîâîãî ìåòîäà ÐÑ. Â

ïÿòîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ïàêåò ïðîãðàìì, íàïèñàííûé â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå

Maple, ñîçäàííûé íà îñíîâå àëãîðèòìà ìåòîäà ÐÑ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷ ãèäðîäèíàìè-

÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî íà ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Âî âòîðîì ïà-

ðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè, ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé êîòîðîé èìååò âèä:

(T 2
o + Uo − βTo)ϕ = 0, ãäå To = −

d2

dy2
+ α2; Uo = iαR

(
UTo +

d2U

dy2

)
; β = iαRc � êîì-

ïëåêñíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð; α � âîëíîâîå ÷èñëî, U(y) � ñêîðîñòü îñíîâíîãî

òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Ê çàäà÷å Îððà-Çîììåðôåëüäà ïðè-

ìåíÿåòñÿ ìåòîä ÐÑ. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ÷èñëåí-

íîãî ìåòîäà ÐÑ è ïðîãðàììû íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è Îððà-Çîììåðôåëüäà è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-

ëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ â ïðîòÿæåííîé ëèíèè, ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ êîòîðîé
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îïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

−y′′(x, µ) + q(x)y(x, µ) = µy(x, µ),

y′(0, µ)− (p1 + p2µ)y(0, µ) = 0,

y′(1, µ) + (p3 + p4µ)y(1, µ) = 0,

ãäå p1 =
C

C0
, p2 = −L0

L
, p3 =

C

C̃0

, p4 = −L̃0

L
, C è L � êîýôôèöèåíòû åìêîñòè è

ñàìîèíäóêöèè, ðàññ÷èòàííûå íà åäèíèöó äëèíû ïðîâîäà.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÐÑ è ïðîãðàììà

íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè êðàåâîé

çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû âûâîäû ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé è ñîîòâåò-

ñòâèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 - ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì.

Â ïðèëîæåíèè 1 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âîç-

ìóùàþùåãî îïåðàòîðà.

Â ïðèëîæåíèè 2 ïðåäñòàâëåíî ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ýëåêòðîííîãî ðå-

ñóðñà
”
Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ“.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

çàäà÷ Îððà-Çîììåðôåëüäà, ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîòÿæåííîé ëèíèè è ñïåê-

òðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

2. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ
”
âçâåøåííûõ“ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé äèñêðåòíûõ

îïåðàòîðîâ.

3. Ñïîñîáû îöåíêè îñòàòêîâ ñóìì ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ Ðýëåÿ-Øðåäèíãåðà, èñ-

ïîëüçóåìûå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíûõ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé çíà÷åíèé ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

4. ×èñëåííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé un(x) èç ïðîèç-
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âåäåíèé âèäà un(x)un(y).

5. Ïàêåò ïðîãðàìì äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â íàó÷íûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, êîòîðûå âêëþ÷åíû â

ïåðå÷åíü ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé äëÿ

îïóáëèêîâàíèÿ îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé:

[1] Êàêóøêèí, Ñ. Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è îá ýëåê-

òðè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ â ïðîòÿæåííîé ëèíèè ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ

/ Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

è ïðîãðàììèðîâàíèå“. � 2013. Ò. 6, �3. � Ñ. 125 � 129.

[2] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Íàõîæäåíèå ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé

äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ ñíèçó îïåðàòîðîâ ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòüþ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÞÓðÃÓ.

Ñåðèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå“. � 2011. � �25

(242), âûï. 9. � Ñ. 16�21.

[3] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìó-

ùåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í.

Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðî-

ãðàììèðîâàíèå“. � 2012. � �5 (264), âûï. 11. � Ñ. 25�32.

[4] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèñêðåòíûõ ïî-

ëóîãðàíè÷åííûõ ñíèçó îïåðàòîðîâ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ / Ñ. È.

Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÑàìÃÓ - Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. �

2012. � �6 (97). � C. 13�21.

[5] Êàä÷åíêî, Ñ. È. ×èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ / Ñ. È. Êàä÷åíêî,
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Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

è ïðîãðàììèðîâàíèå“. � 2012. � �27 (286), âûï. 13. � Ñ. 45�57.

[6] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìó-

ùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ / Ñ.

È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ
”
Ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå“. � 2012. � �40 (299), âûï. 14. � Ñ. 71�76.

Äðóãèå íàó÷íûå ïóáëèêàöèè:

[7] Êàêóøêèí, Ñ. Í. Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñà-

ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ [Ýëåêòðîííûé

ðåñóðñ] / Ñ. Í. Êàêóøêèí. - 45 Ìá. - 1 ýëåêòðîí. îïò. äèñê (CD-ROM). Ñèñòåì.

òðåáîâàíèÿ: ÏÊ Pentium, Windows 2000, Microsoft Internet Explorer 6.0. - Ñâè-

äåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ýëåêòðîííîãî ðåñóðñà. - Ì.: ÎÔÝÐÍèÎ ÃÀÍ
”
ÐÀÎ“.

- �18420 îò 28.06.2012.

[8] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Âû÷èñëåíèå ïåðâûõ ïîïðàâîê òåîðèè âîçìóùåíèé äèñêðåòíûõ

îïåðàòîðîâ ñ êðàòíûì ñïåêòðîì / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê

ÌàÃÓ. Ìàòåìàòèêà. � Ìàãíèòîãîðñê: ÌàÃÓ, 2010. � Âûï. 12. � Ñ. 35�42.

[9] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿ-

æåííûõ îïåðàòîðîâ ñ êðàòíûì ñïåêòðîì ìåòîäîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ /

Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëå-

ìû íàóêè. Ìàòåðèàëû IV ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà. � Ì.: ÐÀÍ, 2011. �Ò. 1.

� Ñ. 12�15.

[10] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Íîâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèñ-

êðåòíûõ îïåðàòîðîâ / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Ñòàòèñòèêà. Ìîäå-

ëèðîâàíèå. Îïòèìèçàöèÿ: ñáîðíèê òðóäîâ Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè. � ×å-

ëÿáèíñê: Èçäàòåëüñêèé öåíòð ÞÓðÃÓ, 2011. � Ñ. 128�131.

[11] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìó-

ùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí //
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
”
ÏÌÒÓÌÌ � 2012“: ìàòåðèàëû V Ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè. � Âîðîíåæ: Èçäàòåëüñêî-ïîëèãðàôè÷åñêèé öåíòð Âîðîíåæñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, 2012. � Ñ. 147�149.

[12] Êàä÷åíêî, Ñ. È. ×èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è àëãîðèòì

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðà-

òîðîâ / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êàêóøêèí // Âåñòíèê ÌàÃÓ. Ìàòåìàòèêà. �

Ìàãíèòîãîðñê: ÌàÃÓ, 2012. � Âûï. 14. � Ñ. 96�115.

[13] Êàä÷åíêî, Ñ. È. Ìåòîä ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ / Ñ. È. Êàä÷åíêî, Ñ. Í. Êà-

êóøêèí // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå ïðîáëåìû: Òðóäû ìåæ-

äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè. � Óôà: ÐÈÖ ÁàøÃÓ, 2013. � Ñ. 47 � 54.

[14] Êàêóøêèí, Ñ. Í. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîç-
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