
Федеральное государственное автономное образовательное
учреждение высшего образования

�Южно-Уральский государственный университет
(национальный исследовательский университет)�

УДК 517.9

На правах рукописи

Гончаров Никита Сергеевич

МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ АНАЛИЗА
ДИНАМИКИ И ЭВОЛЮЦИИ ФИЛЬТРУЮЩЕЙСЯ
ЖИДКОСТИ В ОБЛАСТИ И НА ЕЕ ГРАНИЦЕ

2.3.1. Системный анализ, управление и обработка информации,
статистика

Диссертация на соискание ученой степени
кандидата физико–математических наук

Научный руководитель:
доктор физико-математических наук,

профессор Г.А. Свиридюк

Челябинск – 2025

Evgeniy
Штамп



2

Оглавление

Обозначения и сокращения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Глава 1. Анализ прикладных и теоретических

аспектов иссыледований систем Вентцеля . . . . . . 21
1.1. Анализ использования задач Вентцеля с учетом

управления и обработки информации . . . . . . . . . . 21
1.2. Анализ подходов к определению вида задачи Вентцеля . 28
1.3. Анализ методов и алгоритмов решения задач Вентцеля . 31

1.3.1. Решения задач Вентцеля с использованием
теории полугрупп операторов . . . . . . . . . . . 31

1.3.2. Решения однофазной и двухфазной задачи
Вентцеля с использованием повторных
потенциалов двойного и простого слоя . . . . . . 35

1.3.3. Численные методы решения задач Вентцеля . . . 38
1.4. Стохастические системы уравнений Ветцеля . . . . . . . 41

1.4.1. Стохастические вещественные сепарабельные
гильбертовы пространства . . . . . . . . . . . . . 42

1.4.2. Общая постановка задач для стохастической
обобщенной фильтрационной системы
уравнений Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Глава 2. Разработка методов и алгоритмов для
решения стохастической динамической системы
Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.1. Метод анализа условий для детерминированной
динамической системы уравнений Вентцеля . . . . . . . 50



3

2.2. Метод анализа условий для стохастической
динамической системы уравнений Вентцеля . . . . . . 53
2.2.1 Аналитическое исследование решений

стохастической динамической системы
уравнений Вентцеля в случае
модифицированных операторов
Лапласа – Бельтрами . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.2.2 Аналитическое исследование решений
стохастической динамической системы
уравнений Вентцеля в классическом случае . . . 55

2.3. Алгоритм для нахождения траекторий приближенных
решений стохастической динамической системы
Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.4. Программная реализация для нахождения траекторий
приближенных решений стохастической динамической
системы Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Глава 3. Разработка методов и алгоритмов для
решения стохастической эволюционной системы
Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.1. Метод анализа условий для детерминированной
эволюционной системы уравнений Вентцеля . . . . . . . 69

3.2. Метод анализа условий для стохастической
эволюционной системы уравнений Вентцеля . . . . . . 73
3.2.1. Аналитическое исследование решений

стохастической эволюционной системы
уравнений Вентцеля в случае
модифицированных операторов
Лапласа – Бельтрами . . . . . . . . . . . . . . . . 73



4

3.2.2. Аналитическое исследование решений
стохастической эволюционной системы
уравнений Вентцеля в классическом случае . . . 74

3.3. Алгоритм для нахождения траекторий приближенных
решений стохастической эволюционной системы
Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.4. Программная реализация для нахождения траекторий
приближенных решений стохастической эволюционной
системы Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.5. Алгоритм обработки информации анализа состояний
рассматриваемых стохастических динамической и
эволюционной систем Вентцеля . . . . . . . . . . . . . . 91

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
Приложения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Приложение 1. Свидетельство о регистрации программы
для моделирования геохимического режима грунтовых
вод при безнапорной фильтрации для системы Вент-
целя уравнений фильтрации жидкости в круге . . . . . 120

Приложение 2. Свидетельство о регистрации программы
для обработки информации в численном исследовании
стохастической системы Вентцеля уравнений фильтра-
ции жидкости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121



5

Обозначения и сокращения

1. Множества, как принято, обозначаются заглавными буквами го-
тического алфавита. Элементы множеств обозначаются строчными
буквами латинского или греческого алфавита. Исключения состав-
ляют множества с уже устоявшимися названиями, например:
N – множество натуральных чисел,
R – множество действительных чисел,
R+ – множество {a ∈ R : a > 0},
C – множество комплексных чисел,
Lp(Ω) – пространства Лебега, 1 ≤ p <∞, и т.д..
2. L : U→ F – оператор, действующий из банахова пространства U

в банахово пространство F,
L ∈ L(U;F) – линейный непрерывный оператор L,
dom L – область определения оператора L,
kerL – ядро оператора L,
im L – образ оператора L.
Символами ρ(L) и σ(L) будет обозначаться резольвентное и спек-

тральное множество оператора L.
3. Для L(U;U) используется L(U).
4. Строчные буквы латинского или греческого алфавитов исполь-

зуются для обозначения элементов множеств.
5. В рамках диссертационной работы принята тернарная нумерация

определений, утверждений и формул.
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Введение

Актуальность исследования
Среди большого количества задач фильтрации жидкости (миниза-

ции потерь полезных компонентов, обеспечения экологической без-
опасности, продление сроков службы фильтрующих элементов и др.)
важное место занимает обеспечение автомобильного и городского стро-
ительства. Для городского обывателя автомобильная дорога это толь-
ко лежащий сверху асфальт. Если он начал разрушаться, то сраба-
тывает шаблон – асфальт некачественный или положили его с на-
рушением технологии. Зачастую проблема лежит намного глубже.
Технически асфальт – элемент дорожной «одежды», верхний ее слой,
под которым лежит еще несколько не менее важных в конструктив-
ном плане слоев: основание дороги и несущий грунт. На них от ас-
фальтобетонных слоев перераспределяется нагрузка от проезжающе-
го транспорта. И если в нижних слоях проблемы – асфальт долго
не пролежит. Основной враг дорог – вода, переувлажняющая грунты
дорожных оснований. Прое́зжая часть городских дорог в отличие от
загородных трасс, находится ниже других элементов улиц, принимая
на себя весь поток поверхностных вод.
При наличии дождеприемника вода отводится туда, при отсутствии,

впитывается в прилегающие газоны и проникает через трещины в
асфальте, переувлажняя и без того нестабильное основание дороги.
Еще одним дестабилизирующим фактором является городское под-
земное хозяйство: водопроводные, канализационные и водосточные
сети труб, коллекторы и т.п., что вносит изменения в водно-тепловой
режим подстилающих грунтов, чего не имеется на загородных трас-
сах. Согласно статистике, половина этих труб уже давно и много-
кратно выработала свой ресурс и подлежит замене. Как часть из
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них подтекает, переувлажняя без того нестабильное основание доро-
ги, можно только догадываться, поскольку крайне редко проводятся
целенаправленные гидрогеологические исследования в силу высокой
себестоимости услуги. Осенью и зимой в связи с переувлажнением
грунта особенно заметно образование дефектов дорожного покрытия
при высокой интенсивности движения: в течение зимы кристаллы
льда постепенно растут и образуют в земляном полотне целые ле-
дяные прослойки, которые раздвигают грунт, вызывая поднятие (пу-
чение) дорожной «одежды»; весной при наступлении теплой погоды
под дорожной «одеждой», с которой зимой удалялся снег, грунт от-
таивает быстрее, чем под покрытыми снегом обочинами и боковыми
канавами. Весеннее оттаивание переувлажненного грунта (вскрытие
пучин) представляет большую опасность для дорог в связи с сильным
снижением прочности грунта верхних слоев земляного полотна.
Для изучения этих процессов необходимо специальное математи-

ческое обеспечение. Отметим, что ранее полученные результаты (см.,
например, [35]) не позволили рассмотреть фильтрацию в области и на
ее границе, поэтому потребовалась разработка специальных методов
и алгоритмов анализа динамики фильтрующейся жидкости.
С другой стороны, немаловажной проблемой для южных регионов

в рамках дорожного строительства являются оползни. Они представ-
ляют собой смещение грунта под действием силы тяжести; они на-
блюдаются как в откосах насыпей, так и выемок. Причиной боль-
шинства оползней, независимо от характера их движения, является
избыточное увлажнение грунта поверхностными или подземными во-
дами или теми и другими вместе. В частности, неправильная эксплу-
атация систем водоотведения приводит к движению поверхностных
вод и провоцирует возникновение оползней, затрагивая федеральные
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трассы и железнодорожные пути. Для изучения этих процессов так-
же необходимо специальное математическое обеспечение. Отметим,
что ранее полученные результаты (см., например, [35]) также не поз-
волили рассмотреть диффузию в области и на ее границе, поэтому
потребовалась также разработка специальных методов и алгоритмов
анализа эволюции поверхности фильтрующейся жидкости.
В качестве решения данной проблемы, позволяющей избавиться от

морозного искажения поверхности дорожного полотна путем изуче-
ния процессов фильтрации и от возникновения оползней путем изу-
чения процессов диффузии, в диссертационной работе предложено
рассмотреть стохастические динамическую и эволюционную системы
Вентцеля, состоящие из уравнений Баренблатта – Желтова – Кочи-
ной [6] и из уравнений Дзекцера [10], соответственно.
Ранее в опубликованных работах [109-110], связанных с изучением

граничного условия, в котором порядок производных по простран-
ственным переменным не ниже порядка по тем же в уравнениях филь-
трации жидкости, авторы называли данное условие краевым услови-
ем Вентцеля. В работе [111] было показано, что в этом случае возни-
кает феномен неединственности решений. Поэтому для решения про-
блемы неединственности пришлось добавить условие согласования и,
намереваясь рассматривать процессы, протекающие внутри области
и на ее границе, в уравнениях фильтрации и диффузии жидкости в
дальнейшем, в [111] ввести термин «системы Вентцеля», поскольку в
различных прикладных задачах процессы на границе играют актив-
ную роль в динамике и эволюции системы, являясь по сути ее частью.
Этот термин будет использован в данной диссертационной работе.
Пусть Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈ [0, R), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} – шар в R3 с

границей Γ = {(r, θ, ϕ) : r = R, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)}. На компакте
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Ω ∪ Γ рассмотрим систему двух уравнений, описывающих процесс
фильтрации жидкости,

(λ−∆r,θ,ϕ)
◦
ξ (t) = α∆r,θ,ϕξ(t) + βξ(t), t ∈ (0, τ ), ξ ∈ Ω, (0.0.1)

(λ−∆θ,ϕ)
◦
χ (t) = γ∆θ,ϕχ(t) +∂Rξ(t) +δχ(t), t ∈ (0, τ ), χ ∈ Γ, (0.0.2)

где

∆r,θ,ϕ = (r −R)
∂

∂r

(
(R− r) ∂

∂r

)
+
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
,

∆θ,ϕ =
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
, ∂R =

∂

∂r

∣∣∣∣
r=R

.
(0.0.3)

К системе присовокупим условие согласования

tr ξ(t) = χ(t) (0.0.4)

и снабдим ее начальными условиями

ξ(0) = ξ0, χ(0) = χ0. (0.0.5)

Стохастический процесс ξ = ξ(t) (характеристики данного процесса
будут рассмотрены позднее) назовем решением стохастической ди-
намической системы Вентцеля (0.0.1)–(0.0.5), если с учетом условий
(0.0.4) и (0.0.5) при подстановке его в (0.0.1) и в (0.0.2) он обращает
уравнения в верные тождества. Здесь, под производной одномерно-
го стохастического процесса

◦
ξ,
◦
χ понимается производная Нельсо-

на – Гликлиха (см., например, [64]). Поскольку собственные векто-
ры оператора Лапласа в сферической системе координат содержат
специальные функции, здесь символом ∆r,θ,ϕ в (0.0.4) обозначен мо-
дифицированный оператор Лапласа в Ω, а в (0.0.4) символом ∆θ,ϕ

обозначен модифицированный оператор Лапласа – Бельтрами на Γ.
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Символом ∂R обозначена внешняя по отношению к Ω нормаль. Пара-
метры α, γ, λ, β, δ ∈ R характеризуют среду.
На компакте Ω∪Γ рассмотрим систему двух уравнений, моделиру-

ющую эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости

(λ−∆r,θ,ϕ)
◦
ξ (t) = α0∆r,θ,ϕξ(t)− β0∆2

r,θ,ϕξ(t)− γ0ξ(t), (0.0.6)

(λ−∆θ,ϕ)
◦
χ (t) = α1∆θ,ϕχ(t)− β1∆2

θ,ϕχ(t) + ∂Rξ(t)− γ1χ(t), (0.0.7)

где t ∈ (0, τ ), ξ ∈ Ω, χ ∈ Γ.
Стохастический процесс ξ = ξ(t) назовем решением стохастической

эволюционной системы Вентцеля (0.0.4)–(0.0.7), если с учетом усло-
вий (0.0.4) и (0.0.5) при подстановке его в (0.0.5) и в (0.0.7) он обраща-
ет уравнения в верные тождества. Здесь, под производной одномерно-
го стохастического процесса

◦
ξ,
◦
χ понимается производная Нельсона

– Гликлиха. Символом ∆r,θ,ϕ обозначен модифицированный оператор
Лапласа в Ω, а символом ∆θ,ϕ обозначен модифицированный опера-
тор Лапласа – Бельтрами на Γ. Символом ∂R обозначена внешняя
по отношению к Ω нормаль. Параметры α0, α1, λ, β0, β1, γ0, γ1 ∈ R
характеризуют среду.
Диссертационная работа посвящена анализу разрешимости стоха-

стических динамической и эволюционной систем уравнений Вентцеля
(0.0.1)–(0.0.5) и (0.0.6)–(0.0.7) соответственно.

Степень разработанности
Граничные условия [7], введенные А.Д. Вентцелем в 1956 году, в

которых порядок производных по пространственным переменным на
границе области не ниже порядка по тем же переменным в рассмат-
риваемом дифференциальном уравнении в области, позволяют опи-
сывать поведение решения на границе области, что имеет ключевое
значение для понимания физики процессов, происходящих в данной



11

области. В частности, в [7] оно возникло при построении генератора
полугруппы Феллера для многомерных диффузионных процессов в
ограниченной области.
На сегодняшний день количество научных работ, посвящённых изу-

чению данного вида условий, стремительно увеличивается, и перечис-
лить все исследования здесь невозможно. В школе О.А. Ладыженской
было проведено исследование задач, в которых краевые условия ин-
терпретируются не как предельные значения искомой функции и её
производной, а как описание процессов, происходящих на границе
области. Это позволило решить однофазные (при покрытии грани-
цы области пленкой) и двухфазные (при разделении среды на две
части пленкой) задачи Вентцеля с помощью повторных потенциалов
двойного и простого слоя. В частности, Д.Е. Апушкинская и А.И.
Назаров получили априорные оценки градиента решения начально-
краевой задачи для недивергентных параболических уравнений [2],
а также для решений квазилинейных двухфазных параболических и
эллиптических уравнений с вырожденными и невырожденными усло-
виями Вентцеля на границе раздела фаз [4]. Среди других важных ра-
бот можно отметить исследования по разрешимости задачи Вентцеля
для уравнений Лапласа и Гемгольца, выполненные А.И. Назаровым
и В.В. Лукьяновым [26], а также результаты о сильной разрешимости
квазилинейных задач Вентцеля для параболических уравнений с раз-
рывными старшими коэффициентами, выполненные Д.Е. Апушкин-
ской, А.И. Назаровым, Д.К. Палагачевым и Л.Г. Софтовой [3], [37].
С другой стороны, в работах A. Favini, G.R. Goldstein, J.A. Goldstein,

S. Romanelli, E. Obrecht, S. Romanelli, K. J. Engel, G. Fragnelli [49,
52–55, 65, 66, 72] были получены результаты в рамках теории полу-
групп операторов. В частности, в [52] впервые показано, что оператор,
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включающий в себя оператор Лапласа ∆ внутри области Ω и опера-
тор Лапласа — Бельтрами ∆ на ее границе ∂Ω является генератором
C0-полугруппы, в [49] найдены условия аналитичности разрешающих
C0-непрерывных полугрупп операторов; в [66] описана физическая
интерпретация для уравнения теплопроводности и уравнения колеба-
ния струны. Среди прикладных задач, рассматриваемых в контексте
граничных условий Вентцеля, также отметим работы А. А. Амосова,
Н. Крымова [41] и J. L. Diaz, L. Tello [45], в которых рассмотрена
система уравнений, описывающая сложные процессы эволюции кли-
мата в течении относительно длительного периода времени, получен-
ного с помощью глобального энергетического баланса для температу-
ры поверхности атмосферы и система уравнений, возникающая при
гомогенизации задач сложного теплообмена (радиационного и кон-
вективного), в периодической системе. Заметим, что указанные выше
работы, были изучены только в детерминированном случае. Важно
отметить, что рассмотренные системы отражают сложные процессы
и требуют применения методов системного анализа.
Поскольку системы Вентцеля являются важной частью задач оп-

тимального управления, отметим, что наличие процессов на границе
области, влияющих на динамику всей системы усложняет задачи оп-
тимизации и задачи оптимального управления (см., например, рабо-
ты Luo Y. [82]). Применение теории оптимального управления к эл-
липтическим уравнениям с условиями Вентцеля охватывает широкий
спектр задач. Например, в области теплообмена можно рассмотреть
задачу оптимального управления температурой в некотором объекте,
где граничные условия могут описывать теплообмен с окружающей
средой. Тем не менее, использование условий Вентцеля также связано
с определенными сложностями. Во-первых, их математическая фор-
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мулировка может быть более сложной, чем у классических условий,
что требует дополнительных усилий при анализе и решении задач.
Во-вторых, в некоторых случаях может быть сложно определить, ка-
кие именно производные необходимо учитывать, и как они должны
быть связаны со значениями функции на границе. Это может приве-
сти к неопределенности в формулировке задачи и, как следствие, к
трудностям в нахождении решений. Заметим, что указанные задачи
оптимального управления были изучены также только в детермини-
рованном случае.
В силу того, что в различных прикладных задачах, указанных в

рамках степени разработанности выше, процессы на границе в рас-
сматриваемой области играют активную роль в динамике системы в
[111] предложен термин «системы Вентцеля» и рассмотрена задача
о неединственности решения указанной системы. В частности, для
динамических систем уравнений выявлен феномен о неоднозначной
разрешимости в случае начальных условий Коши. Таким образом вы-
явлено противоречие между потребностью практики в изучении кор-
ректности решения в рамках динамики и эволюции фильтрующейся
жидкости с учетом протекающих процессов на границе области и от-
сутствием соответствующих методов и алгоритмов.

Целью диссертации является разработка методов и алгоритмов
анализа динамики и эволюции фильтрующейся жидкости в области и
на ее границе для дальнейшего развития теории фильтрации и диф-
фузии жидкости.
Для достижения указанной цели в диссертации решаются следую-

щие задачи:
1. Осуществить структурный системный анализ предметной обла-

сти с применением метода информационно–логического моделирова-
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ния для системного проектирования в детерминированном и в стоха-
стическом случае и построить контексную диаграмму.
2. Разработать метод анализа условий однозначной разрешимости

стохастической динамической системы Вентцеля с учетом протекаю-
щих процессов на границе рассматриваемой области.
3. Разработать алгоритм нахождения траекторий приближенных

решений стохастической динамической системы Вентцеля при сгене-
рированных наборах начальных данных в рассматриваемой области
и на ее границе.
4. Разработать метод анализа условий однозначной разрешимости

стохастической эволюционной системы Вентцеля с учетом протекаю-
щих процессов на границе рассматриваемой области.
5. Разработать алгоритм нахождения траекторий приближенных

решений стохастической эволюционной системы Вентцеля при сгене-
рированных наборах начальных данных в рассматриваемой области
и на ее границе.
6. Разработать метод обработки информации, полученной в ходе

вычислительных экспериментов, а также осуществить анализ состоя-
ний стохастических, динамических и эволюционных систем Вентцеля
при различных параметрных значениях.

Научная новизна.
Все результаты диссертационной работы являются новыми.
В области системного анализа: в результате проведенного струк-

турного системного анализа впервые была построена контекстная диа-
грамма различных аспектов исследования систем уравнений Вентце-
ля. Она позволяет сделать вывод о том, что в детерминированном
случае системы уравнений Вентцеля комплексно не изучены (не ис-
следован вопрос о неединственности полученного решения), и ставит
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вопрос о начале системного исследования в стохастическом случае.
Впервые разработаны методы анализа условий однозначной разре-
шимости стохастической динамической и эволюционной систем Вент-
целя с учетом протекающих процессов в рассматриваемой области и
на ее границе [113–118]. Впервые разработаны алгоритмы для нахож-
дения траекторий приближенных решений стохастической динамиче-
ской и эволюционной систем Вентцеля при сгенерированных наборах
начальных данных в рассматриваемой области и на ее границе [121].
В области обработки информации: впервые разработан алгоритм

для обработки информации и анализа состояния стохастической ди-
намической и эволюционной систем Вентцеля при различных значе-
ниях их параметров [121].

Теоретическая значимость заключается в том, что разработан-
ные методы анализа однозначной разрешимости стохастических ди-
намических и эволюционных систем Вентцеля могут быть использо-
вать: в рамках изучения процессов фильтрации и диффузии в рас-
сматриваемой области и на ее границе; в рамках дальнейшего разви-
тия теории стохастического анализа, теории фильтрации и диффузии
жидкости, методов системного анализа.

Практическая значимость заключается в том, что полученные
результаты могут быть использованы в гидродинамических задачах,
что расширяет возможности оценки состояния сложных систем и их
параметров в областях гидродинамики и геологии, например, при
исследовании процессов фильтрации воды в почве. Реализация про-
граммных комплексов выполнена на базе разработанных численных
методов, а интерфейс программных решений обеспечивает их воз-
можность интеграции в вычислительные среды для решения при-
кладных задач.
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Методология и методы диссертационного исследования.
В работе применялись методы системного анализа, методы тео-

рии вырожденных полугрупп операторов для исследования однознач-
ной разрешимости рассматриваемых стохастических систем Вентце-
ля, методы математической физики и вычислительной математики,
методы математического и функционального анализа.

Основные положения, выносимые на защиту.
В рамках формализации и постановки задач системного анализа,

оптимизации, управления, принятия решений и обработки инфор-
мации:
1. Контексная диаграмма различных аспектов исследования разре-

шимости стохастических систем уравнений Вентцеля.
В рамках разработки специального математического и алгорит-

мического обеспечения систем анализа, оптимизации, управления,
принятия решений, обработки информации и искусственного ин-
теллекта:
2. Метод анализа условий однозначной разрешимости стохастиче-

ской динамической системы Вентцеля с учетом протекающих процес-
сов на границе рассматриваемой области.
3. Алгоритм нахождения траекторий приближенных решений сто-

хастической динамической системы Вентцеля при сгенерированных
наборах начальных данных в рассматриваемой области и на ее гра-
нице.
4. Метод анализа условий однозначной разрешимости стохастиче-

ской эволюционной системы Вентцеля с учетом протекающих процес-
сов на границе рассматриваемой области.
5. Алгоритм нахождения траекторий приближенных решений сто-

хастической эволюционной системы Вентцеля при сгенерированных
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наборах начальных данных в рассматриваемой области и на ее гра-
нице.
В рамках методов и алгоритмов прогнозирования и оценки эффек-

тивности, качества, надежности функционирования сложных си-
стем управления и их элементов:
6. Алгоритм для обработки информации, получаемой в результате

вычислительных экспериментов, и анализа состояния стохастической
динамической и эволюционной системы Вентцеля при различных зна-
чениях их параметров.

Степень достоверности и апробация результатов.
Степень надежности полученных результатов подтверждается стро-

гими математическими обоснованиями. Результаты диссертации об-
суждались на областных семинарах профессора Г. А. Свиридюка,
(ФГАОУ ВО «ЮУрГУ (НИУ)», г.Челябинск), и докладывались на
Международной конференции «Динамические системы и компьютер-
ные науки: теория и приложения (DYSC 2021)» (г. Иркутск, 13–17
сентября 2021 года); Международной конференции «O.A. Ladyzhens-
kaya centennial conference on PDE’s» (г. Санкт-Петербург, 16–22 июля
2022 года); Международной конференции «Динамические системы и
компьютерные науки: теория и приложения (DYSC 2023)» (г. Ир-
кутск, 18–23 сентября 2023 года); XIV Всероссийском совещании по
проблемам управления (г. Москва, 17–20 июня 2024 года); Междуна-
родной конференции «Динамические системы и компьютерные нау-
ки: теория и приложения (DYSC 2024)» (г. Иркутск, 16–20 сентября
2024 года). Рассматриваемые результаты в указанной диссертацион-
ной работе были получены при поддержки Российского фонда фун-
даментальных исследований и Челябинской области (код проекта 20-
41-000001) и Российского научного фонда (код проекта 23-21-10056).
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Результаты численных экспериментов в основном совпадают с ана-
литическими выводами.

Публикации автора.
По теме диссертационной работы опубликовано 14 работ [108-121],

в том числе 6 статей, в изданиях, цитируемых Scopus [108, 110, 111,
115-117] (из них единолично, 2 статьи [108, 110]); 5 статей в журналах,
из перечня ВАК [109,112-114, 118] (из них единолично, 1 статья [109]);
два свидетельства государственной регистрации программы для ЭВМ
[119, 120].

Личный вклад автора.
Все основные результаты диссертации получены автором самосто-

ятельно. В совместных работах [111-121] научному руководителю
Г.А. Свиридюку и соавтору С.А. Загребиной принадлежат постанов-
ки задач и общая схема их исследования, формулировки и доказа-
тельства результатов принадлежат автору диссертации.

Структура и объем работы.
Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, заклю-

чения, списка литературы, списка обозначений и двух приложений.
Объем диссертационной работы с приложениями составляет 121 стра-
ницу. Список литературы содержит 132 наименования.

Краткое содержание диссертационной работы
Введение к диссертационной работе включает в себя актуальность

исследования, постановку задачи, цели и задачи исследования, науч-
ную новизну результатов, теоретическую и практическую значимость
работы, методологию и методы диссертационного исследования, ос-
новные положения, выносимые на защиту, степень обоснованности и
апробацию полученных результатов.

Первая глава нацелена на проведённый структурный системный
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анализ различных аспектов исследования систем уравнений Вентце-
ля. В частности, в параграфе 1.1. приводится анализ использования
задач Вентцеля с учетом управления и обработки информации. В
параграфе 1.2 приводится анализ подходов к определению вида за-
дач Вентцеля. В параграфе 1.3. описывается анализ методов и ал-
горитмов решения систем Вентцеля. В параграфе 1.4. приводятся
основные определения, утверждения и теоремы, по мнению автора,
которые позволяют понять структуру стохастических вещественных
сепарабельных гильбертовых пространств, необходимых для постро-
ения пространства дифференцируемых K–«шумов», основываясь на
новой парадигме «белого шума» в смысле производной Нельсона –
Гликлиха винеровского процесса.

Вторая глава посвящается разработке методов и алгоритмов для
решения задачи стохастической динамической системы Вентцеля. В
частности, в параграфе 2.1. приводится метод анализа условий для
детерминированной динамической системы уравнений Вентцеля. В
параграфе 2.2. приводится метод анализа условий для стохастической
динамической системы уравнений Вентцеля. В параграфе 2.3. описы-
вается алгоритм для нахождения траекторий приближенных реше-
ний стохастической динамической системы Вентцеля. В параграфе
2.4. описывается программная реализация для нахождения траекто-
рий приближенных решений стохастической динамической системы
Вентцеля.

Третья глава посвящается разработке методов и алгоритмов для
решения стохастической эволюционной системы Вентцеля. В частно-
сти, в параграфе 3.1. приводится метод анализа условий для детерми-
нированной эволюционной системы уравнений Вентцеля. В парагра-
фе 3.2. приводится метод анализа условий для стохастической эволю-
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ционной системы уравнений Вентцеля. В параграфе 3.3. описывается
алгоритм для нахождения траекторий приближенных решений стоха-
стической эволюционной системы Вентцеля. В параграфе 3.4. описы-
вается программная реализация для нахождения траекторий прибли-
женных решений стохастической эволюционной системы Вентцеля. В
параграфе 3.5. приводится алгоритм обработки информации анализа
состояний рассматриваемых стохастических динамической и эволю-
ционной систем Вентцеля.
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Глава 1. Анализ прикладных и теоретических
аспектов исследований систем Вентцеля

1.1. Анализ использования задач Вентцеля с учетом
управления и обработки информации

Граничные условия, в которых порядок производных по простран-
ственным переменным на границе области не ниже порядка по тем же
переменным в рассматриваемом дифференциальном уравнении в об-
ласти, были введены А.Д. Вентцелем в контексте проблем теплопро-
водности и диффузионных процессов [105]. Такие условия получили
название «краевые условия Вентцеля». Они позволяют описывать по-
ведение решения на границе области, что имеет ключевое значение
для понимания физики процессов, происходящих в данной области,
а также является важным в задачах, связанных с теплопроводно-
стью [42], механикой сплошных сред [113] и электромагнетизмом [81].
В силу того, что в различных прикладных задачах процессы на гра-
нице играют активную роль в динамике системы в [111] предложен
термин «системы Вентцеля».
Заметим, что большинство систем Вентцеля описывают сложные

процессы. В частности, в [45] была рассмотрена следующая систе-
ма уравнений, состоящая из уравнений параболического типа для
глобального океана Ω с глубиной H и динамического нелинейного
диффузионного уравнения, описывающая эволюцию климата в тече-
нии относительно длительного периода времени, полученного с по-
мощью глобального энергетического баланса для температуры по-
верхности атмосферы. Здесь, с учетом неизвестных величин (U, u),
характеризующих температуру океана и температуры поверхности,
рассматривается следующая система по пространственным перемен-
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ным (x, z) ∈ Ω = (−1, 1)× (−H, 0)

∂U

∂t
− KH

R2

∂

∂x

(
(1− x2)

∂U

∂x

)
−KV

∂2U

∂z2
+ ω

∂U

∂z
= 0, (0, T )× Ω,

ωx
∂U

∂x
+ KV

∂U

∂z
= 0, (0, T )× ΓH ,

D
∂U

∂t
− DKH0

R2

∂

∂x

(
(1− x2)

p
2

∣∣∣∣∂U∂x
∣∣∣∣p−2

∂U

∂x

)
+ G(U)+

+f (x) + KV
∂U

∂n
+ ωx

∂U

∂x
= QS(x)β(x, U), (0, T )× Γ0,

(1− x2)
p
2

∣∣∣∣∂U∂x
∣∣∣∣∂U∂x p−2∂U

∂x
= 0, (0, T )× Γ1 ∪ Γ−1,

U(0, x, z) = U0(x, z), (x, z) ∈ Ω,

U(0, x, 0) = u0(x), x ∈ (−1, 1),

где граница области Ω есть объединение множеств Γ0 = {z = 0},
ΓH = {z = −H}, Γ1 = {x = 1} и Γ−1 = {x = −1}.
В [41] рассматривается система уравнений, возникающая при гомо-

генизации задач сложного теплообмена (радиационного и конвектив-
ного), в периодической системе, состоящей из n2 теплопроводящих
стержней, квадратного сечения, разделенных вакуумными слоями и

помещенных в квадратную коробку Ωε =

(
ε

2
, 1−ε

2

)
с границей Γε, где

γε = {Aε, Bε, Cε, Dε} – множество угловых точек квадрата, Dt =
∂

∂t
,

D1 =
∂

∂x1
, D2 =

∂

∂x2
, Dn и Ds – производные вдоль внешней нормали
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и касательной к Γε

cpDtv − ε∆H(v) = f, (x, t) ∈ Qε,T = Ωε × (0, T ),
ε

2
cpDtv + εDnH(v)− ε2

2
D2
sH(v) + HΓ(v) = gγ +

ε

2
fΓ,

(x, t) ∈ (Γε\γε)× (0, T ),

ε

4
cpDtv + εD̂nH(v) + HΓ(v) = ĝΓ +

ε

4
f̂Γ, (x, t) ∈ γε × (0, T ),

v|t=0 = u0, x ∈ Ωε; v|t=0 = v0
Γ, x ∈ Γε\γε, v|t=0 = v̂0

Γ, x ∈ γε.

Особенно важным это является в исследованиях задач, где данные
имеют разрывы или скачки [2]. Данные с разрывами представляют
собой важное направление в теории краевых задач, поскольку они
возникают в различных областях науки и техники, включая физи-
ку, инженерию и экономику. В контексте краевых задач с разрыв-
ными данными, важно понимать, как такие данные влияют на по-
ведение решений и на методы их анализа. Разрывные данные могут
быть результатом физических процессов, которые по своей приро-
де имеют дискретные изменения, или могут возникать из-за огра-
ничений в измерениях. Это может привести к сложностям в мате-
матическом моделировании и численном решении задач, поскольку
традиционные методы, предполагающие непрерывность данных, мо-
гут оказаться неэффективными или даже неприменимыми. Краевые
задачи, в которых используются разрывные данные, часто требуют
особого внимания к условиям на границах, поскольку разрывы могут
вызывать изменения в поведении решений. Например, в задачах, свя-
занных с теплопроводностью, разрыв в температуре может привести
к изменению в потоке тепла, что, в свою очередь, влияет на распреде-
ление температуры в теле. Это подчеркивает важность учета разрыв-
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ных данных при постановке задач и их решении. При наличии раз-
рывов в данных, необходимо применять специальные методы, такие
как методы конечных элементов или методы разностных схем, кото-
рые могут адекватно учитывать особенности разрывов [5]. Существу-
ет множество способов моделирования разрывных данных, включая
использование кусочных функций, которые могут описывать поведе-
ние системы в различных областях. Эти функции позволяют точно
представлять разрывы и их влияние на решения. Однако несмотря
на свою полезность, такие функции могут создавать дополнительные
сложности при численном решении, поскольку они могут приводить к
необходимости разработки более сложных алгоритмов и методов. На-
пример, при использовании методов конечных элементов необходимо
учитывать, как разрывы влияют на разбиение сетки и на построе-
ние базисных функций, что может значительно усложнить задачу [4].
Кроме того, разрывные данные могут вызывать проблемы с устойчи-
востью и сходимостью численных методов. Например, при решении
краевых задач с разрывными данными может возникнуть ситуация,
когда стандартные методы не обеспечивают необходимой точности
или даже приводят к численным нестабильностям. Это требует раз-
работки новых подходов, которые могли бы более эффективно справ-
ляться с разрывами. Одним из таких подходов является использова-
ние адаптивных методов, которые позволяют динамически изменять
параметры численного метода в зависимости от поведения решения.
Такие методы могут значительно улучшить точность и устойчивость
решения, особенно в областях, где разрывы имеют значительное вли-
яние [7]. Важным аспектом работы с разрывными данными является
также анализ их влияния на качество решения. Разрывы могут вызы-
вать резкие изменения в поведении решения, что может затруднить
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интерпретацию результатов. Например, в задачах, связанных с ме-
ханикой сплошных сред, разрывы могут приводить к возникновению
ударных волн или других сложных явлений, которые требуют особо-
го внимания. Это подтверждает необходимость тщательного анали-
за разрывных данных и их влияния на решения, чтобы обеспечить
корректность и надежность получаемых результатов. При решении
краевых задач с разрывными данными также важно учитывать, как
эти данные могут влиять на физическую интерпретацию решения.
Например, в задачах, связанных с механикой, разрывы могут ука-
зывать на наличие дефектов или неоднородностей в материале, что
может существенно изменить его свойства. Это требует от исследова-
телей не только математического, но и физического понимания про-
блемы, чтобы адекватно интерпретировать результаты и принимать
обоснованные решения.
В механике сплошных сред, например, условия Вентцеля могут

быть использованы для описания взаимодействия материалов с раз-
личными границами, такими как поверхности контакта между двумя
телами. В таких случаях граничные условия моделируют механиче-
ские свойства материалов, что требует учета не только геометрии,
но и физики взаимодействия. Аналогично, в задачах теплопередачи
условия Вентцеля могут быть использованы для описания теплооб-
мена между телами, что является важным аспектом в приложениях.
Кроме того, условия Вентцеля находят применение в задачах, свя-

занных с распространением волн. В таких задачах граничные условия
могут определять, как волны отражаются или проникают через гра-
ницу, что имеет важное значение в акустике и электромагнетизме.
В этих случаях условия Вентцеля могут быть использованы для мо-
делирования сложных взаимодействий между волнами и границами,
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что позволяет более точно предсказывать поведение систем в различ-
ных условиях. Поскольку одной из ключевых особенностей условий
Вентцеля является их способность учитывать различные физические
процессы на границе области, в дальнейшем подобного рода задачи
считаем необходимым называть системой уравнений, пусть и задан-
ных на множествах разной геометрической размерности. Термин же
«краевые условия» следует оставить за уравнениями, заданными на
границе (краю) области (многообразия) и имеющих меньший поря-
док производных по пространственным переменным (см. классиче-
ский трактат [59], а также [83]).
Системы Вентцеля являются важной частью приложений в тер-

минах задач по оптимальному управлению. Отметим, что наличие
процессов на границе области, влияющих на динамику всей систе-
мы усложняет задачи оптимизации и задачи оптимального управле-
ния [82]. Применение теории оптимального управления к эллиптиче-
ским уравнениям с условиями Вентцеля охватывает широкий спектр
задач. Запишем эллиптические уравнения в виде общей операторной
форме как Lu = f , где L – линейный дифференциальный оператор,
u – искомая функция, а f – заданная функция. Для получения ва-
риационной формулировки используют интегральное представление
эллиптического уравнения, например, умножая уравнение на тесто-
вую функцию и интегрируя по области. Например, при рассмотрении
области Ω с границей ∂Ω в [82] записывают∫

Ω
Lu · v dx =

∫
Ω
f · v dx,

где v – тестовая функция, которая обычно выбирается из соответству-
ющего пространства функций, таких как H1(Ω). Это приводит к сла-
бой формулировке задачи, которая позволяет работать с решениями,
имеющими меньшую регулярность, чем классические решения [43].
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При этом условия Вентцеля записывают в виде:∫
∂Ω

(u− g) · v dσ +

∫
∂Ω

∂u

∂n
· h · v dσ = 0,

где g и h – заданные функции на границе, а n – нормальный вектор к
границе. Обычно рассматривается задача минимизации функционала
вида:

J(u) =
1

2

∫
Ω
|Lu− f |2 dx + Φ(u),

где Φ(u) – дополнительный функционал, который может включать
в себя, например, штраф за отклонение от краевых условий. Мини-
мизация этого функционала в соответствующем пространстве функ-
ций с учетом краевых условий Вентцеля приводит к необходимым
условиям оптимальности. Например, в области теплообмена можно
рассмотреть задачу оптимального управления температурой в неко-
тором объекте, где граничные условия могут описывать теплообмен
с окружающей средой. Оптимальное управление в этом случае мо-
жет быть направлено на минимизацию потерь тепла или на достиже-
ние заданного температурного режима при минимальных затратах
энергии. В таких задачах необходимо учитывать, как изменения тем-
пературы на границе влияют на общее распределение температуры
в объекте, а также как управляющие действия, такие как измене-
ние интенсивности отопления или охлаждения, влияют на динами-
ку системы. В других приложениях, таких как механика жидкости,
можно рассмотреть задачи оптимального управления потоками в тру-
бопроводах, где условия Вентцеля могут описывать взаимодействие
жидкости со стенками труб. Оптимальное управление может быть
направлено на минимизацию потерь давления или на оптимизацию
расхода жидкости при заданных условиях. В таких случаях важно
учитывать, что изменения в скорости или направлении потока могут
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существенно влиять на давление и другие параметры системы, что
требует тщательного анализа и применения методов оптимального
управления. Кроме того, в биологических системах можно рассмот-
реть задачи оптимального управления, связанные с распространени-
ем веществ в среде, где условия Вентцеля могут описывать взаимо-
действие между веществами и клетками или другими биологически-
ми структурами. Оптимальное управление может быть направлено
на минимизацию токсичности или на максимизацию эффективности
доставки лекарств, что требует учета сложных взаимодействий на
границе между различными средами.
Таким образом, качественные и количественные исследования си-

стем Вентцеля актуальны для решения задач управления и обработки
информации о состоянии и динамики системы со сложным поведени-
ем на границе.

1.2. Анализ подходов к определению вида задачи Вентцеля

Граничные условия Вентцеля позволяют моделировать различные
процессы на границе. История данного вида граничных условий на-
чинается с известной статьи, написанной А.Д. Вентцелем в 1959 году,
где, учитывая общий линейный эллиптический оператор второго по-
рядка

Lu =
n∑

i,j=1

ai,j(x)DiDju +
n∑
i=1

bi(x)Diu(x) + c(x)u

над ограниченной областью Ω ⊂ Rn автор нашел наиболее общие
допустимые граничные условия, которые ограничивают L бесконечно
малым генератором марковского процесса в Ω. Позднее эти условия
были переформулированы в [37] в терминах интегро-дифференциаль-
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ного оператора второго порядка

Mu =
n∑

i,j=1

αi,j(x)didju +
n∑
i=1

βi(x)diu + β0(x)∂nu + γ(x)u+

+ a(x)Lu +

∫
∂Ω
k1(x, y)

(
u(y)− k2(x, y)

(
u(x)+

+
n∑
j=1

(yj − xj)dju(x)

))
dy +

∫
Ω
k3(x, y)(u(y)− u(x))dy,

(1.2.1)

где x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω, d = (d1, · · · , dn) обозначает тангенциальный гра-
диент к ∂Ω с компонентами,фя заданными следующими формулами

di = Di −
n∑
j=1

ninjDj,

∂n означает производную по направлению внешней нормали n к гра-
нице ∂Ω, а интегральные ядра ki верифицируют подходящие гипотезы.
Рассмотрим более подробно вклад каждого из слагаемых в матема-

тическом выражении (1.2.1). В частности, согласно теории марков-
ских процессов (см. например, [37]), первые два члена в выражении
(1.2.1)

n∑
i,j=1

αi,j(x)didju +
n∑
i=1

βi(x)diu

соответствуют диффузии и дрейфу рассматриваемого процесса в огра-
ниченной области Ω ⊂ Rn вдоль границы области ∂Ω (см. рис.1.2.1.);
третье слагаемое β0(x)∂nu в выражении (1.2.1) соответствует отра-
жению процесса от границы области ∂Ω; четвертое слагаемое γ(x)u в
выражении (1.2.1) соответствует поглощению процесса границей об-
ласти ∂Ω (см. рис.1.2.2.); пятое слагаемое a(x)Lu в выражении (1.2.1)
соответствует вязкости рассматриваемого процесса, в то время как
нелокальные интегральные
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Рис. 1.2.1. Диффузия и дрейф вдоль границы ∂Ω, отражение от границы области
∂Ω

Рис. 1.2.2. Поглощение процесса границей области ∂Ω и вязкость рассматривае-
мого процесса вдоль границы области ∂Ω

члены в выражении (1.2.1)∫
∂Ω
k1(x, y)

(
u(y)− k2(x, y)

(
u(x) +

n∑
j=1

(yj − xj)dju(x)

))
dy,

и ∫
Ω
k3(x, y)(u(y)− u(x))dy, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω

представляют собой скачки процесса вдоль ∂Ω и внутренние скачки
из ∂Ω в Ω (см. рис.1.2.3.).

Рис. 1.2.3. Скачки рассматриваемого процесса вдоль границы ∂Ω и во внутрь об-
ласти Ω из границы ∂Ω
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1.3. Анализ методов и алгоритмов решения задач Вентцеля

1.3.1. Решения задач Вентцеля с использованием теории полугрупп
операторов

Pассмотрим в ограниченной области Ω ⊂ Rn с границей ∂Ω класса
C∞ эллиптический оператор

Ag(x) =
∑
|α|≤2

aα(x)Dαg(x), x ∈ Ω (1.3.1)

с граничными условиями B1

(B1g)(x) =
∑
|α|≤m1

b1,α(x)Dαg(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (1.3.2)

где b1,α(x) ∈ R, 0 ≤ m1 ≤ 2. Формулами (1.3.1)–(1.3.2) определим ли-
нейный оператор A : domA ⊂ H2(Ω) → F. В качестве области опре-
деления оператора зададим линейное многообразие domA = {g ∈
H2(Ω) : условия (1.3.2) выполняются}, области значения F – про-
странство L2(Ω). Рассмотрим ниже более подробно свойства фред-
гольмовости оператора A c различными видами граничных условий,
включая задачу Вентцеля.
Рассмотрим оператор A с краевыми условиями Дирихле g(0) =

g(π) = 0 и установим фредгомольвость оператора A. Оператор A –
самосопряженный в силу компактности вложения domA в простран-
ство F и симметричности оператора в гильбертовом пространстве F

〈Ag, h〉F = 〈g, Ah〉F.

Таким образом, в силу того, что im A = L2(0, π) и dim ker(A) =

dim ker(A∗) = 0, оператор A имеет замкнутый образ, конечную ко-
размерность и размерность ядра, и, соответственно, является фред-
гольмовым. Кроме того, дополнительно отметим, что спектр операто-
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ра A, построенного формулами (1.3.1)–(1.3.2), конечнократный, дис-
кретный с предельной точкой сгущения на −∞

σ(A) = {−n2}, n ∈ N,

с собственными функциями вида

gn = sinnx

и m-диссипативный в смысле

ρ(A) ∩ (0,∞) 6= ∅.

Рассмотрим оператор A c краевыми условиями Неймана g′(0) =

g′(π) = 0 и установим фредгольмовость для указанного операто-
ра. По аналогии укажем на самосопряженность оператора A. И в
силу того, что im A = L2(0, π), ker(A) = {const}, и, cooтветствен-
но, dim ker(A) = dim ker(A∗) = 1, оператор A имеет замкнутый об-
раз, конечную коразмерность и размерность ядра, и, соответственно,
является фредгольмовым. Кроме того, дополнительно отметим, что
спектр оператора A, построенного формулами (1.3.1)–(1.3.2), конеч-
нократный, дискретный с предельной точкой сгущения на −∞

σ(A) = {−n2}, n ∈ {0} ∪ N,

с собственными функциями вида

gn = cosnx

и оператор m-диссипативный.
Рассмотрим оператор A с краевыми условиями Робена

α0g
′(a) + α1g(b) = 0,

β0g
′(b) + β1g(b) = 0,
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и установим фредгольмовость для указанного оператора. По анало-
гии укажем на самосопряженность оператора A. И, аналогично, в
силу того, что im A = L2(a, b) и,

dim ker(A) = dim ker(A∗) =

1, если (α0 + α1a)β1 = α1(β0 + β1b)

0, иначе,

оператор A имеет замкнутый образ, конечную коразмерность и раз-
мерность ядра, и, соответственно, является фредгольмовым. Кроме
того, спектр оператора A, построенного формулами (1.3.1) – (1.3.2),
конечнократный, дискретный с предельной точкой сгущения на −∞

σ(A) = {−n2}, n ∈ Z,

и оператор m-диссипативный для неотрицательных коэффициентов
α1, β1.
Рассмотрим оператор A с краевыми условиями Вентцеля

g′′(a) + α0g
′(a) + α1g(a) = 0,

g′′(b) + β0g
′(b) + β1g(b) = 0.

(1.3.3)

Поскольку значение второй производной на концах отрезка не опреде-
лено в H2(a, b), введем в качестве области определения оператора A

D(A) =

{
g ∈ C2[a, b] : g′′(x)

∣∣∣∣
{a,b}
∈ L2((a, b), dx)

и условия (1.3.3) выполняются
}
.

В силу того, что оператор A с краевым условием Вентцеля в про-
странстве F = L2(a, b) не будет диссипативным, и, соответственно,
m-диссипативным, в дальнейшем будем руководствоваться результа-
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ми работы [7] для построения пространства F, вводя сужение про-
странства Лебега

X2 =

(
L2[a, b], dx

∣∣∣∣
(a,b)

⊕ ξds
∣∣∣∣
{a,b}

)
с нормой

‖g‖2
F =

∫ b

a
|g(x)|2dx + ξ0|g(a)|2 + ξ1|g(b)|2,

для получения самосопряженности и m диссипативности оператора
A, где dx – мера Лебега в области (a, b); ds – поточечная мера на

границе; ξ0 =
1

−α1
, ξ1 =

1

β1
, где α1 < 0 < β1 – положительные ве-

са. В частности, в материалах статьи [53] авторами было показано,
что оператор A замыкаем, существенно самосопряженный и, указав
вложения пространств,

C2
BC =

{
g ∈ C2[a, b] : и условия (1.3.3) выполняются

}
⊂ D(A) ⊂

⊂
{
u ∈ W 2,2

loc (a, b) ∩X2 : g′′(x) существует в смысле следа оператора

в L2({a, b}, ξds)
}

доказано, что замкнутый оператор A генерирует C0-сжимающую по-
лугруппу в силу теоремы Люмьера – Филлипса в пространстве X2.
В рамках нового построения оператора A, нетрудно заметить, в силу
того, что im A = X2 и оператор A конечную коразмерность и размер-
ность ядра, и, соответственно, оператор является фредгольмовым.
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1.3.2. Решения однофазной и двухфазной задачи Вентцеля
с использованием повторных потенциалов двойного и простого слоя

Задача Вентцеля является одной из фундаментальных задач в об-
ласти гидродинамики и теплопередачи. Она основывается на системе
Навье – Стокса, которые описывают движение жидкости или газа.
Задача Вентцеля рассматривает одну или две фазы в двумерной или
трехмерной области, где происходит перенос массы и тепла.
Однофазная задача Вентцеля рассматривает движение одной фа-

зы, например, движение вязкой воды или воздуха. В этой задаче учи-
тывается вязкость и плотность жидкости или газа, а также внешние
силы, такие как гравитация или давление. Система Навье – Сток-
са, которая описывает движение флюида, включает в себя уравне-
ние неразрывности и уравнение импульса. Уравнение неразрывности
говорит о том, что масса флюида сохраняется во время движения,
а уравнение импульса описывает изменение скорости флюида под
воздействием внешних сил и внутренних трений. Для решения од-
нофазной задачи Вентцеля используются различные методы, такие
как метод конечных элементов, метод конечных разностей или метод
конечных объемов. Эти методы позволяют аппроксимировать систе-
му Навье – Стокса и решить ее численно. Важным аспектом реше-
ния задачи Вентцеля является выбор граничных условий, которые
определяют поведение флюида на границах области. Например, на
границе могут быть заданы условия непротекания, когда скорость
флюида равна нулю; условия свободного вытекания, когда давление
на границе равно атмосферному давлению [20]; условия, сочетающие
отражения от границы и диффузию вдоль поверхности (такая си-
туация возникает, когда граница покрыта тонким слоем материала
с повышенной проницаемостью), заданные нелинейным недивергент-
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ным уравнением второго порядка, главным членом которого являет-
ся параболический (эллиптический) оператор в тангенциальных пе-
ременных. Однофазная задача Вентцеля основывается на уравнении
Дарси, которое описывает закон фильтрации Дарси для однофазной
жидкости в пористой среде. Уравнение Дарси выражает зависимость
скорости фильтрации от градиента давления и проницаемости пори-
стой среды. В общем виде уравнение Дарси может быть записано
следующим образом [15]:

q = −k · ∇P,

где q – скорость фильтрации, k – проницаемость пористой среды;
∇P – градиент давления. Для решения однофазной задачи Вентцеля
необходимо дополнить уравнение Дарси соответствующими гранич-
ными условиями. Граничные условия могут быть различными в зави-
симости от конкретной задачи, но обычно они включают условия на
границах пористой среды, такие как фиксированный поток жидкости
или фиксированное давление. Однофазная задача Вентцеля также
включает уравнение неразрывности, которое описывает сохранение
массы жидкости в пористой среде. Уравнение неразрывности может
быть записано следующим образом:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0,

где ρ – плотность жидкости, t –время, v – скорость жидкости. Кроме
того, для полного описания однофазной задачи Вентцеля необходимо
учесть уравнение состояния жидкости, которое связывает давление и
плотность жидкости. Уравнение состояния может быть различным в
зависимости от свойств конкретной жидкости, но обычно оно имеет
вид:

P = P (ρ)
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где P – давление, ρ – плотность.
Двухфазная задача Вентцеля рассматривает движение двух раз-

личных фаз, например, движение воды и воздуха или движение неф-
ти и газа. В этой задаче учитывается не только вязкость и плотность
каждой фазы, но и взаимодействие между ними. Она представляет
собой систему уравнений, описывающих движение жидкости и газа в
пористой среде. Для начала необходимо определить некоторые основ-
ные понятия и переменные, которые будут использоваться в рамках
текущей задачи. Пусть рассматривается двухфазная система, состо-
ящая из жидкой фазы (воды, нефти и т.д.) и газовой фазы (воздуха,
природного газа и т.д.). Пористая среда представляет собой геоло-
гическую формацию, в которой происходит перемещение флюидов.
Важными параметрами являются насыщенность фазы (отношение
объема фазы к объему порового пространства), проницаемость (спо-
собность пористой среды пропускать флюиды) и давление фазы [2].
Математическая система уравнений двухфазной задачи Вентцеля

основана на законах сохранения массы и импульса для каждой фазы
в пористой среде. Пусть V представляет собой объем поровой среды,
S – поверхность поровой среды, t – время, P – давление, u – ско-
рость фазы, ρ – плотность фазы, и µ – вязкость фазы. Уравнение
сохранения массы для жидкой фазы может быть записано в виде:

ρ1S

∂t
+∇(ρ1u1S) = q1,

где ρ1 – плотность жидкой фазы, ul – скорость жидкой фазы, и ql
– источник массы жидкой фазы. Уравнение сохранения массы для
газовой фазы имеет следующий вид:

ρgS

∂t
+∇(ρgugS) = qg,
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где ρg – плотность газовой фазы, ug – скорость газовой фазы, и qg –
источник массы газовой фазы. Уравнение сохранения импульса для
жидкой фазы записывается следующим образом:

ρlulS

∂t
+∇(ρ1u1S) = −∇P1 +∇τ! + ρ1g,

где P1 – давление жидкой фазы, τl – напряжение жидкой фазы, и g
– ускорение свободного падения.
Для решения математической системы двухфазной задачи Вентце-

ля необходимо задать начальные и граничные условия. Начальные
условия определяют значения переменных в начальный момент вре-
мени, а граничные условия определяют значения переменных на гра-
ницах поровой среды. Также необходимо учесть различные источ-
ники и стоки массы и импульса, которые могут возникать в системе.
Однофазная и двухфазная задачи Вентцеля имеют широкое примене-
ние в различных областях, таких как нефтегазовая промышленность,
энергетика, аэродинамика и геология. Они позволяют анализировать
и оптимизировать процессы переноса массы и тепла, что является
важным для разработки новых технологий и повышения эффектив-
ности существующих систем.

1.3.3. Численные методы решения задач Вентцеля

Одним из самых популярных численных методов для решения за-
дачи Вентцеля является метод конечных разностей. Он основан на
аппроксимации производных в уравнениях динамики среды разност-
ными операторами. Для этого сетка разбивается на конечные элемен-
ты, и значения функций в узлах сетки аппроксимируются с помощью
интерполяционных полиномов. Затем, подставляя эти аппроксимации
в уравнения динамики среды и учитывая граничные условия, полу-
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чаем систему линейных алгебраических уравнений, которую можно
решить численно. Для решения системы линейных алгебраических
уравнений, полученной с помощью метода конечных разностей, мож-
но использовать различные методы. Один из таких методов - метод
прогонки. Он основан на прямом и обратном ходе Гаусса и позволя-
ет эффективно решать трехдиагональные системы линейных урав-
нений, которые часто возникают при применении метода конечных
разностей. Другими методами решения системы линейных уравнений
могут быть методы прямых итераций, методы сопряженных градиен-
тов и другие.
Для учета неоднородностей среды, нелинейностей и других слож-

ных эффектов, в задаче Вентцеля может быть также применен метод
конечных элементов. Этот метод позволяет более гибко аппроксими-
ровать функции в узлах сетки и учитывать сложные геометрические
формы среды. Он основан на представлении среды в виде конечного
числа элементов, каждый из которых имеет свои характеристики, та-
кие как материальные свойства и форма. Затем решение уравнений
динамики среды аппроксимируется внутри каждого элемента с по-
мощью интерполяционных полиномов, и получается система уравне-
ний, которую можно решить численно. Для решения системы уравне-
ний, полученной с помощью метода конечных элементов, также мож-
но использовать различные методы. Один из таких методов – метод
Ньютона. Он основан на линеаризации уравнений динамики среды в
окрестности текущего приближения и последующем решении линей-
ной системы уравнений. В частности, в качестве других методов ре-
шения системы уравнений могут быть методы Галеркина и лбметоды
Гаусса – Зейделя. Особое значение в рамках аналитического метода
имеет поиск классического решения с помощью теории потенциала и
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применения повторных потенциалов простого и двойного слоя. В ра-
ботах [1,2] сформулированы внутренние и внешние задачи Вентцеля,
доказаны теоремы о единственности решений для них, а также полу-
чены необходимые условия их разрешимости, аналогичные условиям
существования решений задач Дирихле и Неймана.
Эллиптические уравнения, как правило, формулируются в виде ва-

риационных задач, где целевая функция и ограничения зависят от
управляющих переменных и состояния системы. Для эффективно-
го решения таких задач используются численные методы, которые
позволяют приближенно находить решения, когда аналитические ме-
тоды оказываются неэффективными или невозможными. Численные
методы для решения задач оптимального управления эллиптически-
ми уравнениями можно разделить на несколько категорий, включая
методы конечных разностей, конечных элементов, спектральные ме-
тоды и методы оптимизации (см., например, [82]). Эти методы основа-
ны на разложении решения в ряд функций, к примеру, через полино-
мы Лежандра или ряд Фурье, что позволяет значительно уменьшить
количество вычислений при сохранении высокой точности. Однако
спектральные методы могут быть менее эффективными для задач с
нерегулярными границами или в случаях, когда требуется учитывать
сложные граничные условия. Тем не менее, они находят своё приме-
нение в задачах, где важна высокая точность и скорость сходимости.
При решении задач оптимального управления с эллиптическими

уравнениями также необходимо учитывать методы оптимизации, ко-
торые позволяют находить управляющие функции, минимизирую-
щие целевую функцию. Одним из наиболее распространённых подхо-
дов является метод градиентного спуска, который использует инфор-
мацию о градиенте целевой функции для итеративного обновления
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управляющих переменных. Важно отметить, что для эффективного
применения метода градиентного спуска необходимо вычислять гра-
диенты целевой функции, что может быть затруднительно в случае
сложных зависимостей. В таких случаях могут быть использованы
методы численного дифференцирования, которые позволяют оцени-
вать градиенты на основе значений целевой функции в соседних точ-
ках. При решении задач оптимального управления эллиптическими
уравнениями с граничными условиями Вентцеля также важно учи-
тывать особенности этих условий. Граничные условия Вентцеля пред-
ставляют собой комбинацию условий типа Дирихле и Неймана, что
делает их более сложными для численного решения. В таких случа-
ях может потребоваться использование специальных методов, таких
как методы разбиения области или методы, основанные на вариаци-
онных принципах, которые позволяют более точно учитывать взаи-
модействие между внутренними и граничными значениями.

1.4. Стохастические системы уравнений Ветцеля

В п.1.1. –1.3. в рамках схемы системного анализа был проведен ана-
лиз различных аспектов исследования систем уравнений Вентцеля. В
ходе синтеза на основе аспектных оценок был получен вывод о том,
что в условиях определенности детерминированные системы уравне-
ний Вентцеля частично изучены (исследован вопрос о существовании
решения). Это создает предпосылки для начала системного исследо-
вания в условиях стохастической неопределенности (см. рис. 1.4.1). В
результате, применение системного подхода позволило определить ос-
новную цель работы — разработку аналитических и численных мето-
дов для изучения стохастических динамических и эволюционных си-
стем, описываемых уравнениями Вентцеля, а также реализацию соот-
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ветствующих алгоритмов анализа в условиях стохастической неопре-
деленности.

Рис. 1.4.1. Контексная диаграмма

1.4.1. Стохастические вещественные сепарабельные гильбертовы
пространства

Пусть Ω ≡ (Ω,A,P) – полное вероятностное пространство с веро-
ятностной мерой P, ассоциированное с σ-алгеброй A подмножеств
множества Ω, а R – множество действительных чисел, наделенное бо-
релевой σ-алгеброй. Измеримое отображение ξ : Ω → R называется
случайной величиной. Множество случайных величин с нулевым ма-
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тематическим ожиданием и конечной дисперсией образуют гильбер-
тово пространство L2 со скалярным произведением (ξ1, ξ2) = Mξ1ξ2.
Возьмем множество J ⊂ R и рассмотрим два отображения f :

J → L2, которое каждому t ∈ J ставит в соответствии случайную
величину ξ ∈ L2 и g : L2 × Ω → R, которое каждой паре (ξ, ω) ста-
вит в соответствии точку ξ(ω) ∈ R. Отображение ξ : J × Ω → R,
имеющее вид ξ = ξ(t, ω) = g(f (t), ω), назовем (одномерным) стоха-
стическим процессом. При каждом фиксированном t ∈ J значение
стохастического процесса ξ = ξ(t, ·) является случайной величиной,
т.е. ξ = ξ(t, ·) ∈ L2, которую назовем сечением стохастического про-
цесса в точке t ∈ J . При каждом фиксированном ω ∈ Ω функция
ξ = ξ(·, ω) называется (выборочной) траекторией случайного процес-
са, соответствующей элементарному исходу ω ∈ Ω. Траектории также
называются реализациями или выборочными функциями случайного
процесса. Обычно, когда это не приводит к неясности, зависимость
ξ(t, ω) от ω не указывается и случайный процесс просто ξ(t).
Считая J ⊂ R интервалом, назовем стохастический процесс ξ =

ξ(t), t ∈ J непрерывным, если (почти наверное) п.н. всего его тра-
ектории непрерывны (т.е. при (почти всех) п.в. ω ∈ A траектории
ξ(·, ω) являются непрерывными функциями). Множество всех непре-
рывных стохастических процессов образует банахово пространство,
которое мы будем обозначать символом C(I;L2) с нормой

‖ξ‖CL2
= sup

t∈I
(Dξ(t, ω))1/2.

Непрерывный случайный процесс, чьи (независимые) случайные ве-
личины гауссовы, называется гауссовым. В качестве примера непре-
рывного гауссова случайного процесса рассмотрим (одномерный) ви-
неровский процесс β(t), моделирующий броуновское движение на пря-
мой в теории Эйнштейна – Смолуховского. Он обладает следующими
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свойствами:
(i) п.н. все траектории β(t) непрерывны, п.н. β(0) = 0, и при всех

t ∈ R+ случайная величина β(t) гауссова;
(ii) математическое ожидание M(β(t)) = 0 и автокорреляционная

функция M

(
(β(t)− β(s))2

)
= |t− s| при всех s, t ∈ R+;

(iii) траектории β(t) недифференцируемы в любой точке t ∈ R+

и на любом сколь угодно малом промежутке имеют неограниченную
вариацию.
Пусть A0 — σ-подалгебра σ-алгебры A. Построим подпространство

L0
2 ⊂ L2 случайных величин, измеримых относительно A0. Обозна-

чим через Π : L2 → L0
2 – ортопроектор. Пусть ξ ∈ L2, тогда Πξ назы-

вается условным математическим ожиданием случайной величины
ξ и обозначается символом M(ξ|A0). Зафиксируем ξ ∈ C(I;L2) и
t ∈ I, через N ξ

t обозначим σ-алгебру, порожденную случайной вели-
чиной ξ(t), и обозначим Mξ

t = M(·|N ξ
t ).

Определение 1.4.1. Пусть ξ ∈ C(I;L2). Производной Нельсона –

Гликлиха
◦
ξ стохастического процесса ξ в точке t ∈ I называется

случайная величина
◦
ξ (t, ·) =

1

2

(
lim

∆t→0+
Mξ

t

(
ξ(t + ∆t, ·)− ξ(t, ·)

∆t

)
+

+ lim
∆t→0+

Mξ
t

(
ξ(t, ·)− ξ(t−∆t, ·)

∆t

))
,

если предел существует в смысле равномерной метрики на R.

В качестве примера приведем производную Нельсона – Гликлиха,
найденную для винеровского процесса β(t) (см. напр., [70]), описыва-
ющего броуновское движение в модели Энштейна – Смоуховского

◦
β (t) =

β(t)

2t
, t ∈ R+.
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Заметим, что множество непрерывных стохастических процессов, для
которых существует производная

◦
ξ (t, ·), образует банахово простран-

ство C1(I;L2) с нормой

‖ξ‖C1L2
= sup

t∈I

(
Dξ(t, ω) + D

◦
ξ (t, ω)

)1/2

.

Определим далее по индукции банаховы пространства Cl(I;L2),
l ∈ N, стохастических процессов, чьи траектории п.н. дифферен-
цируемы по Нельсону – Гликлиху на I до порядка l ∈ {0} ∪ N вклю-
чительно. Нормы в них задаются формулами

‖ξ‖ClL2
= sup

t∈I

(
l∑

k=0

D
◦
ξ (k)(t, ω)

)1/2

.

Здесь будем считать производную Нельсона – Гликлиха нулевого по-
рядка исходным случайным процессом, т.е.

◦
ξ(0) ≡ ξ. Отметим еще, что

пространства Cl(I;L2), l ∈ {0} ∪ N, для краткости будем называть
пространствами K-«шумов».
Перейдем к построению пространства случайных K-величин. Возь-

мем H – вещественное сепарабельное гильбертово пространство с ор-
тонормированным базисом {ϕk}, монотонную последовательность

K = {λk} ⊂ R+ такую, что
∞∑
k=1

λ2
k < +∞, а также последовательность

{ξk} = ξk(ω) ⊂ L2 случайных величин такую, что ‖ξk‖L2
≤ C, при

некоторой константе C ∈ R+ и при всех k ∈ N. Построим H-значную
случайную K-величину

ξ(ω) =
∞∑
k=1

λkξk(ω)ϕk.
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Пополнение линейной оболочки множества {λkξkϕk} по норме

‖ξ‖HKL2
=

( ∞∑
k=1

λ2
kDξk

)1/2

называется пространством (H-значных) случайныхK-величин и обо-
значается символомHKL2. Как нетрудно видеть, пространствоHKL2

— гильбертово, причем построенная выше случайная K-величина
ξ = ξ(ω) ∈ HKL2. Аналогично, банахово пространство (H-значных)
K-«шумов» Cl (I;HKL2), l ∈ {0} ∪ N, определим как пополнение
линейной оболочки множества {λkξkϕk} по норме

‖ξ‖ClHKL2
= sup

t∈I

( ∞∑
k=1

λ2
k

l∑
m=1

D
◦
ξ

(m)
k

)1/2

,

где последовательность «шумов» {ξk} ⊂ Cl (I;L2), l ∈ {0}∪N. Таким
образом, имеем пространство Cl(J ,FKL2), l ∈ {0} ∪ N дифференци-
руемых K-«шумов», для которых траектории п.н. дифференцируе-
мы по Нельсону – Гликлиху на J до порядка l включительно. Как
нетрудно видеть, вектор

ξ(t, ω) =
∞∑
k=1

λkξk(t, ω)ϕk

лежит в пространстве Cl(I;HKL2), если последовательность векто-
ров {ξk} ⊂ Cl(I;L2) и все их производные Нельсона – Гликлиха до
порядка l ∈ {0} ∪N включительно равномерно ограничены по норме
‖ · ‖ClL2

.
Пример 1.4.1. Вектор, лежащий во всех пространствахCl(R+;HKL2),

l ∈ {0} ∪ N,

WK(t, ω) =
∞∑
k=1

λkβk(t, ω)ϕk,
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где {βk} ⊂ Cl(I;L2) – последовательность броуновских движений,
называется (H-значным) винеровским K-процессом.
Пусть теперь U (F) – вещественное сепарабельное гильбертово про-

странство с ортонормированным базисом {ϕk} ({ψk}). Введем в рас-
смотрение монотонную последовательность K = {λk} ⊂ {0} ∪ R

такую, что
∞∑
k=1

λ2
k < +∞. Символом UKL2 (FKL2) обозначим гиль-

бертово пространство, являющееся пополнением линейной оболочки
случайных K-величин

ξ =
∞∑
k=1

λkξkϕk, ξk ∈ L2,

(
ζ =

∞∑
k=1

µkζkψk, ζk ∈ L2

)
,

по норме

‖ξ‖2
U =

∞∑
k=1

λ2
kDξk

(
‖ω‖2

F =
∞∑
k=1

µ2
kDζk

)
.

Заметим, что в разных пространствах (UKL2 и FKL2) последователь-
ность K может быть разной (K = {λk} в UKL2 и K = {µk} в FKL2),
однако все последовательности, отмеченные символом K, должны
быть монотонными и суммируемыми с квадратом. Все результаты,
вообще говоря, будут верны при разных последовательностях {λk} и
{µk}, однако простоты ради мы ограничимся случаем λk = µk.
Пусть A : U→ F – линейный оператор. Формулой

Aξ =
∞∑
k=1

λkξkAϕk (1.4.1)

зададим линейный оператор A : UKL2 → FKL2, причем если ряд в
правой части (1.4.1) сходится (в метрике FKL2), то ξ ∈ domA, а если
расходится, то ξ /∈ domA. Традиционно определяются пространства
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линейных непрерывных операторов L(UKL2;FKL2) и линейных за-
мкнутых плотно определенных операторов. Справедлива следующая
лемма.

Лемма 1.4.1. (i) Оператор A ∈ L(U;F) точно тогда, когда A ∈
L(UKL2;FKL2).
Как нетрудно видеть,

‖Aξ‖F ≤
∞∑
k=1

λ2
kDξk‖Aϕk‖2

F ≤ const
∞∑
k=1

λ2
kDξk = const ‖ξ‖U.

(ii) Оператор A ∈ Cl(U;F) точно тогда, когда A ∈ Cl(UKL2;FKL2).

1.4.2. Общая постановка задач для стохастической обобщенной
фильтрационной системы уравнений Вентцеля

Пусть Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈ [0, R), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} – шар в R3 с
границей Γ = {(r, θ, ϕ) : r = R, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)}. Простоты ради
положим U = {u ∈ W 2

2 (Ω) ⊕W 2
2 (Γ) : ∂Ru = 0}, F = L2(Ω) ⊕ L2(Γ).

Далее, по алгоритму, изложенному выше, построим пространства слу-
чайных K-величин. Случайные K-величины ξ, χ ∈ UKL2 имеют вид

ξ =
∞∑
k=1

λkξkφk, χ =
∞∑
k=1

λkχkψk, (1.4.2)

где {φk} – ортонормированный базис сепарабельного гильбертова про-
странства U; {ψk : tr φk = ψk} – ортонормированный базис сепа-
рабельного гильбертова пространства U, полученный в результате
сужения семейства функций {φk} на границу области Γ. Пусть мно-

гочлены Pn(•) =
n∑
i=0
ci•i, Qm(•) =

m∑
j=0

cj•j таковы, что ci, dj ∈ R,

i = 0, · · · , n, j = 0, · · · ,m, n ≤ m. Рассмотрим общую стохастиче-
скую фильтрационную систему уравнений Вентцеля в шаре и на его
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границе, предварительно определив формально дифференциальные
операторы Pn(•), Qm(•) ∈ L(UKL2;FKL2). Таким образом, имеем

Pn(•)
◦
ξ (t) = Qm(•) ξ(t), ξ(t) ∈ C∞(R+;UKL2), (1.4.3)

Pn(•)
◦
χ (t) = Qm(•) χ(t) + ∂Rξ, χ(t) ∈ C∞(R+;UKL2), (1.4.4)

К данной системе присовокупим условие согласования и снабдим
его начальными условиями

ξ(0) = ξ0, χ(0) = χ0, (1.4.5)

где cлучайные величины ξ0, χ0 имеют нормальное распределение ξ0 ∈
UKL2, χ0 ∈ FKL2. Решение задачи (1.4.3)–(1.4.5) назовем решени-
ем стохастической обобщенной фильтрационной системы уравнений
Вентцеля.
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Глава 2. Разработка методов и алгоритмов для
решения стохастической динамической системы
Вентцеля

2.1. Метод анализа условий для детерминированной
динамической системы уравнений Вентцеля

Разрешимость системы уравнений Вентцеля

(λ−∆)ut = α∆u + βu, (t, x) ∈ R+ × Ω, (2.1.1)

(λ−∆)vt = γ∆v +
∂u

∂ν
+ δv, (t, x) ∈ R+ × Γ, (2.1.2)

будем изучать в случае Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈ [0, R), θ ∈ [0, π],

ϕ ∈ [0, 2π)} – шар в R3, с границей Γ = {(r, θ, ϕ) : r = R, θ ∈ [0, π],

ϕ ∈ [0, 2π)}. Рассмотрим систему из двух уравнений, описывающих
процессы фильтрации жидкости,

(λ−∆r,θ,ϕ)ut = α∆r,θ,ϕu + βu, (2.1.3)

(λ−∆θ,ϕ)vt = γ∆θ,ϕv + ∂Ru + δv, (2.1.4)

где

∆r,θ,ϕ = (r −R)
∂

∂r

(
(R− r) ∂

∂r

)
+
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
,

∆θ,ϕ =
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
, ∂R =

∂

∂r

∣∣∣∣
r=R

.
(2.1.5)

К данной системе присовокупим условие согласования, что гаранти-
рует единственность полученного решения (см., напр. [111]),

tr u = v, на R+ × Γ, (2.1.6)

и снабдим ее начальными условиями

u(0, r, θ, ϕ) = u0(r, θ, ϕ), v(0, θ, ϕ) = v0(θ, ϕ). (2.1.7)
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Поскольку собственные векторы оператора Лапласа в сферической
системе координат содержат специальные функции, обозначим сим-
волом ∆r,θ,ϕ в (2.1.1) модифицированный оператор Лапласа – Бель-
трами (2.1.5) в Ω, а в (2.1.2) символом ∆θ,ϕ – модифицированный опе-
ратор Лапласа – Бельтрами на Γ. Символом ν, (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ,
обозначена внешняя по отношению к Ω нормаль. Параметры α, γ, λ,
β, δ ∈ R характеризуют среду.
Решение задачи (2.1.3)–(2.1.7) назовем детерминированным реше-

нием динамической системы Вентцеля, состоящей из уравнений Ба-
ренблатта – Желтова – Кочиной. Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.1.1. Для любых u0 ∈ A(Ω) и v0 ∈ A(Γ) таких, что выпол-
нено условие согласования, и для коэффициентов α, β, γ, δ, λ ∈ R, та-
ких, что выполнено следующее условие α = γ, β = δ, а λ 6= k2, где k ∈
N, существует единственное решение (u, v) ∈ C∞(R;A(Ω) ⊕ A(Γ))

динамической системы Вентцеля, состоящей из уравнений Барен-
блатта – Желтова – Кочиной (2.1.3)–(2.1.7).

Доказательство. Для доказательства теоремы рассмотрим следу-
ющий ряд

u =
∞∑
k=2

exp

(
t
β − αk2

λ + k2

)
(R− r)k

Rk

(
ak sin kθ(sin kϕ+

+ cos kϕ) + bk cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)

)
+

+
∞∑
k=1

exp

(
t
β − αk2

λ + k2

)(
ck sin kθ(sin kϕ+

+ cos kϕ) + dk cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)

)
,

(2.1.8)
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где

ak =

R∫
0

2π∫
0

π∫
0

u0(r, θ, ϕ)
(R− r)k

Rk
sin kθ(sin kϕ + cos kϕ)r2 sin θdθdϕdr,

bk =

R∫
0

2π∫
0

π∫
0

u0(r, θ, ϕ)
(R− r)k

Rk
cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)r2 sin θdθdϕdr,

ck =

2π∫
0

π∫
0

v0(θ, ϕ) sin kθ(sin kϕ + cos kϕ)dθdϕ,

dk =

2π∫
0

π∫
0

v0(θ, ϕ) cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)dθdϕ.

Нетрудно заметить, что построенный ряд выше является формаль-
ным решением уравнения (2.1.3). Причем, если ряды в (2.1.8) рав-
номерно сходятся, то перед нами решение задачи (2.1.3), (2.1.7), где
∂Ru = 0. Учитывая это, можно построить решение задачи (2.1.4),
(2.1.7)

v =
∞∑
k=1

exp

(
t
δ − γk2

λ + k2

)(
ck sin kθ(sin kϕ + cos kϕ)+

+dk cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)

)
,

(2.1.9)

где в случае α = γ, β = δ решения задачи (2.1.3) – (2.1.7) будут
удовлетворять условию согласования (2.1.6).
Замыкание span{(Rk)−1(R− r)k sin kθ(sin kϕ + cos kϕ), (Rk)−1 ×
× (R− r)k cos kθ(sin kϕ + cos kϕ) : k ∈ N\{1}, r ∈ (0, R), θ ∈ [0, π],
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ϕ ∈ [0, 2π)} порожденное скалярным произведением

〈ϕ, ψ〉A(Ω) =

R∫
0

2π∫
0

π∫
0

ϕ(r, θ, ϕ)ψ(r, θ, ϕ)r2 sin θdθdϕdr,

обозначим символом A(Ω). Далее, замыкание span{sin kθ(sin kϕ +

+ cos kϕ), cos kθ(sin kϕ + cos kϕ): k ∈ N, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} по
норме, порожденной скалярным произведением

〈ϕ, ψ〉A(Γ) =

2π∫
0

π∫
0

ϕ(R, θ, ϕ)ψ(R, θ, ϕ)dθdϕ,

обозначим символом A(Γ). Таким образом, теорема доказана полно-
стью.

2.2. Метод анализа условий для стохастической
динамической системы уравнений Вентцеля

2.2.1 Аналитическое исследование решений стохастической
динамической системы уравнений Вентцеля в случае
модифицированных операторов Лапласа – Бельтрами

Простоты ради положим U = {u ∈ W 2
2 (Ω) ⊕ W 2

2 (Γ) : ∂Ru = 0},
F = L2(Ω)⊕L2(Γ). Далее, по алгоритму, изложенному выше, построим
пространства случайных K-величин. Случайные K-величины ξ,
χ ∈ UKL2 имеют вид

ξ =
∞∑
k=1

λkξkφk, χ =
∞∑
k=1

λkχkψk, (2.2.1)

где {φk} – семейство собственных функций модифицированного опе-
ратора Лапласа – Бельтрами ∆r,θ,ϕ ∈ L(U;F) ортонормированных в
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смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 из L2(Ω); {ψk} – семейство соб-
ственных функций модифицированного оператора Лапласа – Бель-
трами ∆θ,ϕ ∈ L(U;F) ортонормированных в смысле скалярного про-
изведения 〈·, ·〉 из L2(Γ). Рассмотрим линейную стохастическую систе-
му Вентцеля уравнение фильтрации влаги в шаре и на его границе.
В этом случае (2.1.3)–(2.1.4) преобразуется к виду

(λ−∆r,θ,ϕ)
◦
ξ (t) = α∆r,θ,ϕξ(t) + βξ(t), (2.2.2)

(λ−∆θ,ϕ)
◦
χ (t) = γ∆θ,ϕχ(t) + ∂Rξ(t) + δχ(t), (2.2.3)

где
ξ ∈ C∞(R+;UKL2), χ ∈ C∞(R+;UKL2),

∆r,θ,ϕ = (r −R)
∂

∂r

(
(R− r) ∂

∂r

)
+
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
,

∆θ,ϕ =
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
, ∂R =

∂

∂r

∣∣∣∣
r=R

.

К данной системе присовокупим условие согласования и снабдим ее
начальными условиями

ξ(0) = ξ0, χ(0) = χ0. (2.2.4)

Решение задачи (2.2.2)–(2.2.4) назовем стохастическим решением ди-
намической системы Вентцеля, состоящей из уравнений Баренблатта
– Желтова – Кочиной.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.2.2. Для любых ξ0 ∈ UKL2(Ω) и χ0 ∈ UKL2(Γ), и коэф-
фициентов α, β, γ, δ, λ ∈ R, таких, что α = γ, β = δ, а λ 6= k2,
где k ∈ N, существует единственное решение ξ ∈ C∞(R+;UKL2)

стохастической системы Вентцеля, состоящей из уравнений Ба-
ренблатта – Желтова – Кочиной (2.2.2)–(2.2.4).
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Доказательство. Существование и единственность решения дока-
зывается по аналогии с детерминированным случаем в силу справед-
ливости леммы 1.4.1.

2.2.2 Аналитическое исследование решений стохастической
динамической системы уравнений Вентцеля в классическом случае

Простоты ради положим U = {u ∈ W 2
2 (Ω) ⊕ W 2

2 (Γ) : ∂Ru = 0},
F = L2(Ω)⊕L2(Γ). Далее, по алгоритму, изложенному выше, построим
пространства случайных K-величин. Случайные K-величины ξ,

χ ∈ UKL2 имеют вид

ξ =
∞∑
j=1

λjξjφj, χ =
∞∑
j=1

λjχjψj, (2.2.5)

где {φk} – семейство собственных функций модифицированного опе-
ратора Лапласа – Бельтрами ∆r,θ,ϕ ∈ L(U;F) ортонормированных в
смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 из L2(Ω); {ψk} – семейство соб-
ственных функций модифицированного оператора Лапласа – Бель-
трами ∆θ,ϕ ∈ L(U;F) ортонормированных в смысле скалярного про-
изведения 〈·, ·〉 из L2(Γ). Рассмотрим линейную стохастическую си-
стему Вентцеля уравнения фильтрации жидкости в полусфере и на
ее крае. В этом случае (2.1.3)–(2.1.4) преобразуется к виду

(λ−∆θ,ϕ)
◦
ξt (t) = α∆θ,ϕξ(t) + βξ, (t) ξ ∈ C∞(R+;UKL2), (2.2.6)

(λ−∆ϕ)
◦
χt (t) = γ∆ϕχ(t)+∂θχ(t)+δχ(t), χ ∈ C∞(R+;UKL2), (2.2.7)

где

∆θ,ϕ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

∆ϕ =
∂2

∂ϕ2
, ∂θ =

∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=π

2

.
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Добавим к этой системе условие согласования и снабдим ее началь-
ными условиями

ξ(0) = ξ0, χ(0) = χ0. (2.2.8)

Решение задачи (2.2.6)–(2.2.8) назовем стохастическим решением ди-
намической системы Вентцеля, состоящей из уравнений Баренблатта
– Желтова – Кочиной.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.2.3. Для любых ξ0 ∈ UKL2(Ω) и χ0 ∈ UKL2(Γ), и для
коэффициентов α, β, γ, δ, λ ∈ R, таких, что выполняется условие
α = γ, β = δ, и λ 6= k2, где k ∈ N, и условие

k∑
m=0

( 2π∫
0

ξ0 cosmϕdϕ cosmϕ +

2π∫
0

ξ0 sinmϕdϕ sinmϕ

)
×

×
(
Pm
k (0)

)2

=

2π∫
0

χ0 cos kϕdϕ cos kϕ +

2π∫
0

χ0 sin kϕdϕ sin kϕ,

существует единственное решение (ξ, χ) ∈ C∞(R;UKL2) стохасти-
ческим решением динамической системы Вентцеля, состоящей из
уравнений Баренблатта – Желтова – Кочиной (2.2.6)–(2.2.8).

Доказательство. Существование и единственность решения до-
казывается по аналогии с детерминированным случаем в силу спра-
ведливости леммы 1.4.1. Приведем ниже доказательство для детер-
минированного случая.
Если θk = k(k+1) собственные значения оператора Лапласа – Бель-
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трами ∆θ,ϕ, тогда

Y m
k (ϕ, θ) =


Pm
k (cos θ) cosmϕ, m = 0, · · · , k;

P
|m|
k (cos θ) sin |m|ϕ, m = −k, · · · ,−1

соответствующие собственные функции, ортонормированные относи-
тельно скалярного произведения. Здесь,

Pk(t) =
1

2kk!

dk

dtk
(t2 − 1)k

– многочлен Лежандра степени k, и

P
|m|
k (t) = (1− t2)

|m|
2
d|m|

dt|m|
Pk(t)

– присоединенный многочлен Лежандра. Скалярное произведение вы-
числяется по следующей формуле

〈Y m1

k1
, Y m2

k2
〉 =

2π∫
0

cosm1ϕ cosm2ϕdϕ

1∫
−1

Pm1

k1
(t)Pm2

k2
(t)dt.

Рассмотрим следующий ряд

u =
∞∑
k=1

k∑
m=0

exp

(
t
β − αk2

λ + k2

)(
am,k cosmϕ + bm,k sinmϕ

)
Pm
k (cos θ),

(2.2.9)
где

am,k =

2π∫
0

u0(θ, ϕ) cosmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ,

bm,k =

2π∫
0

u0(θ, ϕ) sinmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ.
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Легко видеть, что построенный выше ряд является формальным ре-
шением детерминированного уравнения (2.2.6). Более того, если ряды
в (2.2.9) сходятся равномерно, то мы имеем решение детерминирован-
ной задачи (2.2.6), где ∂θu = 0. Учитывая это, мы можем построить
решение задачи (2.2.7), (2.2.8)

v =
∞∑
k=1

exp

(
t
δ − γk2

λ + k2

)(
ck cos kϕ + dk sin kϕ

)
, (2.2.10)

где

ck =

2π∫
0

v0(ϕ) cos kϕdϕ, dk =

2π∫
0

v0(ϕ) sin kϕdϕ.

В случае условия согласования получаем следующее уравнение

∞∑
k=1

k∑
m=0

exp

(
t
β − αk2

λ + k2

)(
am,k cosmϕ + bm,k sinmϕ

)
Pm
k (cos θ)

∣∣∣∣
θ=π

2

=

=
∞∑
k=1

exp

(
t
δ − γk2

λ + k2

)(
ck cos kϕ + dk sin kϕ

)
.

Учитывая, что α = γ, β = δ, получим равносильную систему уравне-
ний

k∑
m=0

(
am,k cosmϕ + bm,k sinmϕ

)
Pm
k (0) = ck cos kϕ + dk sin kϕ,

где m+ n = 2k. Подставив коэффициенты интеграла, получим экви-
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валентную систему

k∑
m=0

( 2π∫
0

u0(θ, ϕ) cosmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ cosmϕ+

+

2π∫
0

u0(θ, ϕ) sinmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ sinmϕ

)
Pm
k (0) =

=

2π∫
0

v0(ϕ) cos kϕdϕ cos kϕ +

2π∫
0

v0(ϕ) sin kϕdϕ sin kϕ.

Здесь вспомогательные интегралы вычисляются по формуле
π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ = Pm

k (0)

π
2∫

0

sin θdθ = Pm
k (0),

и система имеет следующий вид

k∑
m=0

( 2π∫
0

u0(θ, ϕ) cosmϕdϕ cosmϕ+

+

2π∫
0

u0(θ, ϕ) sinmϕdϕ sinmϕ

)(
Pm
k (0)

)2

=

=

2π∫
0

v0(ϕ) cos kϕdϕ cos kϕ +

2π∫
0

v0(ϕ) sin kϕdϕ sin kϕ.

(2.2.11)

Таким образом, в случае α = γ, β = δ и полученного условия (2.2.11)
решения задачи (2.2.6)–(2.2.7) будут удовлетворять условию согласо-
вания.
Линейное замыкание span{Pm

k (cos θ) sinmϕ, Pm
k (cos θ) cosmϕ: m,

k ∈ N\{1}, θ ∈ [0, π2 ], ϕ ∈ [0, 2π)} по норме, порожденной скалярным
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произведением

〈ϕ, ψ〉 =

2π∫
0

π
2∫

0

ϕ(θ, ϕ)ψ(θ, ϕ) sin θdθdϕ,

обозначим символом A(Ω). Далее, замыкание span{sin kϕ, cos kϕ:
k ∈ N, ϕ ∈ [0, 2π)} по норме, порожденной скалярным произведением

〈ξ, ψ〉 =

2π∫
0

ξ(ϕ)ψ(ϕ)dϕ,

обозначим символом A(Γ). Таким образом, теорема доказана полно-
стью.

2.3. Алгоритм для нахождения траекторий приближенных
решений стохастической динамической системы Вентцеля

Для простоты рассмотрим алгоритм численного метода Галеркина
для детерминированной динамической системы Вентцеля. Напомним,
что переход к стохастической системе уравнений Вентцеля происхо-
дит путем замены функций u и v, определенных на Ω и Γ соответ-
ственно, на ξ = ξ(t) и χ = χ(t) стохастические процессы на интервале
(0, τ ). Построим приближенное решение задачи Коши для данной си-
стемы методом Галеркина в следующем виде

uN(t, r, θ, ϕ) =
N∑
k=1

uk(t)φk(r, θ, ϕ) +
N∑
k=1

vk(t)ψk(R, θ, ϕ), (2.3.1)

где {φk : k ∈ N} являются собственными функциями модифициро-
ванного оператора Лапласа – Бельтрами ∆r,θ,ϕ и соответствуют его
собственным значениям, ортонормированным по норме 〈·, ·〉A(Ω), ко-
торые нумеруются в невозрастающем порядке с учетом кратности;
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{ψk : k ∈ N} являются собственными функциями модифицирован-
ного оператора Лапласа – Бельтрами ∆θ,ϕ и соответствуют его соб-
ственным значениям, ортонормированным по норме 〈·, ·〉A(Γ), которые
нумеруются в невозрастающем порядке с учетом кратности, причем
φk(R, θ, ϕ) ≡ 0, k = 1, · · · , N .
Подставим приближенное решение (2.3.1) в уравнения (2.1.1), (2.1.2),

и возьмем скалярное произведение на собственные функции φk(r, θ, ϕ)

и ψk(R, θ, ϕ) по следующим формулам 〈·, ·〉A(Ω) и 〈·, ·〉A(Γ). Получим
систему (2.3.2). В зависимости от значения параметра λ мы имеем
алгебраические или дифференциальные уравнения первого порядка
в системе (2.3.2). Поскольку в рамках доказанных теорем предпола-
гается, что λ /∈ σ(A) (случай когда λ ∈ σ(A) будет рассмотрен в даль-
нейших работах), полученная система уравнений является невырож-
денной, а все уравнения в полученной системе являются обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями первого порядка. Для раз-
решимости этой системы относительно uk(t) и vk(t), найдем скаляр-
ное произведение начальных условий (2.1.7) на собственные функции
φk(r, θ, ϕ) и ψk(R, θ, ϕ) по норме 〈·, ·〉A(Ω) и 〈·, ·〉A(Γ) соответственно.
Решая систему (2.3.2) с соответствующими начальными условиями
(2.1.7), находим коэффициенты uk(t), vk(t) в приближенном решении
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uN(t, r, θ, ϕ). 

(λ− λ1)u′1 = αλ1u1 + βu1,

(λ− λ2)u′2 = αλ2u2 + βu2,

· · ·
(λ− λN)u′N = αλNuN + βuN ,

(λ− µ1)v′1 = γµ1v1 + δv1,

(λ− µ2)v′2 = γµ2v2 + δv2,

· · ·
(λ− µN)v′N = γµNvN + δvN ,

ϕk ≡ 0, k = 1, · · · , N.

(2.3.2)

2.4. Программная реализация для нахождения траекторий
приближенных решений стохастической динамической
системы Вентцеля

Рассмотрим алгоритм программы, реализующей модифицирован-
ный метод Галеркина. Она написана на языке Python и предназначе-
на для эксплуатации на персональном компьютере с платформой Intel
(UX64), под управлением операционной системы Microsoft Windows.
В качестве численного метода для решения задачи Коши применяет-
ся метод, изложенный в параграфе 2.3. На рисунке 2.4.1 изображена
блок-схема работы данной программы.
Шаг 1. Вводятся коэффициенты стохастической динамической си-

стемы Вентцеля α, β, количество галеркинских приближений N , ра-
диус R рассматриваемой области, генерируются случайные величины
со стандартным нормальным распределением, входящие в состав раз-
ложения начальных функций Коши ξ0 и χ0.
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Шаг 2. Производится построение приближения решения задачи в
виде суммы Галеркина.
Шаг 3. Производится подстановка полученого приближенного ре-

шения на предыдущем шаге в рассматриваемую систему уравнений
Вентцеля.
Шаг 4. Отдельной процедурой формируется система дифференци-

альных уравнений.
Шаг 5. Отдельно решается система дифференциальных уравнений.
Шаг 6. Формируется решение искомой задачи с учетом шага 5, вы-

водится трехмерный график и анимированный трехмерный график с
учетом изменения времени.
Для последующей обработки результатов запускается цикл по i, что

позволяет в одной программе обработать результаты N эксперимен-
тов, где производятся вычисления необходимых характеристик сто-
хастических процессов (математического ожидания от сечения стоха-
стического процесса M(ξ(t, r, θ, ϕ)), дисперсии от сечения стохасти-
ческого процесса D(ξ(t, r, θ, ϕ)) и среднеквадратичного отклонения
σ(t). Здесь, математическим ожиданием является неслучайная функ-
ция M(ξ(t, r, θ, ϕ)), которая при любом значении t равна математи-
ческому ожиданию соответствующего сечения, т. е. представляет со-
бой усредненную траекторию (реализацию), полученную в результате
обработки N экспериментов; дисперсией и средним квадратическим
отклонением будут являться неслучайные функции D(ξ(t, r, θ, ϕ)) и
σ(t), которые при любом значении t равны дисперсии и среднему
квадратическому отклонению соответствующего сечения случайного
процесса. Таким образом, используя правило трех сигм, можно утвер-
ждать что с вероятностью 0,997 имеет место оценка ‖ξ(t, r, θ, ϕ) −
M(ξ(t, r, θ, ϕ))‖ < 3σ(t), которая позволяет сделать качественные вы-
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воды о системе уравнений Вентцеля, состоящей из уравнений Барен-
блатта –Желтова – Кочиной, с учетом начального варьирования слу-
чайных величин и параметров уравнений, характеризующих среду.

Рис. 2.4.1. Блок-схема численного модифицированного метода Галеркина.

Приведем результаты вычислительного эксперимента.
Пример 2.4.1 Рассмотрим решение задачи Коши для детермини-

рованной динамеческой системы Вентцеля, состоящей из уравнений
Баренблатта – Желтова – Кочиной, в шаре Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈
[0, 4), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]} с границей Γ = {(r, θ, ϕ) : r = 4, θ ∈
[0, π), ϕ ∈ [0, 2π)}.

(2−∆r,θ,ϕ)ut = 3∆r,θ,ϕu + u, (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Ω, (2.4.1)
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(2−∆θ,ϕ)vt = 3∆θ,ϕv + ∂Ru + v, (t, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ. (2.4.2)

К данной системе присовокупим условие согласования, что гаранти-
рует единственность полученного решения (см., напр. [111]),

tr u = v, на R+ × Γ, (2.4.3)

и снабдим ее начальными условиями

u(0, r, θ, ϕ) = cos(2θ)(4− r)2(cos(2ϕ) + sin(2ϕ)), (2.4.4)

v(0, θ, ϕ) = cos(θ)(cos(ϕ) + sin(ϕ)). (2.4.5)

Пусть N = 5, тогда приближенное решение имеет следующий вид

u5(t, r, θ, ϕ) =
5∑

k=1

uk(t)φk(r, θ, ϕ) +
5∑

k=1

vk(t)ψk(θ, ϕ). (2.4.6)

Подставляя в систему уравнений ортонормированные базисные функ-
ции φk(r, θ, ϕ) и ψk(θ, ϕ); умножая скалярно начальные условия (2.4.4)
на собственные функции ϕk(r, θ, ϕ) и ψk(θ, ϕ) по норме 〈·, ·〉A(Ω) и
〈·, ·〉A(Γ), решаем систему (2.3.2) с соответствующими начальными усло-
виями и находим коэффициенты uk(t) и vk(t) в приближенном реше-
нии. Используя тот факт, что λ /∈ σ(A), система уравнений является
невырожденной, и, согласно алгоритму, все уравнения в полученной
системе являются обыкновенными дифференциальными уравнения-
ми первого порядка, решим систему (2.3.2) с начальными условиями,
а также находим коэффициенты Галеркина. Получаем решение в сле-
дующем виде:

v(t, r, φ, θ) = 57, 190(1− 0.25r)2(sin(2φ) + cos(2φ)) exp(−1, 833t)×
× sin(2θ) + 57, 190(sin(2φ) + cos(2φ)) cos(2θ).

График решения показан на рисунке 2.4.2.
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Рис. 2.4.2. Решение динамической системы уравнений Вентцеля для Примера 2.4.1

Пример 2.4.2 Рассмотрим решение задачи Коши для стохастиче-
ской динамической системы Вентцеля, состоящей из уравнений Ба-
ренблатта – Желтова – Кочиной, в шаре Ω = {(r, θ, ϕ) :

r ∈ [0, 4), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]} с границей Γ = {(r, θ, ϕ) : r = 4,

θ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π)}.

(2−∆r,θ,ϕ)
◦
ξ (ω, t) = 3∆r,θ,ϕξ(ω, t) + ξ(ω, t), (2.4.7)

(2−∆θ,ϕ)
◦
χ (ω, t) = 3∆r,θ,ϕχ(ω, t) + ∂Rξ(ω, t) + χ(ω, t). (2.4.8)

К данной системе присовокупим условие согласования, что гаранти-
рует единственность полученного решения, и снабдим ее начальными
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условиями

ξ(ω, 0) = ξ0 cos(2θ)(4− r)2(cos(2ϕ) + sin(2ϕ)), (2.4.9)

χ(ω, 0) = χ0 cos(θ)(cos(ϕ) + sin(ϕ)), ξ0, χ0 v N(0, 1). (2.4.10)

Пусть N = 4, тогда приближенное решение имеет следующий вид

ξ4(ω, t, r, θ, ϕ) =
4∑

k=1

ξk(ω)φk(r, θ, ϕ) +
4∑

k=1

χk(ω)ψk(θ, ϕ). (2.4.11)

Подставляя в систему уравнений ортонормированные базисные функ-
ции φk(r, θ, ϕ) и ψk(θ, ϕ); умножая скалярно начальные условия (2.4.9),
(2.4.10) на собственные функции φk(r, θ, ϕ) и ψk(θ, ϕ) по норме 〈·, ·〉A(Ω)

и 〈·, ·〉A(Γ), решаем систему (2.3.2) с соответствующими начальными
условиями и находим коэффициенты в приближенном решении. Ис-
пользуя тот факт, что λ /∈ σ(A), система уравнений является невы-
рожденной, и, согласно алгоритму, все уравнения в полученной си-
стеме являются обыкновенными дифференциальными уравнениями
первого порядка, решим систему (2.3.2) с начальными условиями на-
ходим коэффициенты Галеркина. Получаем решение в следующем
виде:

ξ4(ω, t, r, θ, ϕ) = 0, 2453(1− 0, 25r)3(sin(3φ) + cos(3φ)) exp(0, 091t)×
× sin(3θ) + 27, 153 · (1− 0, 25r)2(sin(2φ) + cos(2φ)) exp(0, 167t) sin(2θ)

+27, 153 · (sin(2φ) + cos(2φ)) cos(2θ).

График решения в виде траекторий стохастического процесса ξ(t)

представлен на рисунке 2.4.3 – 2.4.4.
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Рис. 2.4.3. Траектория решения стохастической динамической системы уравнений
Вентцеля для Примера 2.4.2

Рис. 2.4.4. Траектория решения стохастической динамической системы уравнений
Вентцеля для Примера 2.4.2
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Глава 3. Разработка методов и алгоритмов для
решения стохастической эволюционной системы
Вентцеля

3.1. Метод анализа условий для детерминированной
эволюционной системы уравнений Вентцеля

Разрешимость эволюционной системы Вентцеля, состоящей из урав-
нений Дзекцера,

(λ−∆)ut = α0∆u− β0∆2u− γ0u, (t, x) ∈ R+ × Ω, (3.1.1)

(λ−∆)vt = α1∆v − β1∆2v +
∂u

∂ν
− γ1v, (t, x) ∈ R+ × Γ, (3.1.2)

будем изучать в случае когда Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈ [0, R), θ ∈ [0, π],

ϕ ∈ [0, 2π)} – шар в R3, с границей Γ = {(r, θ, ϕ) : r = R, θ ∈ [0, π],

ϕ ∈ [0, 2π)}. Рассмотрим систему из двух уравнений, описывающую
эволюцию свободной поверхности фильтрующей жидкости,

(λ−∆r,θ,ϕ)ut = α0∆r,θ,ϕu− β0∆2
r,θ,ϕu− γ0u, (3.1.3)

(λ−∆θ,ϕ)vt = α1∆θ,ϕv − β1∆2
θ,ϕv + ∂Ru− γ1v, (3.1.4)

где
u = u(t, r, θ, ϕ), (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Ω,

v = v(t, θ, ϕ), (t, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ,

∆r,θ,ϕ = (r −R)
∂

∂r

(
(R− r) ∂

∂r

)
+
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
,

∆θ,ϕ =
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
, ∂R =

∂

∂r

∣∣∣∣
r=R

.

(3.1.5)
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К данной системе присовокупим условие согласования, что гаранти-
рует единственность полученного решения (см., напр. [111]),

tr u = v, на R+ × Γ, (3.1.6)

и снабдим ее начальными условиями

u(0, r, θ, ϕ) = u0(r, θ, ϕ), v(0, θ, ϕ) = v0(θ, ϕ). (3.1.7)

Поскольку собственные векторы оператора Лапласа в сферической
системе координат содержат специальные функции, обозначим сим-
волом ∆r,θ,ϕ в (3.1.1) модифицированный оператор Лапласа – Бель-
трами (3.1.5) в Ω, а в (3.1.2) символом ∆θ,ϕ – модифицированный опе-
ратор Лапласа – Бельтрами на Γ. Символом ν, (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ,
обозначена внешняя по отношению к Ω нормаль. Параметры α0, α1,
λ, β0, β1, γ0, γ1 ∈ R характеризуют среду.
Решение задачи (3.1.3)–(3.1.7) назовем детерминированным реше-

нием эволюционной системы Вентцеля, состоящей из уравнений Дзек-
цера. Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.1.4. Для любых u0 ∈ A(Ω) и v0 ∈ A(Γ) таких, что выпол-
нено условие согласования, и для любых коэффициентов α0, α1, λ, β0,
β1, γ0, γ1 ∈ R, таких, что выполняется следующее условие α0 = α1,
β0 = β1, γ0 = γ1, а λ 6= k2, где k ∈ N, существует единственное
решение (u, v) ∈ C∞(R;A(Ω) ⊕ A(Γ)) эволюционной системы Вент-
целя, состоящей из уравнений Дзекцера (3.1.3)–(3.1.7).

Доказательство. Для доказательства теоремы рассмотрим следу-



71

ющий ряд

u =
∞∑
k=2

exp

(
t
−β0 k

4 − α0k
2 − γ0

λ + k2

)
(R− r)k

Rk

(
ak sin kθ(sin kϕ+

+ cos kϕ) + bk cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)

)
+

+
∞∑
k=1

exp

(
t
−β0 k

4 − α0k
2 − γ0

λ + k2

)
×

×
(
ck sin kθ(sin kϕ + cos kϕ) + dk cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)

)
,

(3.1.8)
где

ak =

R∫
0

2π∫
0

π∫
0

u0(r, θ, ϕ)
(R− r)k

Rk
sin kθ(sin kϕ + cos kϕ)r2 sin θdθdϕdr,

bk =

R∫
0

2π∫
0

π∫
0

u0(r, θ, ϕ)
(R− r)k

Rk
cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)r2 sin θdθdϕdr,

ck =

2π∫
0

π∫
0

v0(θ, ϕ) sin kθ(sin kϕ + cos kϕ)dθdϕ,

dk =

2π∫
0

π∫
0

v0(θ, ϕ) cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)dθdϕ.

Нетрудно заметить, что построенный ряд выше является формаль-
ным решением уравнения (3.1.3). Причем, если ряды в (3.1.8) рав-
номерно сходятся, то перед нами решение задачи (3.1.3), (3.1.7), где
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∂Ru = 0. Учитывая это, можно построить решение задачи (3.1.4), (3.1.7)

v =
∞∑
k=1

exp

(
t
−β0 k

4 − α0k
2 − γ0

λ + k2

)(
ck sin kθ(sin kϕ + cos kϕ)+

+dk cos kθ(sin kϕ + cos kϕ)

)
,

(3.1.9)
где в случае α0 = α1, β0 = β1, γ0 = γ1 решения задачи (3.1.3)–(3.1.7)
будут удовлетворять условию согласования (3.1.6).
Замыкание span{R−k(R− r)k sin kθ(sin kϕ+ cos kϕ), R−k(R− r)k ×
× cos kθ (sin kϕ+ cos kϕ) : k ∈ N\{1}, r ∈ (0, R), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)},
порожденное скалярным произведением

〈ϕ, ψ〉A(Ω) =

R∫
0

2π∫
0

π∫
0

ϕ(r, θ, ϕ)ψ(r, θ, ϕ)r2 sin θdθdϕdr,

обозначим символом A(Ω). Далее, замыкание span{sin kθ(sin kϕ +

+ cos kϕ), cos kθ(sin kϕ + cos kϕ): k ∈ N, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} по
норме, порожденной скалярным произведением

〈ϕ, ψ〉A(Γ) =

2π∫
0

π∫
0

ϕ(R, θ, ϕ)ψ(R, θ, ϕ)dθdϕ,

обозначим символом A(Γ). Таким образом, теорема доказана полно-
стью.
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3.2. Метод анализа условий для стохастической
эволюционной системы уравнений Вентцеля

3.2.1. Аналитическое исследование решений стохастической
эволюционной системы уравнений Вентцеля в случае
модифицированных операторов Лапласа – Бельтрами

Простоты ради, положим U = {u ∈ W 2
2 (Ω) ⊕ W 2

2 (Γ) : ∂Ru = 0},
F = L2(Ω)⊕L2(Γ). Далее, по алгоритму, изложенному выше, построим
пространства случайных K-величин. Случайные K-величины ξ,

χ ∈ UKL2 имеют вид

ξ =
∞∑
k=1

λkξkφk, χ =
∞∑
k=1

λkχkψk, (3.2.1)

где {φk} – семейство собственных функций модифицированного опе-
ратора Лапласа – Бельтрами ∆r,θ,ϕ ∈ L(U;F), ортонормированных в
смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 из L2(Ω); {ψk} – семейство соб-
ственных функций модифицированного оператора Лапласа – Бель-
трами ∆θ,ϕ ∈ L(U;F), ортонормированных в смысле скалярного про-
изведения 〈·, ·〉 из L2(Γ). Рассмотрим стохастическую систему Вент-
целя с уравнением cвободной фильтрации жидкости в шаре и на его
границе. В этом случае (3.1.3)–(3.1.4) преобразуется к виду

(λ−∆r,θ,ϕ)
◦
ξ (t) = α0∆r,θ,ϕξ(t)− β0∆2

r,θ,ϕξ(t)− γ0ξ(t), (3.2.2)

(λ−∆θ,ϕ)
◦
χ (t) = α1∆θ,ϕχ(t)− β1∆2

θ,ϕχ(t) + ∂Rξ(t)− γ1χ(t), (3.2.3)

где

∆r,θ,ϕ = (r −R)
∂

∂r

(
(R− r) ∂

∂r

)
+
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
,

∆θ,ϕ =
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
, ∂R =

∂

∂r

∣∣∣∣
r=R

.
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К данной системе присовокупим условие согласования и снабдим ее
начальными условиями

ξ(0) = ξ0, χ(0) = χ0. (3.2.4)

Решение задачи (3.2.2)–(3.2.4) назовем стохастическим решением эво-
люционной системы Вентцеля, состоящей из уравнений Дзекцера.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.2.5. Для любых ξ0 ∈ UKL2(Ω) и χ0 ∈ UKL2(Γ), и для
коэффициентов α0, α1, λ, β0, β1, γ0, γ1 ∈ R, таких, что выполня-
ется условие α0 = α1, β0 = β1, γ0 = γ1, и λ 6= k2, где k ∈ N,
существует единственное решение ξ ∈ C∞(R+;UKL2) эволюцион-
ной стохастической системы Вентцеля, состоящей из уравнений
Дзекцера (3.2.2)–(3.2.4).

Доказательство. Существование и единственность решения дока-
зывается по аналогии с детерминированным случаем в силу справед-
ливости леммы 1.4.1.

3.2.2. Аналитическое исследование решений системы стохастической
эволюционной системы уравнений Вентцеля в классическом случае

Простоты ради, положим U = {u ∈ W 2
2 (Ω) ⊕ W 2

2 (Γ) : ∂Ru = 0},
F = L2(Ω)⊕L2(Γ). Далее, по алгоритму, изложенному выше, построим
пространства случайных K-величин. Случайные K-величины ξ,

χ ∈ UKL2 имеют вид

ξ =
∞∑
j=1

λjξjφj, χ =
∞∑
j=1

λjχjψj, (3.2.5)
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где {φk} – семейство собственных функций модифицированного опе-
ратора Лапласа – Бельтрами ∆r,θ,ϕ ∈ L(U;F), ортонормированных в
смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 из L2(Ω); {ψk} – семейство соб-
ственных функций модифицированного оператора Лапласа – Бель-
трами ∆θ,ϕ ∈ L(U;F),у ортонормированных в смысле скалярного про-
изведения 〈·, ·〉 из L2(Γ). Рассмотрим стохастическую систему Вент-
целя с уравнением свободной фильтрации жидкости в полусфере и
на ее краю. В этом случае (3.1.3)–(3.1.4) преобразуется к виду

(λ−∆θ,ϕ)
◦
ξ (t) = α0∆θ,ϕξ(t)− β0∆2ξ(t)− γ0ξ(t), (3.2.6)

(λ−∆ϕ)
◦
χ (t) = α1∆ϕχ(t)− β1∆2χ(t) + ∂θχ(t)− γ1χ(t), (3.2.7)

где

∆θ,ϕ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
,

∆ϕ =
∂2

∂ϕ2
, ∂θ =

∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=π

2

.

Добавим к этой системе условие согласования и снабдим ее началь-
ными условиями

ξ(0) = ξ0, χ(0) = χ0. (3.2.8)

Решение задачи (3.2.6)–(3.2.8) назовем стохастическим решением эво-
люционной системы Вентцеля, состоящей из уравнений Дзекцера.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.2.6. Для любых ξ0 ∈ UKL2(Ω) и χ0 ∈ UKL2(Γ), и ко-
эффициентов α0, α1, β0, β1, γ0, γ1, λ ∈ R, таких, что выполняются
условия α0 = α1, β0 = β1, γ0 = γ1, λ 6= k2, где k ∈ N, и выполнено
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условие

k∑
m=0

( 2π∫
0

ξ0 cosmϕdϕ cosmϕ +

2π∫
0

ξ0 sinmϕdϕ sinmϕ

)
×

×
(
Pm
k (0)

)2

=

2π∫
0

χ0 cos kϕdϕ cos kϕ +

2π∫
0

χ0 sin kϕdϕ sin kϕ,

существует единственное решение (ξ, χ) ∈ C∞(R;UKL2) эволюци-
онной стохастической системы Вентцеля, состоящей из уравнений
Дзекцера (3.2.6)–(3.2.8).

Доказательство. Существование и единственность решения до-
казывается по аналогии с детерминированным случаем в силу спра-
ведливости леммы 1.4.1. Приведем ниже доказательство для детер-
минированного случая.
Если θk = k(k+1) собственные значения оператора Лапласа – Бель-

трами ∆θ,ϕ, тогда

Y m
k (ϕ, θ) =

Pm
k (cos θ) cosmϕ, m = 0, · · · , k;

P
|m|
k (cos θ) sin |m|ϕ, m = −k, · · · ,−1

соответствующие собственные функции, ортонормированные относи-
тельно скалярного произведения. Здесь,

Pk(t) =
1

2kk!

dk

dtk
(t2 − 1)k

– многочлен Лежандра степени k, и

P
|m|
k (t) = (1− t2)

|m|
2
d|m|

dt|m|
Pk(t)
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– присоединенный многочлен Лежандра. Скалярное произведение вы-
числяется по следующей формуле

〈Y m1

k1
, Y m2

k2
〉 =

2π∫
0

cosm1ϕ cosm2ϕdϕ

1∫
−1

Pm1

k1
(t)Pm2

k2
(t)dt.

Рассмотрим следующий ряд:

u =
∞∑
k=1

k∑
m=0

exp

(
t
β0k

4 − α0k
2 − γ0

λ + k2

)
×

×
(
am,k cosmϕ + bm,k sinmϕ

)
Pm
k (cos θ),

(3.2.9)

где

am,k =

2π∫
0

u0(θ, ϕ) cosmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ,

bm,k =

2π∫
0

u0(θ, ϕ) sinmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ.

Легко видеть, что построенный выше ряд является формальным ре-
шением детерминированного уравнения (3.2.6). Более того, если ряды
в (3.2.9) сходятся равномерно, то мы имеем решение детерминиро-
ванной задачи (3.2.6), (3.2.8) где ∂θu = 0. Учитывая это, мы можем
построить решение задачи (3.2.7), (3.2.8)

v =
∞∑
k=1

exp

(
t
β1k

4 − α1k
2 − γ1

λ + k2

)(
ck cos kϕ + dk sin kϕ

)
, (3.2.10)

где

ck =

2π∫
0

v0(ϕ) cos kϕdϕ, dk =

2π∫
0

v0(ϕ) sin kϕdϕ.
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В случае условия согласования, получаем следующее уравнение

∞∑
k=1

k∑
m=0

exp

(
t
β0k

4 − α0k
2 − γ0

λ + k2

)(
am,k cosmϕ + bm,k sinmϕ

)
×

×Pm
k (cos θ)

∣∣∣∣
θ=π

2

=
∞∑
k=1

exp

(
t
β1k

4 − α1k
2 − γ1

λ + k2

)(
ck cos kϕ + dk sin kϕ

)
.

Учитывая, что β0 = β1, α0 = α1, γ0 = γ1 получим равносильную
систему уравнений

k∑
m=0

(
am,k cosmϕ + bm,k sinmϕ

)
Pm
k (0) = ck cos kϕ + dk sin kϕ,

где m+ n = 2k. Подставив коэффициенты интеграла, получим экви-
валентную систему

k∑
m=0

( 2π∫
0

u0(θ, ϕ) cosmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ cosmϕ +

+

2π∫
0

u0(θ, ϕ) sinmϕdϕ

π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ sinmϕ

)
Pm
k (0) =

=

2π∫
0

v0(ϕ) cos kϕdϕ cos kϕ +

2π∫
0

v0(ϕ) sin kϕdϕ sin kϕ.

Здесь вспомогательные интегралы вычисляются по формуле
π
2∫

0

Pm
k (0) sin θdθ = Pm

k (0)

π
2∫

0

sin θdθ = Pm
k (0),

и система имеет следующий вид
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k∑
m=0

( 2π∫
0

u0(θ, ϕ) cosmϕdϕ cosmϕ +

2π∫
0

u0(θ, ϕ) sinmϕdϕ sinmϕ

)
×

×
(
Pm
k (0)

)2

=

2π∫
0

v0(ϕ) cos kϕdϕ cos kϕ +

2π∫
0

v0(ϕ) sin kϕdϕ sin kϕ.

(3.2.11)
Таким образом, в случае β0 = β1, α0 = α1, γ0 = γ1 и полученного
условия (3.2.11) решения задачи (3.2.6)–(3.2.7) будут удовлетворять
условию согласования.
Линейное замыкание span{Pm

k (cos θ) sinmϕ, Pm
k (cos θ) cosmϕ: m,

k ∈ N\{1}, θ ∈ [0, π2 ], ϕ ∈ [0, 2π)} по норме, порожденной скалярным
произведением

〈ϕ, ψ〉 =

2π∫
0

π
2∫

0

ϕ(θ, ϕ)ψ(θ, ϕ) sin θdθdϕ,

обозначим символом A(Ω). Далее, замыкание span{sin kϕ, cos kϕ:
k ∈ N, ϕ ∈ [0, 2π)} по норме, порожденной скалярным произведением

〈ξ, ψ〉 =

2π∫
0

ξ(ϕ)ψ(ϕ)dϕ,

обозначим символом A(Γ). Таким образом, теорема доказана полно-
стью.

3.3. Алгоритм для нахождения траекторий приближенных
решений стохастической эволюционной системы Вентцеля

Для простоты рассмотрим алгоритм численного метода Галерки-
на для детерминированной эволюционной системы Вентцеля. Напом-
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ним, что переход к стохастической системе уравнений Вентцеля про-
исходит путем замены функций u и v, определенных на Ω и Γ со-
ответственно, на ξ = ξ(t) и χ = χ(t) стохастические процессы на
интервале (0, τ ). Построим приближенное решение задачи Коши для
данной системы Вентцеля методом Галеркина в следующем виде

uN(x, t) =
N∑
k=1

uk(t)φk(r, θ, ϕ) +
N∑
k=1

vk(t)ψk(R, θ, ϕ), (3.3.1)

где {φk : k ∈ N} и {ψk : k ∈ N} являются собственными функциями
модифицированных операторов Лапласа – Бельтрами ∆r,θ,ϕ и ∆θ,ϕ по
аналогии с параграфом 2.3.
Подставим приближенное решение (3.3.1) в уравнения (3.1.1), (3.1.2)

и возьмем скалярное произведение на собственные функции φk(r, θ, ϕ)

и ψk(R, θ, ϕ) по следующим формулам 〈·, ·〉A(Ω) и 〈·, ·〉A(Γ). Получим
следующую систему:

(λ− λ1)u′1 = α0λ1u1 − β0λ
2
1u1 − γ0u1,

(λ− λ2)u′2 = α0λ1u2 − β0λ
2
2u2 − γ0u2,

· · ·
(λ− λN)u′N = α0λ1uN − β0λ

2
NuN − γ0uN ,

(λ− µ1)v′1 = α1µ1v1 − β1µ
2
1v1(t, r, θ, ϕ)− γ1v1,

(λ− µ2)v′2 = α1µ2v2 − β1µ
2
2v2 − γ1v2,

· · ·
(λ− µN)v′N = α1µNvN − β1µ

2
NvN − γ1vN ,

φk ≡ 0, k = 1, · · · , N.

(3.3.2)

В зависимости от значения параметра λ, мы имеем алгебраиче-
ские или дифференциальные уравнения первого порядка в системе
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(3.3.2). Поскольку в рамках доказанных теорем предполагается, что
λ /∈ σ(A) (случай, когда λ ∈ σ(A), р будет рассмотрен в дальнейших
работах), полученная система уравнений является невырожденной, а
все уравнения в полученной системе являются обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями первого порядка. Для разрешимости
этой системы относительно uk(t) и vk(t), найдем скалярное произве-
дение начальных условий (3.1.7) на собственные функции φk(r, θ, ϕ) и
ψk(R, θ, ϕ) по норме 〈·, ·〉A(Ω) и 〈·, ·〉A(Γ) соответственно. Решая систему
(3.3.2) с соответствующими начальными условиями (3.1.7) находим
коэффициенты uk(t), vk(t) в приближенном решении ũ(t, r, θ, ϕ).

3.4. Программная реализация для нахождения траекторий
приближенных решений стохастической эволюционной
системы Вентцеля

Рассмотрим алгоритм программы, реализующей модифицирован-
ный метод Галеркина. Она написана на языке Python и предназначе-
на для эксплуатации на персональном компьютере с платформой Intel
(UX64), под управлением операционной системы Microsoft Windows.
В качестве численного метода для решения задачи Коши применяет-
ся метод, изложенный в параграфе 3.3. На рисунке 3.4.1 изображена
блок-схема работы данной программы. Ниже приводится пошаговое
описание ее функционирования:
Шаг 1. Вводятся коэффициенты стохастической эволюционной си-

стемы Вентцеля α, β, γ, количество галеркинских приближений N ,
радиусR рассматриваемой области, генерируются случайные величи-
ны со стандартным нормальным распределением, входящие в состав
разложения начальных функций Коши ξ0 и χ0.
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Шаг 2. Производится построение приближения решения задачи в
виде суммы Галеркина.
Шаг 3. Производится подстановка полученого приближенного ре-

шения на предыдущем шаге в рассматриваемую систему уравнений
Вентцеля.
Шаг 4. Отдельной процедурой формируется система дифференци-

альных уравнений.
Шаг 5. Отдельно решается система дифференциальных уравнений.
Шаг 6. Формируется решение искомой задачи с учетом шага 5, вы-

водится трехмерный график и анимированный трехмерный график с
учетом изменения времени.
Для последующей обработки результатов запускается цикл по i по

аналогии с параграфом 2.4, что позволяет в одной программе обра-
ботать результаты N экспериментов, где производятся вычисления
необходимых характеристик стохастических процессов (математиче-
ского ожидания от сечения стохастического процесса M(ξ(t, r, θ, ϕ)),
дисперсии от сечения стохастического процесса D(ξ(t, r, θ, ϕ)) и сред-
неквадратичного отклонения σ(t) и сделать качественные выводы о
системе уравнений Вентцеля, состоящей из уравнений Дзекцера с уче-
том начального варьирования случайных величин и параметров урав-
нений, характеризующих среду.

Пример 3.4.1 Рассмотрим решение задачи Коши для детермини-
рованной эволюционной системы Вентцеля, состоящей из уравнений
Дзекцера, в шаре Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈ [0, 2), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]} с
границей Γ = {(θ, ϕ) : r = 2, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)}.

(1−∆r,θ,ϕ)ut = u, (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Ω, (3.4.1)

(1−∆θ,ϕ)vt = v, (t, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ. (3.4.2)

К данной системе присовокупим условие согласования, что гаранти-
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Рис. 3.4.1. Блок-схема численного модифицированного метода Галеркина.

рует единственность полученного решения, и снабдим ее начальными
условиями

u(0, r, θ, ϕ) = cos(4θ)(2− r)2(cos(2ϕ) + sin(2ϕ)), (3.4.3)

v(0, θ, ϕ) = cos(2θ)(cos(2ϕ) + sin(2ϕ)). (3.4.4)

Пусть N = 5, тогда приближенное решение имеет следующий вид

u5(t, r, θ, ϕ) =
5∑

k=1

uk(t)φk(r, θ, ϕ) +
5∑

k=1

vk(t)ψk(θ, ϕ). (3.4.5)

Подставляя в систему уравнений ортонормированные базисы φk(r, θ, ϕ)

и ψk(θ, ϕ); умножая скалярно начальные условия (3.4.3), (3.4.4) на
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собственные функции φk(r, θ, ϕ) и ψk(θ, ϕ) по норме 〈·, ·〉A(Ω) и 〈·, ·〉A(Γ),
решаем систему (3.3.2) с соответствующими начальными условиями
и находим коэффициенты uk(t), vk(t) в приближенном решении. Ис-
пользуя тот факт, что λ /∈ σ(A), система уравнений является невы-
рожденной, и, согласно алгоритму, все уравнения в полученной систе-
ме являются обыкновенными дифференциальными уравнениями пер-
вого порядка, решим систему (3.3.2) с начальными условиями (3.4.3),
(3.4.4), находим коэффициенты Галеркина. Получаем решение в сле-
дующем виде:

v(t, r, φ, θ) = −0, 693 · (1− 0, 5r)2(sin(2φ) + cos(2φ))×
× exp(−0, 2t) sin(2θ)− 0, 693 · (sin(2φ) + cos(2φ)) cos(2θ).

График решения показан на рисунке 3.4.2.
Пример 3.4.2 Рассмотрим решение задачи Коши для детермини-

рованной системы Вентцеля уравнений Дзекцера в шаре Ω = {(r, θ, ϕ) :

r ∈ [0, 2), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]} с границей Γ = {(θ, ϕ) : r = 2, θ ∈
[0, π], ϕ ∈ [0, 2π)}.

(1−∆r,θ,ϕ)
◦
ξ (t) = ξ(t), ξ ∈ C∞(R+;UKL2), (3.4.6)

(1−∆θ,ϕ)
◦
χ (t) = χ(t), χ ∈ C∞(R+;UKL2). (3.4.7)

К данной системе присовокупим условие согласования, что гаранти-
рует единственность полученного решения, и снабдим ее начальными
условиями

ξ(ω, 0) = ξ0 cos(4θ)(2− r)2(cos(2ϕ) + sin(2ϕ)), (3.4.8)

χ(ω, 0) = χ0 cos(2θ)(cos(2ϕ) + sin(2ϕ)), ξ0, χ0 v N(0, 1). (3.4.9)

Пусть N = 4, тогда приближенное решение имеет следующий вид

ξ4(ω, t, r, θ, ϕ) =
4∑

k=1

ξk(ω)φk(r, θ, ϕ) +
4∑

k=1

χk(ω)ψk(θ, ϕ). (3.4.10)
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Рис. 3.4.2. Решение эволюционной системы уравнений Вентцеля для Примера 3.4.1

Подставляя в систему уравнений ортонормированные базисы φk(r, θ, ϕ)

и ψk(θ, ϕ); умножая скалярно начальные условия (3.4.8), (3.4.9) на
собственные функции φk(r, θ, ϕ) и ψk(θ, ϕ) по норме 〈·, ·〉A(Ω) и 〈·, ·〉A(Γ),
решаем систему (2.3.2) с соответствующими начальными условиями
и находим коэффициенты в приближенном решении. Используя тот
факт, что λ /∈ σ(A), система уравнений является невырожденной, и,
согласно алгоритму, все уравнения в полученной системе являются
обыкновенными дифференциальными уравнениями первого порядка,
решим систему (2.3.2) с начальными условиями находим коэффици-
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енты Галеркина. Получаем решение в следующем виде:

ξ(t) = −0, 4106(1− 0, 5r)2(sin(2φ) + cos(2φ)) exp(−0, 2t) sin(2θ)

−0, 410(sin(2φ) + cos(2φ)) cos(2θ).

График решения в виде траекторий cтохастического процесса ξ(t)

представлен на рисунке 3.4.3.

Рис. 3.4.3. Траектория решения стохастической эволюционной системы уравнений
Вентцеля для Примера 3.4.2
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Рис. 3.5.1. Начало блок-схемы обработки информации для системы уравнений
Вентцеля
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Рис. 3.5.2. Продолжение блок-схемы обработки информации для системы уравне-
ний Вентцеля
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Рис. 3.5.3. Окончание блок-схемы обработки информации для системы уравнений
Вентцеля
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Рис. 3.5.4. Блок-схема для формирования массива RR



91

3.5. Алгоритм обработки информации анализа состояний
рассматриваемых стохастических динамической и
эволюционной систем Вентцеля

Представим алгоритм программы (см. рисунки 3.5.1 – 3.5.4), ре-
ализующей обработку информации. Программа написана на языке
Python, эксплуатируется на персональном компьютере платформы
Intel (UX64), работает под управлением Microsoft Windows.
Шаг 1. Вводятся коэффициенты стохастической системы Вентцеля

уравнений фильтрации жидкости α, β, γ, количество галеркинских
приближений N , параметр рассматриваемой области R, общее коли-
чество экспериментовM , количество экспериментов в каждой группе
Nm, где

10∑
m=1

Nm = M,

N10 – редкие события.
Шаг 2. Производится проверка на наличие статистических данных.

Если данные не статистические, вводится экспертная оценка матема-
тических ожиданийMξ,Mχ и дисперсийDξ,Dχ по которым опреде-
ляются случайные величины ξ, χ. Если данные статистические, про-
водится проверка на релевантность статистических данных.
Шаг 3. Производится проверка на релевантность статистических

данных. Если данные не релевантны, вводится экспертная оценка ма-
тематических ожиданий Mξ, Mχ и дисперсий Dξ, Dχ по которым
определяются случайные величины ξ, χ. Если данные релевантны,
производится расчет математических ожиданий Mξ, Mχ и диспер-
сий Dξ, Dχ по входным данным.
Шаг 4. Производится формирование массива RR размера 9×N по

следующему правилу:
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Шаг 4.1. Для первой группы экспериментов N1, N2, N3 для случай-
ных величин в рассматриваемой области ξk и на ее границе χk в мас-
сив R качестве первых трех строк r1j, r2j, r3j фиксируется нумерация
полученных данных с учетом указанных доверительных интервалов
Mξ ± σξ и Mχ ± σχ; Mξ ± σξ и Mχ ± 2σχ; Mξ ± σξ и Mχ ± 3σχ

соответственно.
Шаг 4.2. Для второй группы экспериментов N4, N5, N6 для слу-

чайных величин в рассматриваемой области ξk и на ее границе χk в
массив R качестве последующих трех строк r4j, r5j, r6j фиксируется
нумерация полученных данных с учетом указанных доверительных
интервалов Mξ ± 2σξ и Mχ± σχ; Mξ ± 2σξ и Mχ± 2σχ; Mξ ± 2σξ

и Mχ± 3σχ соответственно.
Шаг 4.3. Для третьей группы экспериментов N7, N8, N9 для слу-

чайных величин в рассматриваемой области ξk и на ее границе χk в
массив R качестве последующих трех строк r7j, r8j, r9j фиксируется
нумерация полученных данных с учетом указанных доверительных
интервалов Mξ ± 3σξ и Mχ± σχ; Mξ ± 3σξ и Mχ± 2σχ; Mξ ± 3σξ

и Mχ± 3σχ соответственно.
Шаг 5. Производится построение массива случайных величин ξk, χk

с учетом правила трех сигм по ранее выбранному числу эксперимен-
тов M и количеству экспериментов в каждой группе Nm. В случае,
когда номер эксперимента k попадает вN10, вводятся экспертные зна-
чения ξk и χk.
Шаг 6. Производится построение приближения решения задачи в

виде суммы Галеркина для каждого эксперимента.
Шаг 7. Производится подстановка полученного приближенного ре-

шения на предыдущем шаге в рассматриваемую систему уравнений
Вентцеля для каждого эксперимента.
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Шаг 8. Отдельной процедурой формируется система дифференци-
альных уравнений для каждого эксперимента.
Шаг 9. Отдельно решается система дифференциальных уравнений.
Шаг 10. Формируется решение искомой задачи с учетом шага 9 и

шага 8, выводится трехмерный график и анимированный трехмер-
ный график с учетом изменения времени, результаты записываются
в отдельный файл expk.
Шаг 11. Производится обработка результатов. По строке i форми-

руется запрос результата expk, если k – элемент строки, s – коли-
чество ненулевых элементов в RR. Находится среднеквадратическое
отклонение для каждой группы.
Шаг 12. Строится общий график.

Замечание 3.5.1. Поскольку особую роль играет формирование мас-
сива RR, приведем общий вид RR на примере тестовых данных. В
частности, изначально пользователю известна следующая таблица

Mχ± σχ Mχ± σχ Mχ± 2σχ

Mξ ± σξ N1 N2 N3

Mξ ± 2σξ N4 N5 N6

Mξ ± 3σξ N7 N8 N9

,

со свойством
10∑
m=1

Nm = M,

где M – общее число экспериментов, N10 – редкие события (в основ-
ном задается экспертная оценка).
Здесь, для первой группы экспериментов N1, N2, N3 заполняются

данные по следующим формулам

rij = j, где 1 ≤ j ≤
i∑

m=1

Nm,
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остальные элементы заполняются нулями.
Здесь, для второй группы экспериментов N4, N5, N6 заполняются

данные по следующим формулам, учитывая предыдущие эксперимен-
ты,

rij = ri−3,j, где 1 ≤ j ≤
i−3∑
m=1

Nm,

rij =
i−1∑
m=1

Nm −
i−3∑
m=1

Nm + j, где
i−3∑
m=1

Nm + 1 ≤ j ≤
i−3∑
m=1

Nm +
i∑

m=4

Nm,

остальные элементы заполняются нулями.
Здесь, для третьей группы экспериментов N7, N8, N9 заполняют-

ся данные по следующим формулам, учитывая предыдущие экспери-
менты,

rij = ri−3,j, где 1 ≤ j ≤
i−3∑
m=4

Nm +
i−6∑
m=1

Nm,

rij =
i−1∑
m=1

Nm −
( i−6∑
m=1

Nm +
i−3∑
m=4

Nm) + j

)
,

где
i−6∑
m=1

Nm +
i−3∑
m=4

Nm + 1 ≤ j ≤
i−6∑
m=1

Nm +
i−3∑
m=4

Nm +
i∑

m=7

Nm

остальные элементы заполняются нулями.

Рассмотрим несколько примеров обработки информации для стоха-
стических динамической и эволюционной систем Вентцеля.
В частности, для стохастической динамической системы Вентце-

ля представление результатов оценки математического ожидания по
результатам четырех экспериментов целесообразно осуществлять на
двумерных графиках при фиксированных значения в двух случа-
ях: r, t, θ или r, t, ϕ. В первом случае взяты следующие значения
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r = 4, t = 0, θ = π. На рисунке 3.5.5 совмещено несколько гра-
фиков функций: пунктирные линии отражены четырьмя графиками
функций ξ(ω, 0, 4, π, ϕ), i = 1, ·4, черной сплошной линией показа-
на функция M(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ)), получаемая численно, розовыми ли-
ниями представлены функции M(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ)) + 3σ(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ))

и M(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ))− 3σ(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ)) получаемые также численно.
Используя правило трех сигм, оценка ‖ξ(t, r, θ, ϕ)−M(ξ(t, r, θ, ϕ))‖ <
3σ(t) также выполняется, что позволяет сделать качественные выво-
ды о динамической системе Вентцеля, состоящей из уравнений Ба-
ренблатта – Желтова – Кочиной, с учетом начального варьирования
случайных величин и параметров уравнений, характеризующих сре-
ду. Во втором случае взяты следующие значения r = 4, t = 0, ϕ = 2π.

Рис. 3.5.5. Правило трех сигм для стохастической динамической системы уравне-
ний Вентцеля для Примера 2.4.2 при θ = π.

На рисунке 3.5.6 совмещено несколько графиков функций и представ-
лены оценки также по правилу трех сигм.
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Рис. 3.5.6. Правило трех сигм для стохастической динамической системы уравне-
ний Вентцеля для Примера 2.4.2 при ϕ = 2π.

Для стохастической эволюционной системы Вентцеля представле-
ние результатов оценки математического ожидания по результатам
четырех экспериментов также целесообразно осуществлять на дву-
мерных графиках при фиксированных значения в двух случаях: r,
t, θ или r, t, ϕ. В первом случае взяты следующие значения r = 4,
t = 0, θ = π. На рисунке 3.5.7. совмещено несколько графиков функ-
ций: пунктирные линии отражены четырьмя графиками функций
ξ(ω, 0, 4, π, ϕ), i = 1, ·4, черной сплошной линией показана функция
M(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ)), получаемая численно, розовыми линиями представ-
лены функцииM(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ))+3σ(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ)) иM(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ))−
3σ(ξ(ω, 0, 4, π, ϕ)) получаемые также численно. Во втором случае взя-
ты следующие значения r = 4, t = 0, ϕ = 2π. На рисунке 3.5.8 совме-
щено несколько графиков функций и представлены оценки также по
правилу трех сигм.
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Рис. 3.5.7. Правило трех сигм для стохастической эволюционной системы уравне-
ний Вентцеля для Примера 3.4.2 при θ = π.

Рис. 3.5.8. Правило трех сигм для стохастической эволюционной системы уравне-
ний Вентцеля для Примера 3.4.2 при ϕ = 2π.
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Заключение

В диссертационной работе решена новая научная задача разработки
методов и алгоритмов анализа динамики и эволюции фильтрующейся
жидкости в области и на ее границе, имеющая существенное значение
для теории фильтрации и диффузии жидкости.
1) В рамках исследования выполнен структурный системный ана-

лиз предметной области с применением метода информационно-логического
моделирования для системного проектирования в как детерминиро-
ванном, так и стохастическом вариантах. Была создана контекстная
диаграмма, иллюстрирующая различные аспекты исследования си-
стем уравнений Вентцеля. Это свидетельствует о частичном изучении
систем уравнений Вентцеля в детерминированной модели и поднима-
ет вопрос о начале системного анализа в стохастической случае.
2) Впервые разработан метод анализа условий для стохастической

динамической системы Вентцеля, заключающий в применении теории
для уравнений соболевского типа, базированном на методе разреша-
ющих групп операторов, который позволил впервые доказать потра-
екторную однозначную разрешимость решения для стохастической
динамической системы Вентцеля с учетом протекающих процессов
на границе рассматриваемой области.
3) Впервые разработан алгоритм для нахождения траекторий при-

ближенных решений стохастической динамической системы Вентцеля
при сгенерированных наборах начальных данных в рассматриваемой
области и на ее границе.
4) Впервые разработан метод анализа условий для стохастической

эволюционной системы Вентцеля, заключающий в применении тео-
рии для уравнений соболевского типа, базированном на методе раз-
решающих полугрупп операторов, который позволил впервые дока-
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зать потраекторную однозначную разрешимость решения для стоха-
стической эволюционной системы Вентцеля с учетом протекающих
процессов на границе рассматриваемой области.
5) Впервые разработан алгоритм для нахождения траекторий при-

ближенных решений стохастической эволюционной системы Вентце-
ля при сгенерированных наборах начальных данных в рассматрива-
емой области и на ее границе.
6) Впервые разработан алгоритм для обработки информации в слу-

чае рассматриваемых стохастических динамической и эволюционной
систем Вентцеля, который впервые позволил провести анализ состо-
яний изученных систем Вентцеля при различных значениях их пара-
метров на основе вычислительных экспериментов. В частности, мож-
но утверждать что с вероятностью 0,997 имеет место оценка ‖ξ(t, r, θ, ϕ)−
M(ξ(t, r, θ, ϕ))‖ < 3σ(t), которая позволяет сделать качественные вы-
воды о рассматриваемых системах уравнений Вентцеля с учетом на-
чального варьирования случайных величин и параметров уравнений,
характеризующих среду.
Перспективами развития представленных методов и алгоритмов яв-

ляется дальнейшая разработка абстрактной теории систем Вентцеля
и ее приложений к рациональному природопользованию относитель-
но водных ресурсов.
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Utrecht; Boston; Köln; Tokio: VSP, 2003.

98. Showalter, R.E. The Sobolev Type Equations i. (ii) / R.E. Showalter
// Appl. Anal. – 1975. – V. 5, № 1. – P. 15–22.

99. Showalter, R.E. Hilbert Space Methods for Partial Differential
Equations / R.E. Showalter. – London; San Francisco; Melbourne:
Pitman, 1977.

100. Showalter, R.E. Monotone Operators in Banach Space and Nonlinear
Partial Differential Equations / R.E. Showalter. – V. 49 of
Mathematical Surveys and Monographs, American Mathematical
Society, Providence, RI, USA, 1997.

101. Vragov, V.N. On the Theory of Nonclassical Equations of
Mathematical Physics / V.N. Vragov, A.I. Kozhanov, S.G. Puatkov,
S.N. Glazatov // Conditionally wellposed problems. Moscow,
Utrecht: TVP / TSP. – 1993. – P. 299–321.

102. Warma, M. Wentzell–Robin Boundary Conditions on C[0, 1]
/ M. Warma // Semigroup Forum. – 2006. – V. 66. – P. 162–170.

103. Warma, M. The ROBin and Wentzell–ROBin Laplacians on
LIPschitz Domains / M. Warma // Semigroup Forum. – 2006. –
V. 73, № 1. – P. 10–30.

104. Warma, M. Parabolic and Elliptic Problems with General
Wentzell Boundary Condition on Lipschitz Domains / M. Warma
// Communications on Pure and Applied Analysis. – 2013. – V. 12,
№ 5. – P. 1881–1905.

105. Wentzell, A.D. On Boundary Conditions for Multidimensional
Diffusion Processes / A.D. Wentzell // Theory of Probably and its
Applications. – 1959. – V. 4. – P. 164–177.



114

106. Xia, C. Eigenvalues of the Wentzell – Laplace Operator and of the
Fourth Order Steklov Problems / C. Xia, Q. Wang // Journal of
Differential Equations. – 2018. – V. 264, № 10. – P. 6486–6506.

107. Zamyshlyaeva, A. A. Semilinear Sobolev Type Mathematical Models
/ A.A. Zamyshlyaeva, E.V. Bychkov // Bulletin of the South Ural
State University. Series: Mathematical Modeling, Programming and
Computer Software. – 2022. – V. 15, № 1. – P. 43–59.

Список публикаций автора

Основные публикации автора по теме диссертации. Статьи,
опубликованные в ведущих российских рецензируемых научных
журналах, рекомендованных ВАК при Министерстве науки и

высшего образования РФ, и в рецензируемых научных
журналах и изданиях, индексируемых Scopus

108. Goncharov, N.S. The Barenblatt – Zheltov – Kochina Model on
the Segment with Wentzell Boundary Conditions / N.S. Goncharov
// Bulletin of the South Ural State University. Series: Mathematical
Modeling, Programming and Computer Software. – 2019. – V. 12,
№ 2. – P. 136–142. (Scopus, WoS, ВАК К1)

109. Goncharov, N.S. Numerical Research of the Barenblatt – Zheltov –
Kochina Model on the Interval with Wentzell Boundary Conditions
/ N.S. Goncharov // Journal of Computational and Engineering
Mathematics. – 2019. – V. 6, № 3. – P. 14–25. (Zbl 1499.65662,
ВАК К1)

110. Goncharov, N.S. Stochastic Barenblatt – Zheltov – Kochina Model
on the Interval with Wentzell Boundary Conditions / N.S. Goncharov
// Global and Stochastic Analysis. – 2020. – V. 7, № 1. – P. 11–23.
(Scopus, ВАК К2)



115

111. Goncharov, N.S. Non-Uniqueness of Solutions to Boundary Value
Problems with Wentzell Condition / N. S. Goncharov, S.
A. Zagrebina, G. A. Sviridyuk // Bulletin of the South Ural
State University. Series: Mathematical Modeling, Programming and
Computer Software. – 2021. – V. 14, № 4. – P. 102–105. (WoS,
Scopus, ВАК К1)

112. Sviridyuk, G. A. The Showalter – Sidorov and Cauchy Problems for
the Linear Dzektser Equation with Wentzell and Robin Boundary
Conditions in a Bounded Domain / G.A. Sviridyuk, N.S. Goncharov,
S.A. Zagrebina // Bulletin of the South Ural State University. Series:
Mathematics. Mechanics. Physics. – 2022. – V. 14, № 1. – P. 50–63.
(RSCI, Zbl 1486.76083, ВАК К1)

113. Goncharov, N.S. Analysis of the Stochastic Wentzell System of
Fluid Filtration Equations in a Circle and on its Boundary
/ N.S. Goncharov, G.A. Sviridyuk // Bulletin of the South Ural
State University. Series: Mathematics. Mechanics. Physics. – 2023. –
V. 15, № 3. – P. 15–22. (RSCI, ВАК К1)

114. Goncharov, N.S. Analysis of the System of Wentzell Equations in
the Circle and on its Boundary / N.S. Goncharov, G. A. Sviridyuk
// Journal of Computational and Engineeting Mathematics. –
2023. – V. 10, № 1. – P. 12–20. (Zbl 07899481, ВАК К1)

115. Goncharov, N.S. An Analysis of the Wentzell Stochastic System of
the Equations of Moisture Filtration in a Ball and on its Boundary
/ N.S. Goncharov, G.A. Sviridyuk // Bulletin of the South Ural
State University. Series: Mathematical Modeling, Programming and
Computer Software. – 2023. – V. 16, № 4. – P. 84–92. (WoS, Scopus,
ВАК К1)

116. Goncharov, N.S. Analysis of the Wentzell Stochastic System
Composed of the Equations of Unpressurised Filtration in the



116

Hemisphere and at Its Boundary / N.S. Goncharov, G.A. Sviridyuk
// Bulletin of the South Ural State University. Series: Mathematical
Modeling, Programming and Computer Software. – 2024. – V. 17,
№ 1. – P. 86–96. (WoS, Scopus, ВАК К1)

117. Goncharov, N.S. The Stochastic System of Wentzell Moisture
Filtration Equations on a Hemisphere and on its Edge
/ N.S. Goncharov, G.A. Sviridyuk // Global and Stochastic
Analysis. – 2024. – V. 11, № 4. – P. 85–93. (Scopus, ВАК К2)

118. Goncharov, N.S. Stochastic Wentzel System of Free Fluid Filtration
Equations on a Hemisphere and On Its Edge / N.S. Goncharov,
G.A. Sviridyuk // Bulletin of the South Ural State University. Series:
Mathematics. Mechanics. Physics. – 2024. – V. 16, № 4. – P. 24–28.
(RSCI, ВАК К1)

Свидетельства о регистрации программ для ЭВМ по теме
диссертации

119. Гончаров, Н.С. Программный комплекс моделирования геохи-
мического режима грунтовых вод при безнапорной фильтрации
№ 2024610315 / Н.С. Гончаров, Г.А. Свиридюк (RU); правооб-
ладатель Н.С. Гончаров, Г.А. Свиридюк. – 2023686500; заявл.
04.12.2023; зарегистр. 09.01.2024, реестр программ для ЭВМ.

120. Гончаров, Н.С. Программный комплекс по обработке информа-
ции в численном исследовании стохастической системы Вентцеля
уравнений фильтрации жидкости № 2024680947 / Н.С. Гончаров,
Г.А. Свиридюк (RU); правообладатель Н.С. Гончаров, Г.А. Сви-
ридюк. – 2024680177; заявл. 30.08.2024; зарегистр. 03.09.2024, ре-
естр программ для ЭВМ.

Другие научные публикации



117

121. Goncharov, N.S. Information Processing in a Numerical Study for
Some Stochastic Systems of the Wentzell Hydrodynamic Equations
in a Ball and on its Boundary / N.S. Goncharov, G.A. Sviridyuk
// Journal of Computational and Engineeting Mathematics. –
2024. – V. 11, № 3. – P. 3–15. (ВАК)

122. Гончаров, Н.С. О физической интерпретации модели Баренблат-
та – Желтова – Кочиной в области с краевым условием Вентце-
ля / Н.С. Гончаров // Наука ЮУрГУ: сборник материалов 71-й
научной конференции. Министерство науки и высшего образова-
ния Российской Федерации, Южно-Уральский государственный
университет. – 2019. – С. 29–32.

123. Гончаров, Н.С. Numerical Investigation of the Barenblatt –
Zheltov – Kochina Model on the Segment with Wentzell Boundary
Conditions / Н.С. Гончаров // Уфимская осенняя математиче-
ская школа: сборник тезисов Международной научной конфе-
ренции, Уфа, 16-19 октября 2019 года. – Уфа: Башкирский госу-
дарственный университет, 2019. – С. 012022.

124. Гончаров, Н.С. The Heat Conduction Model Involving
Two Temperatures on the Segment with Wentzell Boundary
Conditions / Н.С. Гончаров, Г.А. Свиридюк // The International
Scientific and Practical Conference on Mathematical Modeling,
Programming and Applied Mathematics: сборник тезисов, Вели-
кий Новгород, 27-28 июня 2019 года. – Bristol: Institute of Physics
Publishing, 2019. – С. 67-68.

125. Гончаров, Н.С. Разрешимость задачи Коши – Вентцеля для обоб-
щенного линеаризованного комплексного уравнения Гинзбурга –
Ландау на отрезке / Н.С. Гончаров, Г.А. Свиридюк // Динами-
ческие системы и компьютерные науки: теория и приложения:
сборник материалоа 3-й Международной конференции, Иркутск,



118

13-17 сентября 2021 года. – Иркутск: Иркутский государствен-
ный университет, 2021. – С. 24-25.

126. Гончаров, Н.С.The Non-Uniqueness of the Showalter – Sidorov
Problem for the Barenblatt – Zheltov – Kochina Equation with
Wentzell Boundary Conditions in a Bounded Domain / Н.С. Гон-
чаров, С.А. Загребина, Г.А. Свиридюк // O.A. Ladyzhenskaya
centennial conference on PDE’s: сборник тезисов Book of abstracts,
St. Petersburg, 16-22 июля 2022 года. – St. Petersburg, 2022. –
С. 56.

127. Гончаров, Н.С. Разрешимость задачи Коши – Вентцеля – Ро-
бена для линейного уравнения Дзекцера в ограниченной обла-
сти / Н.С. Гончаров, Г.А. Свиридюк, С.А. Загребина // Южно-
Уральская молодежная школа по математическому моделирова-
нию: сборник трудов V всероссийской научно-практической кон-
ференции, Челябинск, 15-16 июня 2022 года. – Челябинск: Изда-
тельский центр ЮУрГУ, 2022. – С. 28-32.

128. Гончаров, Н.С. Начально – краевые задачи для уравнения Дзек-
цера с граничным условием Вентцеля / Н.С. Гончаров // Со-
временные методы теории краевых задач: сборник материалов
Международной конференции, Воронеж, 3-9 мая 2022 года. – Во-
ронеж: Воронежский государственный университет, 2022. – С. 90-
92.

129. Гончаров, Н.С. О разрешимости системы Вентцеля уравнений
фильтрации жидкости в круге и на его границе / Н.С. Гончаров,
Г.А. Свиридюк // Динамические системы и компьютерные нау-
ки: теория и приложения: сборник материалов 5-й Международ-
ной конференции, Иркутск, 18-23 сентября 2023 года. – Иркутск:
Иркутский государственный университет, 2023. – С. 15-16.



119

130. Гончаров, Н.С. Разрешимость системы уравнений Вентцеля в
круге и на его границе / Н.С. Гончаров, Г.А. Свиридюк //Южно-
Уральская молодежная школа по математическому моделиро-
ванию: сборник трудов VI Всероссийской научно-практической
конференции, Челябинск, 15-16 июня 2023 года. – Челябинск:
Издательский центр ЮУрГУ, 2023. – С. 12-17.

131. Гончаров, Н.С. Анализ стохастической системы Вентцеля урав-
нений свободной фильтрации жидкости в шаре и на его грани-
це / Н.С. Гончаров, С.А. Загребина, Г.А. Свиридюк // Динами-
ческие системы и компьютерные науки: теория и приложения:
сборник материалов 6-й Международной конференции, Иркутск,
16-20 сентября 2024 года. – Иркутск: Иркутский государствен-
ный университет, 2024. – С. 20-21.

132. Свиридюк, Г.А. О разрешимости системы Вентцеля уравнений
фильтрации влаги в шаре и на его границе / Г.А. Свиридюк,
Н.С. Гончаров // XIV Всероссийское совещание по проблемам
управления: сборник научных трудов, Москва, 17-20 июня 2024
года. – Москва: Институт проблем управления им. В.А. Трапез-
никова РАН, 2024. – С. 943-947.



120

Приложения

Приложение 1. Свидетельство о регистрации программы для
моделирования геохимического режима грунтовых вод при
безнапорной фильтрации для системы Вентцеля уравнений
фильтрации жидкости в круге
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Приложение 2. Свидетельство о регистрации программы для
обработки информации в численном исследовании стохасти-
ческой системы Вентцеля уравнений фильтрации жидкости


