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Ââåäåíèå

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ïðèíÿòûå â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà îáîçíà-

÷åíèÿ, à òàêæå:

κ � îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ;

m � êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ ñòåíêè îáîëî÷êè èëè ëèñòîâîãî îáðàçöà,

s =
√
m2 −m+ 1;

n � ïîêàçàòåëü óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà;

èíäåêñ "0" âíèçó � çíà÷åíèå âåëè÷èíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ;

èíäåêñ "+" ("−") ââåðõó óêàçûâàåò íà îòíîøåíèå äàííîé âåëè÷èíû ê áîëåå ïðî÷íîé

(ìåíåå ïðî÷íîé) ÷àñòè ñîåäèíåíèÿ (äëÿ ñíèæåíèÿ ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë èíäåêñ "−" â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íå ñòàâèòñÿ);

Â ðàáîòå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ.

ÒÖÎ � òîíêîñòåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà;

ÎÌ � îñíîâíîé ìåòàëë;

ÍÑ � íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå; ÍÄÑ � íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå;

ÌÏ � ìåíåå ïðî÷íûé; ÁÏ � áîëåå ïðî÷íûé;

ÎÏÓÏÄ � îáùàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè (ïðîöåññà) ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ;

ËÏÄ � ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé;

Îáúåêòû èçó÷åíèÿ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ ïðè èõ ðàñòÿæåíèè èëè ñæàòèè ïðè

ïëîñêîé äåôîðìàöèè è, íà ýòîé îñíîâå, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

òîíêîñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, íàãðóæåííûõ âíóòðåííèì èëè âíåøíèì äàâëå-

íèåì è îñåâîé ñèëîé. Ñòåíêè îáîëî÷åê ìîãóò ñîäåðæàòü ñëîè èç èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòå-

ðèàëà, ðàñïîëîæåííûå ïîä ëþáûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ íàãðóçîê. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ

ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ëèñòîâûå îáðàçöû ñ íàêëîííûìè ÌÏ ñëîÿìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë ñëîÿ íàõîäèòñÿ íà ñòàäèè ðàçâèòûõ ïëàñòè÷åñêèõ äå-

ôîðìàöèé. Âñå ìàòåðèàëû óïðî÷íÿåìûå, èçîòðîïíûå, â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè íåñæè-

ìàåìûå. Ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà "åäèíîé êðèâîé" , ò.å. ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè äèàãðàììû
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äåôîðìèðîâàíèÿ îò âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè:

σi = f(εi). (0.0.1)

Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè (0.0.1):

σi = Aεni , (0.0.2)

A = (e/n)n σB, (0.0.3)

ãäå n è σB � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà: n � ïîêàçàòåëü óïðî÷íå-

íèÿ, σB � ïðåäåë ïðî÷íîñòè (âðåìåííîå ñîïðîòèâëåíèå).

Îáîëî÷êà ñ÷èòàåòñÿ òîíêîñòåííîé, åñëè îòíîøåíèå òîëùèíû ñòåíêè ê åå âíóòðåííåìó

ðàäèóñó ìàëî: t≪ r, ÷òî ïîçâîëÿåò:

1) ïðåäïîëàãàòü ÍÑ ïîñòîÿííûì ïî òîëùèíå îáîëî÷êè (â åå îäíîðîäíîì ôðàãìåíòå);

2) ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíîãî ó÷àñòêà îáîëî÷êè, ïî øèðèíå ñðàâíèìîãî ñ òîëùèíîé

åå ñòåíêè (íàïðèìåð, ôðàãìåíòà, ñîäåðæàùåãî ìåíåå ïðî÷íûé ñëîé), ïðåíåáðå÷ü êðèâèç-

íîé îáîëî÷êè;

3) â ïðåîáðàçîâàíèÿõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïðåíåáðåãàòü ñëàãàåìûìè, èìåþùèìè

ïîðÿäîê t2/r2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.

Â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ îáû÷íî îáîëî÷êó ïðèíèìàþò òîíêîñòåííîé, åñëè îòíîøåíèå

òîëùèíû åå ñòåíêè ê âíóòðåííåìó ðàäèóñó ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó îêîëî 0,05 è ìåíåå.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ÒÖÎ, â òîì ÷èñëå òðóá áîëüøîãî äèàìåòðà,

ñóùåñòâåííîå óñëîæíÿþùåå âëèÿíèå îêàçûâàþò äâà ôàêòîðà. Âî-ïåðâûõ, îñîáåííîñòè

ðàáîòû îáîëî÷åê èç óïðî÷íÿåìûõ ìàòåðèàëîâ ïðè äâóõîñíîì íàãðóæåíèè. Âî-âòîðûõ,

íàëè÷èå â ÒÖÎ ñëîåâ è ïðîñëîåê èç ìàòåðèàëîâ èíîé ïðî÷íîñòè.

Ñâîåîáðàçèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîäíîðîäíûõ ïî ïðî÷íîñòè ñîåäèíåíèé çàìåòíî

âëèÿåò íà èõ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü. Ìåíåå ïðî÷íûå ó÷àñòêè âñëåäñòâèå âîçíèêàþùåãî â

íèõ ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñîñåäíèõ áîëåå ïðî÷íûõ ó÷àñòêîâ

"óïðî÷íÿþòñÿ òî åñòü ñïîñîáíû âûäåðæàòü áîëåå âûñîêóþ íàãðóçêó, ÷åì åñëè áû ñîñåäíèõ

áîëåå ïðî÷íûõ ó÷àñòêîâ íå áûëî áû. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì óïðî÷íåíèåì.

Íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòà êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåíåå ïðî÷íûõ ñëîåâ

è ïðîñëîåê ïðè èõ äåôîðìèðîâàíèè â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî

ðàáîò (ñì. [4, 5, 56, 22, è äð.] è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ).

Êðèòè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè ìàòåðèàëà áóäåì íàçûâàòü åãî ñîñòîÿíèÿ, ñ êàêèõ-òî ïî-

çèöèé õàðàêòåðèçóþùèå åãî ïðî÷íîñòü, íàïðèìåð: äîñòèæåíèå ìàòåðèàëîì ïðåäåëà òåêó-

÷åñòè; ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (äëÿ óïðî÷-

íÿåìûõ ìàòåðèàëîâ); ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ (ïîòåðè ñïëîøíîñòè).

Ê îñíîâíûì ïàðàìåòðàì, ñëåäóþùèì èç ïîñòàíîâêè òåõíè÷åñêîé çàäà÷è, îòíîñÿòñÿ:

• Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû:

1) R �âíóòðåííèé ðàäèóñ ÒÖÎ,

2) t � òîëùèíà ñòåíêè îáîëî÷êè èëè ëèñòîâîãî ýëåìåíòà,

3) h � òîëùèíà ñëîÿ èëè çàãîòîâêè, κ = h/t � îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ èëè

çàãîòîâêè, òî åñòü îòíîøåíèå òîëùèíû ñëîÿ ê åãî øèðèíå.
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• Ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû:

1) σ−
B , σ

+
B � ïðåäåëû ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ñëîÿ è ìàòåðèàëà îñíîâíîé ÷àñòè ñîåäè-

íåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

2) n, a � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà,

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Íà îñíîâå óòî÷íåíèÿ è îáîáùåíèÿ ïîäõîäîâ Ã.È. Êîâàëü÷óêà [55], èñïîëüçîâàâøåãî

êðèòåðèé ïîòåðè ïëàñòè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè Õ. Ñâèôòà (H. Swift, [121]) è Ç. Ìàðöèíüÿêà

(Z. Marciniak, [115, 116]), â ðàáîòàõ Â.Ë. Äèëüìàíà (â òîì ÷èñëå ñ ñîàâòîðàìè) [31, 33, 35,

37, 19] (ñì. òàêæå [21, 22, 24]), èññëåäîâàíû êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíîé ÒÖÎ ïðè

äåéñòâèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è ðàñòÿãèâàþùåé îñåâîé ñèëû è äàíî îáúÿñíåíèå ýôôåêòó

Äåâèñà. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ íå áûëè ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿ, êîãäà îñåâûå

è êîëüöåâûå íàïðÿæåíèÿ â ñòåíêå áåñøîâíîé òðóáû èìåþò ðàçíûå çíàêè, ÷òî âîçìîæíî

ïðè ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ïðîêëàäêè òðóáîïðîâîäîâ: ãîðíûõ, ïîäâîäíûõ, íà òåððèòîðèÿõ ñ

ïîäâèæíûìè ãðóíòàìè [125] è ò.ï.

Õîòÿ àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ñïèðàëüíî-øîâíûõ òðóá î÷åâèäíà â

ñèëó èõ àêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ, äî ðàáîò Â.Ë. Äèëüìàíà (ñ ñîàâòîðàìè) [30, 37, è äð.] (ñì.

òàêæå [21, 19, 22, 24]) íå áûëî èññëåäîâàíèé òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ÍÄÑ ñïèðàëüíûõ

ïðîñëîåê â ÒÖÎ (îïèñàíèå íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ñïèðàëüíî-øîâíûõ òðóá è

òåõíîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé èõ ïðîèçâîäñòâà áûëî äàíî â ðàáîòå [94]). Â ýòèõ ðàáîòàõ òàêæå

íå áûëè ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿ, êîãäà îñåâûå è êîëüöåâûå íàïðÿæåíèÿ â ñòåíêå

ÒÖÎ èìåþò ðàçíûå çíàêè. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíèå ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ íàêëîííûõ

ñëîåâ òðåáóåò àíàëèçà âëèÿíèÿ íà ïðî÷íîñòü íåîäíîðîäíûõ ñîåäèíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì

êîýôôèöèåíòîì íåîäíîðîäíîñòè K. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ñíÿòü îãðàíè÷åíèå K <

1, 5 ðàáîò [30, 37, 22, è äð.].

Ñîâðåìåííûå ðàáîòû ïî áëèçêîé òåìàòèêå îñíîâàíû íà ÌÊÝ [102, 112, 113, 114, 124,

125] èëè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ òèïà ANSIS, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðè-

áëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íå âñåãäà äàåò âîçìîæíîñòü êà÷åñòâåííî èññëåäîâàòü

ñèòóàöèþ è ïðîãíîçèðîâàòü îñîñáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îáúåêòà ïðè èçìåíåíèè âíåøíèõ óñëî-

âèé [123]. Ïîýòîìó ïîäõîäû ðàáîòû, îñíîâàííûå íà àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ

èçó÷àåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìàòèêè

Èññëåäîâàíèþ âÿçêîé ïðî÷íîñòè îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå ñîäåðæàùèõ

ìåõàíèêî-ãåîìåòðè÷åñêèå íåîäíîðîäíîñòè, ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Îáùèå ïîä-

õîäû è ïðèíöèïû ñîçäàíèÿ ñèëîâûõ è äåôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ ïîòåðè íåñóùåé ñïî-

ñîáíîñòè êîíñòðóêöèé èç óïðî÷íÿåìûõ ìàòåðèàëîâ ðàçðàáàòûâàëèñü â ðàáîòàõ Õ. Ñâèôòà

(H. Swift, [121]), Á. Ñòîðàêåðñà (B. Storakers, [119]), Ç. Ìàðöèíüÿêà (Z. Marciniak, [115,

116]), Å.À. Äåâèñà (E.A. Davis, [104]), Ã.Ñ. Ïèñàðåíêî, À.À. Ëåáåäåâà [79], Â.Ë. Êîëìî-

ãîðîâà [80], Òîìëåíîâà [97], Ñ.À. Êóðêèíà [60], Â.À. Âèíîêóðîâà, Í.À. Íèêîëàåâà [8],
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Í.À.Ìàõóòîâà [65], Ä.Ä. Èâëåâà è äð. [83] è äð. Íà ýòîé îñíîâå áûëè ïîëó÷åíû ðÿäîì

àâòîðîâ ìåòîäèêè äëÿ îöåíêè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè è ñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàçðóøåíèþ (â

ò. ÷. âÿçêîìó) ëèñòîâûõ, ñòåðæíåâûõ è îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ïðè ðàñòÿãèâàþùèõ íà-

ãðóçêàõ, ïðèâîäÿùèõ ê ñëîæíîìó íàïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèþ: Ã.È. Êîâàëü÷óêîì [55], Í.Í.

Ìàëèíèíûì [64], À.Í. Ìîíîøêîâûì [68], Í.Ë. Ñâåíñîíîì (N.L. Svensson) [120], Å. Ôî-

ëèàñîì [111], Ý. Òîìñåíîì, ×. ßíãîì, Ø. Êîáàÿøè [98], À.Ð. Äàôôè, Ã. Õàéíîì, Äæ.

Êèôíåðîì, Ï.Äæ. Ýéáåðîì [110, 100, 101] è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Ñî âðåìåí ðàáîòû Ë. Ïðàíäòëÿ (1924 ã., [117], ðóññêèé ïåðåâîä [82]) î íàïðÿæåí-

íîì ñîñòîÿíèè áåñêîíå÷íîé ïëàñòè÷íîé ïðîñëîéêè, ïîäâåðæåííîé ñæèìàþùèì óñèëèÿì,

íàïèñàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñòàòåé, ãëàâ â ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíèêàõ, îòíîñÿùèõñÿ, â

îñíîâíîì, ê ñæàòèþ (îñàäêå) ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ äâóìÿ æåñòêèìè ïëèòàìè. Ìîæíî îò-

ìåòèòü ìîíîãðàôèè è ó÷åáíèêè Ë.Ì. Êà÷àíîâà [50], Â.Ë. Êîëìîãîðîâà, À.À. Áîãàòîâà è

äð. [80], Â.Ñ. Ñìèðíîâà [89], Ã.À. Ñìèðíîâà-Àëÿåâà [90], Â.Â. Ñîêîëîâñêîãî [91], À.Ä.

Òîìëåíîâà [97], Ý. Òîìñåíà, ×. ßíãà, Ø. Êîáàÿøè [98], Å.Ï. Óíêñîâà, Ó. Äæîíñîíà, Â.Ë.

Êîëìîãîðîâà [96, 95], Çóá÷àíèíîâà Â.Ã. [44], Èøëèíñêîãî À.Þ. [47] è äð. Âî ìíîãèõ ðàáî-

òàõ ïî òåîðèè îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì äîïóñêàëàñü (è èññëåäîâàëàñü) âîçìîæíîñòü

ñêîëüæåíèÿ çàãîòîâêè (ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ) ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì, ÷òî ïðèâîäèëî

ê ðàçëè÷íûì êðàåâûì çàäà÷àì â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé òðåíèÿ ìåæäó ïëèòîé (ìàòðè-

öåé) è çàãîòîâêîé. Â ðÿäå ðàáîò Ä.Ä. Èâëåâà, åãî êîëëåã è ñîàâòîðîâ Ð.È. Íåïåðøèíà, Ë.À.

Ìàêñèìîâîé, Þ.Í. Ðàäàåâà è äð. (ñì. [83] è ëèòåðàòóðó â [83]) èçó÷àëîñü ÍÄÑ ïðîñëîéêè

èç èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïîä ñæèìàþùåé íàãðóçêîé ìåòîäàìè, èñïîëüçóþ-

ùèìè óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà è ãèïîòåçó ïîëíîé ïëàñòè÷íîñòè, íà îñíîâå ïîäõîäîâ

Èøëèíñêîãî À.Þ. [47].

Áîëüøóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè íàïðàâëåíèÿ, ïîñâÿùåííîãî èññëåäîâàíèþ ÍÄÑ â ïëà-

ñòè÷åñêîé çîíå ÌÏ ïðîñëîåê, èñïûòûâàþùèå ðàñòÿãèâàþùèå íàãðóçêè, è èõ ïðèëîæåíèé

ê èññëåäîâàíèþ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè êîñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ ñâàðíûå ñîåäèíåíèÿ, ñûã-

ðàëè ðàáîòû Ë.Ì. Êà÷àíîâà (ñ ñîàâòîðàìè) [51, 52, 53], Î.À. Áàêøè (ñ ñîàâòîðàìè) [4, 5,

è äð.]. Èõ èññëåäîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè íà ïðî÷íîñòü è ðàáî-

òîñïîñîáíîñòü ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ îêàçàëè îïðåäå-

ëÿþùåå âëèÿíèå íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîé ïðîáëåìàòèêè. Ðàáîòû óêàçàííûõ àâòîðîâ

ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â òðóäàõ Í.À. Ìàõóòîâà [65], Ñ.Å. Àëåêñàíäðîâà [2], à òàêæå èññëå-

äîâàòåëåé íàó÷íîé øêîëû, îñíîâàííîé Î.À. Áàêøè â ×åëÿáèíñêîì ïîëèòåõíè÷åñêîì èí-

ñòèòóòå (Þæíî-Óðàëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå). Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû

èçó÷åíèþ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé (ïëîñêèå è îñåñèììåòðè÷íûå çàäà÷è),

ñîäåðæàùèõ ðàçíîîáðàçíûå ïî ôîðìå è ïðî÷íîñòíûì ñâîéñòâàì ÌÏ ñëîè. Îíè îïóáëè-

êîâàíû â æóðíàëàõ "Ñâàðî÷íîå ïðîèçâîäñòâî", "Àâòîìàòè÷åñêàÿ ñâàðêà" è äð. â 60-å �

90-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Â ðàáîòàõ Ì.Â. Øàõìàòîâà, Â.Â. Åðîôååâà, À.À. Îñòñåìèíà

[56, 99, è äð.] (îòíîñÿùèõñÿ, â îñíîâíîì, ê âîñüìèäåñÿòûì è äåâÿíîñòûì ãîäàì ïðîøëîãî

ñòîëåòèÿ) è èõ ñîàâòîðîâ áûëè, íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è èíæåíåðíûõ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ìåòîäîâ, ïðîâåäåíû ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ÍÄÑ è ïðî÷íîñòè ìåõàíè÷åñêè

íåîäíîðîäíûõ ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé, ñ ó÷åòîì äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ è âîâëå÷åíèÿ îñ-

íîâíîãî ìàòåðèàëà, ãðàíè÷àùåãî ñî ñëîåì, â ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå.
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Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ ïîä ðàñòÿãèâàþùåé è ñæèìàþùåé íà-

ãðóçêîé ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè; èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ëèñòîâûõ îáðàçöîâ è ÒÖÎ, ñîäåðæàùèõ ñëîè èç ìåíåå ïðî÷-

íîãî ìàòåðèàëà, ïîäâåðæåííûõ äàâëåíèþ è îñåâîé íàãðóçêå ðàçíûõ çíàêîâ, è íà ýòîé

îñíîâå, ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ îöåíèòü âëèÿíèå íà êðèòè÷å-

ñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ ïàðàìåòðîâ ñàìèõ ÒÖÎ è ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ñëîåâ, à òàêæå óñëîâèé

íàãðóæåíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîåäèíåíèé ñ ìåíåå

ïðî÷íûì ñëîåì â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè, äëÿ ÷åãî:

(a) Äàòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé ìåíåå ïðî÷íûõ ïëàñòè-

÷åñêèõ ñëîåâ ïîä ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêîé ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè â òåð-

ìèíàõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèê. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé íåïîëíîé ðåàëèçàöèè

êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ.

(b) Èññëåäîâàòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ: 1) â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K; 2) âî

âíóòðåííåé ÷àñòè ñëîÿ, è íà ýòîé îñíîâå íàéòè àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ

âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ.

(c) Ñîçäàòü àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ è ðåàëèçîâàòü åãî â

âèäå ïðîãðàììû à ÿçûêå MATLAB.

2. Èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëà-

ñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïîä ñæèìàþùåé íàãðóçêîé â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè, äëÿ

÷åãî:

(a) Ðàçðàáîòàòü àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÍÄÑ, ìîäåëèðóþùèõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå

ñîñòîÿíèå â ïëàñòè÷åñêîé çàãîòîâêå ïîä ñæèìàþùåé íàãðóçêîé ïðè îòñóòñòâèè

è íàëè÷èè ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

(b) Íà ýòîé îñíîâå ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ñâî-

áîäíîé ïîâåðõíîñòè è ðåàëèçîâàòü åãî â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå MATLAB.

3. Èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÒÖÎ

ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ, ääëÿ ÷åãî:

(a) Ðàçðàáîòàòü ñèëîâûå è äåôîðìàöèîííûå êðèòåðèè ïîòåðè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè

îäíîðîäíûõ ÒÖÎ èç óïðî÷íÿåìûõ ìàòåðèàëîâ ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöè-

åíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ.
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(b) Ðàçðàáîòàòü ñèëîâûå è äåôîðìàöèîííûå êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé

íåóñòîé÷èâîñòè ñïèðàëüíûõ (â ÷àñòíîñòè, ïðîäîëüíûõ è êîëüöåâûõ) ñëîåâ èç

ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà â ñîñòàâå ÒÖÎ

(c) Íà ýòîé îñíîâå ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íà-

ïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ýòèõ ñëîÿõ è êðèòè÷åñêèå äàâëåíèå è îñåâóþ íàãðóç-

êó â ÒÖÎ, è ðåàëèçîâàòü åãî â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå MATLAB.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

Â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

1. Âïåðâûå èññëåäîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÍÄÑ îäíîðîäíûõ ÒÖÎ, íàãðóæåííûõ

îäíîâðåìåííî âíåøíèì äàâëåíèåì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, à òàêæå âíóòðåííèì

äàâëåíèåì è îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé. Âïåðâûå ïîëó÷åíû ñèëîâûå è äåôîðìà-

öèîííûå êðèòåðèè ïîòåðè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ÒÖÎ â ýòèõ óñëîâèÿõ è çàâèñèìîñòè

êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÒÖÎ.

2. Âïåðâûå èññëåäîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÍÄÑ ñïèðàëüíîãî ÌÏ ñëîÿ â ÒÖÎ,

íàãðóæåííûõ îäíîâðåìåííî âíåøíèì äàâëåíèåì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, à òàê-

æå âíóòðåííèì äàâëåíèåì è îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé. Âïåðâûå ïîëó÷åíû ñèëî-

âûå è äåôîðìàöèîííûå êðèòåðèè ïîòåðè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ÒÖÎ ñî ñïèðàëüíûìè

ñëîÿìè è çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé â òàêèõ ÒÖÎ îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÒÖÎ è ÌÏ ñëîÿ.

3. Íà îñíîâå àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÍÄÑ ñæèìàåìîãî ñëîÿ ðàçðàáîòàí íî-

âûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ñæèìàþùåãî óñèëèÿ è èññëåäîâàíèþ ôîðìû ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè ñæèìàåìîãî ñëîÿ.

4. Âïåðâûå äàíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ íàïðÿæåííûõ, â òî ÷èñëå êðèòè÷åñêèõ, ñîñòî-

ÿíèé ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ â ïðîöåññå åãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïëîñêîé

äåôîðìàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîòû ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ.

5. Íà îñíîâå àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî

ñëîÿ âïåðâûå ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîä-

íîñòè èññëåäîâàíî êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïîä ðàñòÿãèâàåìîé

íàãðóçêîé â çàâèñèìîñòè îò âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. è íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åí

àëãîðèòì ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ.

6. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷åííûå â ðàáîòå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè: êðèòè÷åñêèõ íà-

ïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé îò âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, è óñëî-

âèé íàãðóæåíèÿ; ïðåäåëüíûõ äàâëåíèé â ÒÖÎ îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ ÒÖÎ, â òîì ÷èñëå óãëà íàêëîíà ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ.

Â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:
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1. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è äåôîð-

ìàöèé, êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è îñåâîé íàãðóçêè îäíîðîäíûõ ÒÖÎ, íàãðóæåííûõ

îäíîâðåìåííî âíåøíèì äàâëåíèåì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, èëè âíóòðåííèì äàâ-

ëåíèåì è îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé, è â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÒÖÎ.

2. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è äåôîð-

ìàöèé, êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è îñåâîé íàãðóçêè ÒÖÎ, ñîäåðæàùèõ ñïèðàëüíûå

ñëîè èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà, íàãðóæåííûõ îäíîâðåìåííî âíåøíèì äàâëåíè-

åì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, èëè âíóòðåííèì äàâëåíèåì è îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé

ñèëîé, â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÒÖÎ è ñëîÿ.

3. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà îñíîâå

íîâîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñæèìàåìîãî ñëîÿ .

4. Ïîëó÷åí íîâûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ äëÿ ðàñòÿãè-

âàåìîé ïîëîñû ñ ìåíåå ïðî÷íûì ñëîåì ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà

ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè.

Â îáëàñòè êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì:

1. Â ñðåäå MATLAB ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííî íàõîäèòü:

êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè, êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå è îñåâóþ ñèëó äëÿ

îäíîðîäíûõ è ñîäåðæàùèõ ñïèðàëüíûå ìåíåå ïðî÷íûå ñëîè ÒÖÎ, íàãðóæåííûõ îä-

íîâðåìåííî âíåøíèì äàâëåíèåì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, èëè âíóòðåííèì äàâëå-

íèåì è îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé, â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÒÖÎ.

2. Â ñðåäå MATLAB ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè, ðàáîòà êîòîðîé ïðîòåñòèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ è â cðåäå ANSIS.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû.
Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ, ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïàðàòà ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñòÿãèâàåìîãî ïëàñòè-

÷åñêîãî ñëîÿ íà îñíîâå ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé ìîæåò áûòü â ñîîòâåòñòâóþùåé èí-

òåðïðåòàöèè ïåðåíåñåí íà çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñî ñæàòèåì ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ. Ïîêàçàíî,

÷òî ñêîëüæåíèå çàãîòîâêè ïî ìàòðèöå ïðèâîäèò ê êàðòèíå õàðàêòåðèñòèê, àíàëîãè÷íîé

íåïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ â íåðàçúåìíîì ðàñòÿãèâàåìîì íåîäíîðîä-

íîì ñîåäèíåíèè. Íà ýòîé îñíîâå ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ

ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.
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Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿ-

íèé ÒÖÎ, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè êðèòåðèÿ Ñâèôòà, ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöè-

åíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ ÒÖÎ. Ïðè ýòîì ïîòåðÿ ïëàñòè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè ïðîèñ-

õîäèò: 1) ïðè âíåøíåì äàâëåíèè, îñåâîì ðàñòÿæåíèè òîëüêî êàê ËÏÄ; 2) ïðè âíóòðåííåì

äàâëåíèè, îñåâîì ñæàòèè � è êàê ËÏÄ, è êàê ÎÏÓÏÄ, â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé íàãðó-

æåíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû
Ðàçðàáîòàííûå ïðîãðàììû ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü äîïóñòèìóþ âåëè÷èíó âíóòðåí-

íåãî èëè âíåøíåãî äàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÒÖÎ, ñâîéñòâ

è âèäîâ ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé, óñëîâèé íàãðóæåíèÿ.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü íàó÷íî îáîñíîâàííóþ òîëùèíó ñòåí-

êè òðóá ìàãèñòðàëüíûõ òðóáîïðîâîäîâ â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè íà äàííîì

ó÷àñòêå è òðåáóåìîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ; îïðåäåëÿòü ðàçðóøàþùèå ðàñòÿãèâàþùèå íà-

ãðóçêè, äåéñòâóþùèå íà ëèñòîâûå îáðàçöû, ñòåíêè ÒÖÎ, ñîäåðæàùèå ïðîñëîéêè èç ÌÏ

ìàòåðèàëà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âíîñèòü èçìåíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ â íîðìàòèâíûå

äîêóìåíòû.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðè èññëåäîâàíèè ÌÌ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ

ñëîåâ è ÒÖÎ èñïîëüçîâàíû è ðàçâèâàþòñÿ ïîäõîäû, ïðèìåíÿåìûå â ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-

ðèè ïëàñòè÷íîñòè è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, íà ñîâðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ î ìåõàíèçìå

ðàçðóøåíèÿ óïðî÷íÿåìûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé èç íèõ. Ê òàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì

ìîæíî îòíåñòè êðèòåðèè Ñâèôòà � Ìàðöèíüÿêà îáùåé è ëîêàëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè, ñîñòîÿíèå ïðåäðàçðóøåíèÿ óïðî÷-

íÿåìîãî ìàòåðèàëà è åãî îñîáåííîñòè. Ïîñëåäíåå ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå

ìåòîäû òåîðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïëîñêèõ çàäà÷

èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-

ïà.

Â ðàáîòå íàøëè ðàçâèòèå ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ êðàåâûõ

çàäà÷ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïðè íàëè÷èè âîçìîæíîñòè ÷àñòè÷íîãî ïðåäóãàäûâàíèÿ âíóò-

ðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ââåäåíèåì îãðàíè÷åíèé íà êëàññû ðåøåíèé; ìåòîä çàìåíû óñëî-

âèÿ ïëàñòè÷íîñòè áëèçêèì ê íåìó íåëèíåéíûì óñëîâèåì, ïîçâîëÿþùèì àíàëèòè÷åñêè-

ìè ìåòîäàìè èññëåäîâàòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ; ìåòîä õàðàêòåðèñòèê äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ (â òîì ÷èñëå îáðàòíûõ) çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðè ðåøåíèè è èññëåäîâàíèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà èñïîëüçîâàëñÿ êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà

íåêîòîðîì îáîáùåíèè ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðèìåíÿåìîì äëÿ îáëàñòåé âáëèçè

ëèíèè (ïîâåðõíîñòè) ðàçäåëà òå÷åíèÿ, è ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê, ïðèìåíÿåìîì äëÿ îáëàñòåé

â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû, ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

è îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.
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Ïðè èçó÷åíèè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé îäíîðîäíûõ è ñîäåðæàùèõ ìÿãêèå ïðîñëîéêè

ÒÖÎ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,îñíîâàííûå íà êðèòåðèè Ñâèôòà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Â ÷àñòè: ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäî-

âàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé:

(a) ðàçâèòèå ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ñèëîâûõ è äåôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ ïîòåðè

íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ÒÖÎ è çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé îò ìåõàíè-

÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÒÖÎ è ìåíåå ïðî÷íûõ ñëî¼â íà îñíîâå

àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÍÄÑ îäíîðîäíûõ è ñîäåðæàùèõ ñïèðàëüíûå

ñëîè èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà ÒÖÎ.

(b) ðàçâèòèå ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ñæèìàþùåãî óñèëèÿ è ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòè ñæèìàåìîãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ íà îñíîâå àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè åãî ÍÄÑ.

(c) ðàçâèòèå ìåòîäà íàõîæäåíèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ â

ñîñòàâå íåîäíîðîäíîãî ñîåäèíåíèÿ.

2. Â ÷àñòè: ðàçðàáîòêè, îáîñíîâàíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé:

(a) ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è äåôîð-

ìàöèé, êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è îñåâîé íàãðóçêè ÒÖÎ, îäíîðîäíûõ è ñîäåðæà-

ùèõ ñïèðàëüíûå ñëîè èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà, íàãðóæåííûõ îäíîâðåìåííî

âíåøíèì äàâëåíèåì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, èëè âíóòðåííèì äàâëåíèåì è

îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé, â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê ÒÖÎ è ñëîÿ.

(b) ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñæè-

ìàåìîãî ñëîÿ. Ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÌÊÝ è ñðåäå ANSIS ïî-

êàçàëî ïðè áëèçêèõ ðåçóëüòàòàõ ïðåèìóùåñòâî âî âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû

(c) ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ äëÿ ðàñòÿãè-

âàåìîé ïîëîñû ñ ìåíåå ïðî÷íûì ñëîåì ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-

öèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè.

3. Â ÷àñòè: ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåê-

ñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ:

(a) ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííî íàõîäèòü: êðèòè÷åñêèå íàïðÿæå-

íèÿ è äåôîðìàöèè, êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå è îñåâóþ ñèëó äëÿ îäíîðîäíûõ è ñî-

äåðæàùèõ ñïèðàëüíûå ìåíåå ïðî÷íûå ñëîè ÒÖÎ, íàãðóæåííûõ îäíîâðåìåííî
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âíåøíèì äàâëåíèåì è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëîé, èëè âíóòðåííèì äàâëåíèåì è

îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé, â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê ÒÖÎ.

(b) ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

ñæèìàåìîãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ, ðàáîòà êîòîðîé ïðîòåñòèðîâàíà ñ ïîìîùüþ

ÌÊÝ è â cðåäå ANSIS.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ îáîñíîâàííîñòüþ îñíîâ-

íûõ ïîñûëîê è äîïóùåíèé, âûâåðåííîé ëîãèêîé äîêàçàòåëüñòâ âñåõ óòâåðæäåíèé, ïðè-

âåä¼ííûõ â äèññåðòàöèè, ñîâïàäåíèåì èõ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñ èçâåñòíûìè ðàíåå ðåçóëü-

òàòàìè, ïîäòâåðæäåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè è

íåîäíîêðàòíî ïîäòâåðæäàëàñü ïðè àïðîáàöèè ðàáîòû íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìè-

íàðàõ.

Âî âñåõ ðàáîòàõ, íàïèñàííûõ ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, ðóêîâîäèòåëþ ïðè-

íàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ:

1. XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå", Ðîñòîâ-

íà-Äîíó, 27.05.2014-03.06.2014.

2. Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè Â.Ê.

Èâàíîâà, ×åëÿáèíñê, 10.11.2014-14.11.2014.

3. XII Ìåæäóíàðîäíàÿ Êàçàíñêàÿ ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Òåîðèÿ ôóíêöèé, åå

ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû", Êàçàíü, 27.06.2015-4.07.2015.

4. XVI Âñåðîññèéñêèé ñèìïîçèóì ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå, ×åëÿ-

áèíñê, 21.06.2015-27.06.2015.

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ôàçîâûå ïåðåõîäû, êðèòè÷åñêèå è íåëèíåéíûå ÿâëå-

íèÿ â êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåäàõ", Ìèàññ, 24.08.2015-28.08.2015.

6. Þæíî-Óðàëüñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ×åëÿ-

áèíñê, 29.05.2014-30.05.2014.

7. Ñåäüìàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ è äîêòîðàíòîâÞÓðÃÓ, ×åëÿáèíñê, 08.02.2015-

10.02.2015; Âîñüìàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ è äîêòîðàíòîâ ÞÓðÃÓ, ×å-

ëÿáèíñê, 08.02.2016-10.02.2016.

8. 66-ÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ÞÓðÃÓ. ×åëÿáèíñê, 2014.
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9. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Íîâàÿ íàóêà: ñòðàòåãèÿ è âåê-

òîð ðàçâèòèÿ", Ñòåðëèòàìàê, 19.11.2015.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäð ÞÓðÃÓ: ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè (2014 ã.), êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (2015 ã.),

êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä (2016 ã.), à òàêæå êàôåäðû ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà ×åëÃÓ (2016 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 12 ðàáîò [126, 132, 135, 136, 137, 127, 128, 129, 130, 131,

133, 134], èç íèõ:

îäíà [135] � â èçäàíèè, âõîäÿùåì â ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ SCOPUS è Web of Science;

òðè [126, 132, 135] � ïóáëèêàöèè â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ è æóð-

íàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ ïðè Ìèíîáðíàóêè ÐÔ;

äâå [136, 137] � ñâèäåòåëüñòâà î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ.



Ãëàâà 1

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíåå

ïðî÷íîãî ñëîÿ ïðè åãî ðàñòÿæåíèè â

ñîñòàâå íåðàçúåìíîãî ñîåäèíåíèÿ ïðè

ïëîñêîé äåôîðìàöèè

1.1 Êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñîåäèíåíèÿ

Òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïîñëå ðàáîòû

[82] ïðîâîäèëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ðàñòÿãèâàþùåãî óñè-

ëèÿ òðåáóåòñÿ íàéòè íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ìåæäó ñëîåì è

îñíîâíûì ìàòåðèàëîì, òî åñòü ðåøèòü îáðàòíóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó. Â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà

õàðàêòåðèñòèê, òî åñòü âû÷èñëÿÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñ îáåèõ ñòî-

ðîí îò êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè [21, 22]. Â îñòàëüíîé, âíóòðåííåé, ÷àñòè ñëîÿ ýòîò ïîäõîä

ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííî ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Êðîìå òîãî, â îêðåñòíîñòè ïîïåðå÷-

íîé îñè ñèììåòðèè ñëîÿ ÍÄÑ ñëîÿ îáëàäàåò îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå íåëüçÿ ó÷åñòü ïðè

òàêîì ïîäõîäå. Áîëåå ïðîñòîé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÑ îñíîâàí íà "÷àñòè÷íîì ïðåäóãà-

äûâàíèè âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ" ìàòåðèàëà ñëîÿ [54]. Íóæíûå äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíûå

óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ êàê îãðàíè÷åíèÿ íà êëàññû ôóíêöèé, â êîòîðûõ ðàçûñêèâàåòñÿ

ðåøåíèå. Â ðàáîòàõ [52, 76] ïðåäëàãàëàñü â òîíêèõ ñëîÿõ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ñëîÿ:

τxy = yX(x). (1.1.1)

Â ðàáîòàõ [76, 22, 21] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî äîïóùåíèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâíûì íå òîëüêî äëÿ òîíêèõ ïðîñëîåê. Êàê îáîáùåíèå ãèïîòåçû (1.1.1) ÷àñòî ïðè-

ìåíÿëàñü ãèïîòåçà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé [22, 21, 26]

τxy = Y (y)X(x). (1.1.2)

15



16

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùàþùèõ óñëîâèÿõ ãèïîòåçà ïîïåðå÷íûõ ïëîñêèõ ñå-

÷åíèé [52, 22, 21, 27, 34, 32]

νy =W (y) (1.1.3)

òàêæå ïðèâîäèëà ê óñëîâèÿì (1.1.1) èëè (1.1.2). Çäåñü νy � ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè

ñëîÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.

Â ðàáîòàõ [17, 32, 23, è äð.] ìåòîäû ðàáîò [22, 21, 27, 34, 32] ïåðåíåñåíû íà íåîäíîðîäíûé

ñëîé.

Ïóñòü â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå ïðè óâåëè÷åíèè ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóç-

êè, ìàòåðèàë ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïðîèçîøëà ïîòåðÿ ïëàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîÿ,

è äàëüíåéøåå äåôîðìèðîâàíèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü áåç óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè.

Îäíàêî â îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ñëîÿõ â ýòî âðåìÿ íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ òàê íàçûâàå-

ìîå êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå, òðåáóþùåå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ óâåëè÷åíèÿ

âíåøíåãî óñèëèÿ äî êàêîãî-òî ìîìåíòà, êîòîðûé íàçîâåì ïðåäåëüíûì ñîñòîÿíèåì ñëîÿ.

Ýòî ñîñòîÿíèå ìîæíî íàçâàòü òàêæå ñîñòîÿíèåì ïðåäðàçðóøåíèÿ èëè êðèòè÷åñêèì ñî-

ñòîÿíèåì, òàê êàê ïðîäîëæåíèå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè íà ñëîé â ýòîì ñîñòîÿíèè

ïðèâîäèò ê äåôîðìèðîâàíèþ ñëîÿ ñ íåêîíòðîëèðóåìîé ñêîðîñòüþ è áûñòðîìó ðàçðóøå-

íèþ.

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè

îïðåäåëÿåòñÿ ïÿòüþ óðàâíåíèÿìè [52]. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò

âèä:
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0; (1.1.4)

∂σy
∂y

+
∂τxy
∂x

= 0; (1.1.5)

(σx − σy)
2 + 4τ 2xy = 4 (1.1.6)

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0; (1.1.7)

σx − σy
2τxy

=

∂vx

∂x
−
∂vy

∂y

∂vx

∂y
+
∂vy

∂x

(1.1.8)

Çäåñü σx, σy è τxy � íàïðÿæåíèÿ, νx, νy � ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-

ïðàâëåíèÿõ. Óðàâíåíèÿ (1.1.4) è (1.1.5) � óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, (1.1.6) � óñëîâèå ïëàñòè÷-

íîñòè, (1.1.9) � óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè, (1.1.10) � óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äåâèàòî-

ðîâ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ (ðèñ. 1.1)

íà ïðÿìîóãîëüíèêå (ïðÿìîóãîëüíîì ñå÷åíèè ñëîÿ) äëèíîé 2 ïî îñè Ox è òîëùèíîé 2κ,
κ ∈ (0; 1), ñ îñÿìè ñèììåòðèè â êà÷åñòâå îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çäåñü κ �

îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ, ò.å. îòíîøåíèå åãî òîëùèíû ê äëèíå. Íàïðàâ-

ëåíèå îñè Oy ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè. Íà îñÿõ êîîðäèíàò, â

ñèëó ñèììåòðèè, êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ:

τxy(x, 0) = τxy(0, y) = 0. (1.1.9)
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Ðèñ. 1.1: Ïîïåðå÷íîå ñå÷å-

íèå ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ â

íåîäíîðîäíîì ñîåäèíåíèè

è ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëè-

íèé ñêîëüæåíèÿ) íà ðàí-

íåé ñòàäèè åãî ïëàñòè÷å-

ñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x = 1, ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå âíåø-

íèõ íàãðóçîê:

σx(1, y) = 0; τxy(1, y) = 0. (1.1.10)

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ÷åòâåðòü ñå÷åíèÿ ñëîÿ ïðè x ≥ 0,

y ≥ 0 (ïðÿìîóãîëüíèê OHAC íà ðèñ. 1.1).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1.4) � (1.1.6) çàìêíóòà (òðè óðàâíåíèÿ è òðè íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèè σx, σy è τxy) è âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.1.9) è (1.1.10) îïðåäåëÿåò

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ.

Â ìîìåíò ïåðåõîäà ñëîÿ èç óïðóãîãî â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå åãî ïîëå íàïðÿæåíèé

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì: âî âñåõ òî÷êàõ ñëîÿ (â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ)

σx = 0; σy = 2; τxy = 0. (1.1.11)

Îáà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê îäíîðîäíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâàìè ïðÿìûõ. Ñ ðîñòîì

ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè îäíîðîäíîå ïîëå íàïðÿæåíèé (1.1.11) èñêàæàåòñÿ. Ïîÿâëÿþòñÿ

ó÷àñòêè âååðíî-öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ â ôîðìå êðóãîâûõ ñåêòîðîâ ñ âåðøèíàìè â óãëî-

âûõ òî÷êàõ ñëîÿ � òî÷êàõ âûõîäà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé íà ñâîáîäíûå (ðèñ. 1.1, 1.2),

ó÷àñòîê EAB). Áóäåì íàçûâàòü ó÷àñòîê ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòûì, åñëè íà íåì îäíî

èç ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê ïðÿìîëèíåéíî. Íàïðèìåð, ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ âååðíî-öåíòðè-

ðîâàííîå ïîëå. Èçìåíåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëîå ïðîÿâëÿåòñÿ â óâåëè÷åíèè îò

íóëÿ óãëà ýòèõ ñåêòîðîâ ω−.

Äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ ëèíèé ñêîëüæåíèÿ (õàðàêòåðèñòèê) è âèä ýòîãî ïîëÿ

çàâèñÿò îò ñòàäèè íàãðóæåíèÿ è äâóõ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ñîåäèíåíèÿ: κ è K � êîýô-

ôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ñîåäèíåíèÿ. Âèä õàðàêòåðèñòèê â êðèòè÷åñêîì

ñîñòîÿíèè ñëîÿ, â òîì ÷èñëå âåëè÷èíà óãëà ω− öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ, ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè K è κ. Îäíà èç âîçìîæíûõ êàðòèí ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê â ïðîìåæó-
òî÷íûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.2, ãäå κ = 0, 32. Çäåñü òðåóãîëüíèêè ABC è

AEF è ÷åòûðåõóãîëüíèê DOHG ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêàìè ðàâíîìåðíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê,
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AF

B CO D

H G

E
ω

-

Ðèñ. 1.2: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) â ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ. κ = 0,32.

ñåêòîð ABE è îáëàñòü DGFE � ó÷àñòêàìè ïðîñòîãî ïîëÿ, îáëàñòü BDE ïîêðûòà êðè-

âîëèíåéíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 1.2,

ìîæåò âîçíèêíóòü íå òîëüêî ïðè ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ (ñì. íèæå

óñëîâèå (1.1.12)), íî ïðè ëþáûõ K > 1, 69. Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ K óãîë ω− íå ìîæåò

äîñòèãíóòü âåëè÷èíû, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1.2 � òàêîìó ðàçâèòèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñëîÿ âîñïðåïÿòñòâóåò áîëåå ïðî÷íàÿ ÷àñòü ñîåäèíåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè

GH

O D B C

AE

ω
-

Ðèñ. 1.3: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) íà ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè íàãðóæåíèÿ

ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïðè ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ. κ = 0,21.

κ > 0,5 êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè κ > 1 îíî

ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò. Áóäåì ñ÷èòàòüκ < 0,5.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè êàêîå-òî âðåìÿ äåôîðìè-

ðóåòñÿ óïðóãî. Ñ ðîñòîì íàãðóçêè óâåëè÷èâàåòñÿ óãîë ω−. Ïðè ýòîì òî÷êàD ïåðåìåùàåòñÿ

ê òî÷êå O. Âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèè ðàçâèòèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ-

òÿãèâàåìîãî ñîåäèíåíèÿ, ñîïðîâîæäàåìîãî ðîñòîì êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ñëîÿ è, êàê

ñëåäñòâèå, òðè âàðèàíòà êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ.

Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ. Â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè óãîë ω− äîñòèãàåò òåîðå-

òè÷åñêè âîçìîæíîãî ìàêñèìóìà:

ω− = π/4 (1.1.12)

(ðèñ. 1.1), â òî âðåìÿ êàê òî÷êàD íå äîõîäèò äî òî÷êè O. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîé ìàòåðèàë
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íèãäå íå ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷íîñòè. Íà îòðåçêå EA êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ äî-

ñòèãàþò ñâîåãî àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà: τ̃xy = k−, èëè, â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ, τxy = 1.

Íà ðèñ. 1.3 êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå åùå íå äîñòèãëî ñâîåãî ïðåäåëà, òàê êàê ïîëå õàðàê-

òåðèñòèê ìîæåò ïðîäîëæàòü äåôîðìèðîâàòüñÿ òàê, ÷òî è âíå îòðåçêà EA êàñàòåëüíûå

íàïðÿæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè 1 (îá ýòîì ïîäðîáíåå ñì. â ñëåäóþùåì ïóíêòå).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (1.1.12) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå íà íåêîòîðîì

îòðåçêå LA êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, âêëþ÷àþùåì EA (ñì. ðèñ. 1.3), êàñàòåëüíûå íàïðÿ-

æåíèÿ τxy = 1. Êîãäà îòðåçîê LA äîñòèãàåò íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåëè÷èíû, èìååò ìåñòî

òàê íàçûâàåìàÿ (Î.À. Áàêøè, [5]) ïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ. Êàê áûëî

ïîêàçàíî â ðàáîòå [22, ñ. 81�83], íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðå-

äåëÿþùåé óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé

ïîâåðõíîñòè, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1.1.12) íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-

ñòâî:

K ≥ Kcr ≈ 1,98. (1.1.13)

Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ κ óñëîâèå (1.1.13) ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíå-

íèÿ óñëîâèÿ (1.1.12) (ñì. íèæå óòâåðæäåíèå 3.1.1). Òàêèå ñëîè ìû áóäåì íàçûâàòü òîí-

êèìè ñëîÿìè èëè òîíêèìè ïðîñëîéêàìè.

B

A

A
’

I,E

I,E
’

H

O,D

H
’

1

С x

y Ðèñ. 1.4: Ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ)

ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ íàè-

ìåíüøåé îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû κ = 0,251 ïðè

ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîí-

òàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ.

Õàðàêòåðèñòèêà AED

ïîïàäàåò â öåíòð ñëîÿ O.

Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ. Ñ ðîñòîì óãëà EAB = ω− òî÷êà D (ðèñ. 1.1 � 1.3) õàðàêòåðèñòèêè

AED ïåðåìåùàåòñÿ ê îñè ñèììåòðèè ñëîÿ � îñè Oy, òî åñòü ê òî÷êå O. Êðàéíåå ïîëîæå-

íèå â òàêîé ñèòóàöèè � ïîïàäàíèå õàðàêòåðèñòèêè AED â öåíòð ñëîÿ, òî åñòü ñîâïàäåíèå

òî÷åê D è O. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà óãîë ω− îêàçàëñÿ â ýòîò ìîìåíò ìåíüøå

π/4. Òîãäà åãî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.1.9). Ïîäðîáíåå îá ýòîì

áóäåò ñêàçàíî ïîçæå. Â òàêèõ óñëîâèÿõ äàëüíåéøåå äåôîðìèðîâàíèå ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê

ïðåêðàùàåòñÿ. Ñ ýòîãî ìîìåíòà âåëè÷èíà êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ñëîÿ íå óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ "ñëèøêîì áîëüøàÿ" îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ. Â íå î÷åíü òîíêèõ

ñëîÿõ êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå ðåàëèçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ äàæå ïðè óñëîâèè (1.1.13). Ïî

òåðìèíîëîãèè Î.À. Áàêøè [4, 5], ïðîèñõîäèò íåïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íå-

íèÿ ñëîÿ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà κ∗ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû òàêèõ ïðîñëîåê áóäåò äàíà íèæå,

â ï. 1.2.1. Ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé ìåæäó îòìå÷åííûìè äâóìÿ ñèòóàöèÿìè âîçíèêàåò, åñëè â

ìîìåíò ñîâïàäåíèÿ òî÷åê D è O óãîë ω− îêàçàëñÿ ðàâíûì π/4 (ðèñ. 1.4).

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ çàâèñèò òàêæå îò òîãî,
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Ðèñ. 1.5: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) "òîíêîãî" ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ ïðè ïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ, (κ = 0,178),

è ýïþðà íàïðÿæåíèé σy ïî îñè ñèììåòðèè ñëîÿ (ïåðâûé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

ñëîÿ).
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Ðèñ. 1.6: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) "òîíêîãî" ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ ïðè ïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ, (κ = 0,158),

è ýïþðà íàïðÿæåíèé σy ïî îñè ñèììåòðèè ñëîÿ (âòîðîé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ).

äîñòèãíóò ëè â êàêîé-òî ÷àñòè ñëîÿ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σy íàïðÿæåíèé â îñíîâíîì

ìàòåðèàëå, êîòîðûå â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ ðàâíû 2K. Íàçîâåì ïåðâûì òèïîì êðèòè-
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Ðèñ. 1.7: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) òîíêîãî ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ ïðè ïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ (κ = 0,088), è ýïþðà íàïðÿæåíèé σy ïî îñè

ñèììåòðèè ñëîÿ (âòîðîé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ).

÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ ñëó÷àé, êîãäà σy < 2K âñþäó â ñëîå (ðèñ. 1.5), è âòîðûì òèïîì

êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ � êîãäà íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå ñëîÿ σy = 2K (ñì. ó÷àñòîê

HNH ′ íà ðèñ. 1.6 è ó÷àñòîê HMNM ′H ′ íà ðèñ. 1.7).

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óãîë ìåæäó êîíòàêòíîé è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòÿìè

íå ðàâåí π/2, âåëè÷èíà Kcr çàâèñèò îò ýòîãî óãëà [38].

Òðåòüÿ ñèòóàöèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåé íàãðóçêè ìîæåò âîçíèêíóòü ìîìåíò, êî-

ãäà ïðåêðàùàåòñÿ ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òî÷êà D íå äîñòèãëà

òî÷êè O, à óãîë ω− < π/4. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà îñíîâíîé ìàòåðèàë â îêîëîãðàíè÷íîé

çîíå ïåðåõîäèò â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Òîãäà äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå óãëà ω− ïðåêðà-

ùàåòñÿ [22]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå äîñòèãëî ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû è, êàê

è âî âòîðîé ñèòóàöèè, ðåàëèçîâàíî íå ïîëíîñòüþ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ìå-

õàíè÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñîåäèíåíèÿ íå î÷åíü âåëèêà: íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïåðåõîäà

îñíîâíîãî ìàòåðèàëà â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå

íåðàâåíñòâó (1.1.13).

1.2 Òîíêèå ïðîñëîéêè ïðè ïîëíîé ðåàëèçàöèè

êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ

1.2.1 Óñëîâèÿ ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ

Èçó÷åíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷íîñòè òîíêèõ ïëàñòè÷íûõ ïðîñëîåê ïîä äåé-

ñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåé èëè ñæèìàþùåé íàãðóçêè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (áèá-

ëèîãðàôèþ ñì. â [21, 22]). Â îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò íà ýòó òåìó [82] ðàññìàòðèâàëàñü



22

áåñêîíå÷íàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ ïîëîñà, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü ìîäåëüþ òîíêîé ïðîñëîéêè. Â

[82] çàìå÷åíî, ÷òî â òàêîé ïîëîñå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íå ìåíÿþòñÿ ïî äëèíå ïîëîñû.

Ýòî óñëîâèå

∂τxy/∂x = 0, (1.2.1)

êàê ïîçæå áûëî óñòàíîâëåíî, ìîæíî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íå î÷åíü òîíêèõ ñëîåâ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ èñïîëüçóå-

ìûõ îãðàíè÷åíèé íà êëàññû ôóíêöèé, â êîòîðûõ ìîæåò ðàçûñêèâàòüñÿ ðåøåíèå, èìåþùèõ

êàê ñèëîâîé, òàê è äåôîðìàöèîííûé õàðàêòåð, ïðèâåäåíî â [22]. Òåì íå ìåíåå, îñîáåííî-

ñòè äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçíîîáðàçèå êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òîíêèõ ïëàñòè÷åñêèõ ñëî-

åâ ìåæäó áîëåå ïðî÷íûìè ó÷àñòêàìè íåîäíîðîäíûõ ñîåäèíåíèé îñòàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî

èçó÷åííûìè. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ áîëåå ïîäðîáíîå òåîðåòè÷åñêîå îñìûñëåíèå óñëîâèé

ïðîÿâëåíèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ìåíåå ïðî÷íûõ ïðîñëîåê è ðàâíîïðî÷íîñòè íåîäíî-

ðîäíûõ ñîåäèíåíèé.

Öåëüþ ï. 1.3 ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ òîíêèõ ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ, â çàâèñèìîñòè îò èõ ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïà-

ðàìåòðîâ. Ýòî èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, óñëîâèÿ

âîçíèêíîâåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â ïëàñòè÷åñêèõ ñëîÿõ èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðè-

àëà â íåîäíîðîäíûõ ñîåäèíåíèÿõ ïîä ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêîé íåçàâèñèìî îò ñòåïåíè

íåîäíîðîäíîñòè ñîåäèíåíèé. Íà ýòîé îñíîâå â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà

íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ðàçðóøåíèþ òàêèõ ñîåäèíåíèé, êîòîðîå

ìîæåò áûòü âûðàæåíî â ôîðìå èíòåãðàëà ïî ëþáîìó ñå÷åíèþ ñëîÿ y = y0:

σcr =

∫ 1

0

σy(x, y0) dx. (1.2.2)

Ñõåìà áàçèðóåòñÿ íà ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòÿõ äëÿ ðÿäà âíóò-

ðåííèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íàãðóæåííîãî òâåðäîãî òåëà â êàæ-

äîé òî÷êå ñâÿçàíî ñ åãî ïîëåì õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) õîðîøî èçâåñòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè. Åñëè âíåøíÿÿ íàãðóçêà (ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå) äåéñòâóåò â íàïðàâëå-

íèè îñè Oy, èìåþò ìåñòî çàâèñèìîñòè:
σx = σ − sin 2γ;

σy = σ + sin 2γ;

τxy = cos 2γ.

(1.2.3)

Çäåñü γ � óãîë íàêëîíà õàðàêòåðèñòèêè ê îñè Ox.

Ðàññìîòðèì òîíêóþ ïðîñëîéêó â ïåðâîé ñèòóàöèè, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.12).

Äåéñòâèå îñíîâíîé ÷àñòè ñîåäèíåíèÿ íà ìåíåå ïðî÷íûé ñëîé ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êà-

ñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Íà îòðåçêå EA (ñì. ðèñ. 1.3 � 1.7)

â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþò ñâîåé âåðõíåé ãðàíèöû, òî

åñòü ðàâíû 1,

τ−xy(x,κ) = 1, (1.2.4)
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÷òî, â ñèëó ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (1.2.3) τxy = cos 2γ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ γ = 0. Äîïó-

ñòèì, åùå è íà îòðåçêå LE, ïðèìûêàþùåì ê EA (ñì. ðèñ. 1.5 � 1.7), êàñàòåëüíûå íàïðÿæå-

íèÿ ìàêñèìàëüíû, ò.å. õàðàêòåðèñòèêè âäîëü LE êàñàþòñÿ êîíòàêòíîé ëèíèè HA. Ïóñòü

LA � íàèáîëüøèé èç îòðåçêîâ íà HA, ãäå τ−xy = 1. Çàìåòèì, ÷òî H ̸= L òàê êàê γH = π/4.

Äåéñòâèòåëüíî, íà îñè Ox êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ â ñèëó ñèììåòðèè.

Òàêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè Ë. Ïðàíäòëÿ (1.2.1)

î ïîñòîÿíñòâå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé âäîëü ñëîÿ:

∂τxy/∂x = 0.

Äëÿ ñëîåâ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ó êîòîðûõ τxy(x, 0) = 0, ýòî óñëîâèå,

î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

τxy = y/a (1.2.5)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé a. Õîðîøî èçâåñòíî ÷òî ëèíèè ñêîëüæåíèÿ (õàðàêòåðèñòèêè)

ïðè óñëîâèè Ë. Ïðàíäòëÿ ÿâëÿþòñÿ äóãàìè öèêëîèä. Èçâåñòíî, ÷òî çîíà, â êîòîðîé õîòÿ áû

ïðèáëèçèòåëüíî èìååò ìåñòî ýòî óñëîâèå, îáðàçóåò íà ñå÷åíèè ñëîÿ êðèâîëèíåéíûé ìíî-

ãîóãîëüíèê OLEBE ′L′ (ñì. ðèñ. 1.5). Ñõåìà ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê íà ðèñ. 1.5 ÿâëÿåòñÿ ïðè-

áëèæåííîé. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèâûõ EB è OL � ãðàíèö ïðàíäòëåâñêîé îáëàñòè, �

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå èìååò ïðîìåæóòî÷íûé âèä, íå ÿâëÿÿñü â òî÷íîñòè ïðàíäòëåâñêèì.

Íàïðèìåð, êðèâàÿ EB íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî äóãîé è îêðóæíîñòè, è öèêëîèäû.

Åñëè ó÷àñòîê LE îòñóòñòâóåò, òî çîíà ïðàíäòëåâñêèõ íàïðÿæåíèé � ÷åòûðåõóãîëüíèê

OEBE ′ íà ðèñ. 1.4. Ñëîé, ïîêàçàííûé íà ýòîì ðèñ., ÿâëÿåòñÿ ñàìûì òîëñòûì (øèðîêèì),

ó êîòîðîãî â òî÷êå E õàðàêòåðèñòèêà ãîðèçîíòàëüíà, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â ñèëó ïîñëåäíåãî

óðàâíåíèÿ (1.2.3), óñëîâèþ (1.2.4) τ−xy(x,κ) = 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îòíîñèòåëüíóþ

òîëùèíó κ òàêîãî ñëîÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè DEBE ′ (ðèñ. 1.4) èìååò ìåñòî

ïðàíäòëåâñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, è íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷åê D è E1.

Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ôîðìóë (1.2.3) è(1.2.5) äëÿ òî÷åê êðèâîé DE âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: {
τxy = cos 2γ,

τxy = y/a.

Ýòî äàåò óðàâíåíèå ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ Ë. Ïðàíäòëÿ êàê

ôóíêöèè îðäèíàòû îò óãëà íàêëîíà õàðàêòåðèñòèêè:

y = a cos 2γ. (1.2.6)

Â òî÷êå E êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé DE ãîðèçîíòàëüíà, ò.å. γE = 0. Î÷åâèäíî, yE = κ,
ïîýòîìó

a = κ. (1.2.7)

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå êðèâîé DE êàê çàâèñèìîñòü x îò γ. Èç (1.2.6) è (1.2.7) ñëåäóåò, ÷òî

y = κ cos 2γ. Ïîýòîìó

dx

dγ
=
dx

dy

dy

dγ
= κ tg−1 γ(cos 2γ)′ = −4κ cos2 γ,
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îòêóäà íàõîäèì óðàâíåíèå êðèâîé DE:

x = −κ(2γ + sin 2γ + C).

Êîîðäèíàòû òî÷êè E: γE = 0; xE = 1 −
√
2κ. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C è îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå êðèâîé DE:

x = −κ(2γ + sin 2γ) + 1−
√
2κ. (1.2.8)

Â òî÷êå D γD = π/4. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå (1.2.8), ïîëó÷èì:

xD = −κ(π/2 + 1) + 1−
√
2κ. (1.2.9)

Î÷åâèäíî, xB = 1− κ. Ïîýòîìó

|DB| = xB − xD = (π/2 +
√
2)κ. (1.2.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñàìîé òîëñòîé ïðîñëîéêè, äîïóñêàþùåé ïîëíóþ

ðåàëèçàöèþ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ, ðàâíà

κ =
|AC|
|OC|

=
|AC|

|OB|+ |BC|
=

κ
(π/2 +

√
2)κ + κ

=
1

1 + π/2 +
√
2
≈ 0,251.

Áóäåì íàçûâàòü ìåíåå ïðî÷íûé ñëîé òîíêèì (òîíêîé ïðîñëîéêîé), åñëè åãî îòíîñèòåëü-

íàÿ òîëùèíà

κ ≤ κ∗, κ∗ =
1

1 + π/2 +
√
2
≈ 0,251. (1.2.11)

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Äëÿ ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ â ìåíåå ïðî÷íîì
ñëîå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé: (1.1.13) è (1.2.11).

Ñåòêà ëèíèé ñêîëüæåíèÿ ñëîÿ äëÿ ñëó÷àÿ, ïîãðàíè÷íîãî ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé ñè-

òóàöèÿìè: κ = κ∗, � ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.4. ×òîáû íàéòè äëèíó ïîëóàðêè öèêëîèäû

ìåæäó êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè, âû÷èñëèì |E1D| (ðèñ. 1.5). Íà êðèâîé E1D γE1 = −π/2,
yE1 = κ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (1.2.6), ïîëó÷èì: a = −κ. Òàê êàê, î÷åâèäíî,

dy

dx
= − ctg γ,

èç (1.2.6) ïîëó÷àåì:

dx

dγ
=
dx

dy

dy

dγ
= κ tg γ

dy

dγ
= κ tg γ

d cos 2γ

dγ
= −4κ sin2 γ.

Îòñþäà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, óðàâíåíèå êðèâîé E1D ìîæíî çàïèñàòü:

x = −4κ
∫

sin2 γ dγ = −κ(2γ − sin 2γ + C).

Òàê êàê γD = −π/4, à xD âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.2.9), ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðà-

æåíèé â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ïîëó÷èì óðàâíåíèå êðèâîé E1D êàê çàâèñèìîñòü x îò γ è

àáñöèññó òî÷êè E1:

xE1 = −πκ + 1−
√
2κ.

Ïîýòîìó

|E1D| = xE1 − xD = κ(π/2− 1) ≈ 0,57κ.
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1.2.2 Êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå òîíêîé ïðîñëîéêè ïðè óñëîâèè ïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ. Ôîðìóëû è àëãî-

ðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ óñèëèé

Ñðåäíåå êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå (â íàïðàâëåíèè îðòîãîíàëüíî ñëîþ) ïðè ðàñòÿæåíèè

îäíîðîäíîé ïîëîñû (ò.å. íå ñîäåðæàùåé ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ) â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ

ðàâíÿåòñÿ, î÷åâèäíî,

σcr = 2K.

Òàê êàê âî âñåõ òî÷êàõ ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ êðèòè÷åñêîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå σy íå

ìîæåò ïðåâûøàòü íàïðÿæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå îäíîðîäíîé ïîëîñû, äëÿ âñåõ

òî÷åê ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

σy(x, y) ≤ 2K. (1.2.12)

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ ïðè óñëîâèè Ïðàíäòëÿ õîðîøî èçâåñòíî [50]:
σx(x, y) = −x/a− 2

√
1− y2/a2 + C;

σy(x, y) = −x/a+ C;

τxy(x, y) = y/a,

(1.2.13)

ãäå â äàííîì ñëó÷àå, â ñèëó (1.2.7), a = κ, à C � ïîñòîÿííàÿ, òðåáóþùàÿ îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ

åå íàõîæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû, σx(B) = −xB/a− 2 +C ïî ïåðâîé ôîðìóëå

(1.2.13), ñ äðóãîé ñòîðîíû, σx(B) = 0. Òàê êàê a = κ, à xB = 1−κ, òî C = 1/κ+1, îòêóäà

σy(x, y) = −x/κ + 1/κ + 1 (1.2.14)

â ñèëó (1.2.13). Ðàññìîòðèì äâà òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëîå.

Ïåðâûé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ. Ïóñòü óñëîâèå (1.2.12) âûïîëíÿåòñÿ âñþäó

â ñëîå. Òîãäà ïðàíäòëåâñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå èìååò ìåñòî â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé

âåñü îòðåçîê OB îñè Ox (ñì. ðèñ. 1.5). Èç óñëîâèé (1.2.12) è (1.2.11) ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîãî òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:

1

2K − 1
≤ κ ≤ κ∗ ≈ 0,251. (1.2.15)

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé κ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.2.15), íåïóñòî ïðè óñëî-
âèè

K ≥ κ∗ + 1

2κ∗ ≈ 2,5. (1.2.16)

Ëåãêî íàéòè ñðåäíåå ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå â ýòîì ñëó÷àå, âû÷èñëÿÿ åãî ïî ôîðìóëå

(1.2.2) ïî îñè ñèììåòðèè ñëîÿ � îñè Ox:

σcr =

∫ 1

0

σy(x, 0) dx =

∫ 1−κ

0

(
1− x

κ
+ 1

)
dx+ 2κ =

(κ + 1)2

2κ
. (1.2.17)

Âòîðîé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ. Ïóñòü íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0;N ] îñè Ox

íàïðÿæåíèÿ σ(x, y), âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (1.2.13), ïðåâûøàþò 2K. Â ñèëó ñêàçàííîãî

âûøå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè N îñè Ox íà îòðåçêå ON ôîðìóëà (1.2.14)

íåâåðíà, è íà ýòîì îòðåçêå íàïðÿæåíèÿ σy(x, y) = 2K (ñì. ðèñ. 1.6 è 1.7).
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.3. Äëÿ ðåàëèçàöèè âòîðîãî òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:

κ(2K − 1) ≤ 1;

K ≥ Kcr ≈ 1, 98;

κ ≤ κ∗ ≈ 0,251.

(1.2.18)

Äåéñòâèòåëüíî, èçìåíèâ çíàêè íåðàâåíñòâ óòâåðæäåíèÿ 1.2.2 è äîáàâèâ óñëîâèÿ ïîëíîé

ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ (1.1.13) è (1.2.11), ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Äàííûé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèê

(ñì. ðèñ. 1.6 è 1.7). Â îáëàñòè OHMNM ′H ′ ïîëå ïðîñòîå îäíîðîäíîå, â òðåóãîëüíèêàõ

NML è N ′M ′L′ ïîëå ïåðåõîäíîå ìåæäó ïðàíäòëåâñêèì è îäíîðîäíûì: îäíî èç äâóõ ñå-

ìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê ñîñòîèò èç ïðÿìûõ. Â îáëàñòè NLEBE ′L′ ïîëå ïðàíäòëåâñêîå.

Êîîðäèíàòà xN òî÷êè N íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ σ(x, y) = 2K, êîòîðîå â ñèëó (1.2.14)

äàåò:

xN = 1 + κ − 2κK. (1.2.19)

Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå, ïðè åãî âû÷èñëåíèè ïî îñè ñèììåòðèè

ñëîÿ � îñè Ox, íàõîäèòñÿ òàê:

σcr =

∫ 1

0

σy(x, 0) dx =

∫ xN

0

2K dx+

∫ 1−κ

xN

(
1− x

κ
+ 1

)
dx+ 2κ.

Òàê êàê ∫ xN

0

2K dx = 2K + 2κK − 4κK2,∫ 1−κ

xN

(
1− x

κ
+ 1

)
dx = 2κK2 − 2κ,

òî

σcr = 2K(1 + κ − κK). (1.2.20)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè κ(2K − 1) = 1, � ñëó÷àé, îòíîñÿùèéñÿ ê îáîèì òèïàì íàïðÿæåííîãî

ñîñòîÿíèÿ, � âûðàæåíèÿ (1.2.17) è (1.2.20) ñîâïàäàþò.

Íà ðèñ. 1.8 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé σav îò îòíîñèòåëü-

íîé òîëùèíû ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ κ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷å-

ñêîé íåîäíîðîäíîñòè K.

1.3 "Íåòîíêèå" ìåíåå ïðî÷íûå ñëîè

1.3.1 Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå "íåòîíêèõ" ìåíåå ïðî÷íûõ ñëîåâ

â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

Ïðèìåðû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðó-

æåíèÿ, êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.2.11), òî åñòü êîãäà

κ > κ∗ =
1

1 + π/2 +
√
2
≈ 0,251, (1.3.1)
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Ðèñ. 1.8: Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé σav îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû

ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ κ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîä-

íîñòè K = 2, 5; 3; 3, 5; 4 (ñíèçó ââåðõ).

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.9 � 1.12. Êàê áûëî îòìå÷åíî, îòñóòñòâèå ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîí-

òàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî

maxω < π/4, (1.3.2)

ãäå maxω � íàèáîëüøàÿ âåëè÷èíà óãëà ω, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ â ïðîöåññå åãî óâåëè÷åíèÿ

âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè.

Ñóùåñòâóþò äâå ïðè÷èíû îñòàíîâêè ðîñòà óãëà ω.

A

СBo

H

ω
-

E

F

Ðèñ. 1.9: Ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ)

â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íà-

ãðóæåíèÿ ñëîÿ ïðè íåïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêò-

íîãî óïðî÷íåíèÿ. Òîëñòàÿ

ïðîñëîéêà. κ = 0, 3

Ïåðâàÿ ïðè÷èíà � çíà÷èòåëüíàÿ òîëùèíà ïðîñëîéêè. Cëó÷àè, êîãäà óñëîâèå (1.3.2)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çíà÷èòåëüíîé òîëùèíû ïðîñëîéêè, ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.9, 1.10. Åñëè

òîëùèíà ïðîñëîéêè "âåëèêà", òî õàðàêòåðèñòèêà AEO (ðèñ. 1.13) äîëæíà îãðàíè÷èâàòü

âååðíî-öåíòðèðîâàííûé ó÷àñòîê ABE, ò.å. ãðàíèöà AE ýòîãî ó÷àñòêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ

õàðàêòåðèñòèêè, ñîäåðæàùåé òî÷êó O. Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü ýòî íåâåðíî, ò.å. íåêîòî-

ðàÿ õàðàêòåðèñòèêà AE1N1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ öåíòðèðîâàííûì ïîëåì ïî îòðåçêó E1A. Òîãäà
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AF

B CO

E

H

Ðèñ. 1.10: Ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ)

â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íà-

ãðóæåíèÿ ñëîÿ ïðè íåïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêò-

íîãî óïðî÷íåíèÿ. Òîëñòàÿ

ïðîñëîéêà.κ = 0, 44

AF

B CO D

H G

E
ω

-

Ðèñ. 1.11: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ) â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

ñëîÿ ïðè íåïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ.

A

CB

FH

DO

E
ω

-

Ðèñ. 1.12: Ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèê (ëèíèé ñêîëüæåíèÿ)

â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íà-

ãðóæåíèÿ ñëîÿ ïðè íåïîë-

íîé ðåàëèçàöèè êîíòàêò-

íîãî óïðî÷íåíèÿ.

ñóùåñòâîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà E2E1N1N2 íåâîçìîæíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, õàðàêòåðèñòèêè N1A è N2A â òî÷êàõ N1 è N2 îáðàçóþò îäèíàêîâûé óãîë π/4 ñ

îñüþ Ox, à â òî÷êàõ E1 è E2 � ðàçíûå óãëû. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîé òåîðåìå Ãåíêè îá

îäèíàêîâîì óãëå ïîâîðîòà ïðè äâèæåíèè ïî ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω∗ = ω∗(κ) çíà÷åíèå íàèáîëüøåãî óãëà ω öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ ABE

ïðè äàííîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíå ñëîÿ κ. Íàîáîðîò, ïóñòü κ∗ = κ∗(ω) � íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå κ ïðè äàííîì óãëå ω.

Ñëó÷àé, êîãäà ãðàíèöà âååðíî-öåíòðèðîâàííîãî ó÷àñòêà ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê ñ öåíòðîì

â òî÷êå A âûõîäà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè íà ñâîáîäíóþ, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ õàðàêòåðè-

ñòèêè, ñîäåðæàùåé òî÷êó O � öåíòð ñëîÿ, áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì òèïîì êðèòè÷åñêîãî
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Ðèñ. 1.13: Ñõåìà ïîëÿ

õàðàêòåðèñòèê (ëèíèé

ñêîëüæåíèÿ) "òîëñòîé"

ïðîñëîéêè.

ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ îñíîâíîé ìàòåðèàë

äåôîðìèðóåòñÿ óïðóãî.

Âòîðàÿ ïðè÷èíà íåïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ � íåâûñîêèé êîýôôè-

öèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K. Íà ðèñ. 1.11 è 1.12 ïðåäñòàâëåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà

ðàçìåðû óãëà ω ëèìèòèðóþòñÿ íåâûñîêèì êîýôôèöèåíòîì ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè

K. Â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) ñîåäèíåíèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ,

êîãäà îñíîâíîé ìàòåðèàë â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïåðåõîäèò â ïëàñòè÷åñêîå

ñîñòîÿíèå. Â ýòîò ìîìåíò óâåëè÷åíèå êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, è íàñòó-

ïàåò ñîñòîÿíèå ïðåäðàçðóøåíèÿ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýòîãî ñëó÷àÿ � K < Kcr. Â ýòîì

ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà ω îáîçíà÷èì ω∗∗ = ω∗∗(K).

Ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòü îñíîâíîãî ìàòåðèàëà â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò ïåðåõîäèò â ïëàñòè-

÷åñêîå ñîñòîÿíèå, áóäåì íàçûâàòü âòîðûì òèïîì êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ.

Âû÷èñëèì κ∗ = κ∗(ω). Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè E íà ðèñ. 1.9. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

γE = π/4− ω,

yE = κ −
√
2κ sin(π/4− ω) = κ(1− cosω + sinω).

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1.2.7) ñëåäóåò, ÷òî

a =
κ(1− cosω + sinω)

sin 2ω
. (1.3.3)

(êîýôôèöèåíò a ââåäåí â (1.2.5)).Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû x îò γ â ëþáîé òî÷êå êðèâîé

OE (íà ðèñ. 1.11 � êðèâîé DE) ïîëó÷åíà â ðàáîòå [21, c. 68]:

x = −a(2γ + sin 2γ − π/2 + 2ω − cos 2ω) + 1− κ(cosω + sinω).

Â òî÷êå O íà ðèñ. 1.9 x = 0, à γ = π/4. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ, à òàêæå âûðàæå-

íèå (1.3.3) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííîé a â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü

îòíîñèòåëüíûõ ðàçìåðîâ ñëîÿ â ñëó÷àå ðèñ. 1.9 îò óãëà ω:

κ∗ =
sin 2ω

(1− cosω + sinω)(1 + 2ω − cos 2ω) + (cosω + sinω) sin 2ω
, 0 < ω < π/4. (1.3.4)

Êîãäà ω = π/4, ôîðìóëà (1.3.4) ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå (1.2.11). Îáðàùàÿ óðàâíåíèå (1.3.4),

ïîëó÷èì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå óãëà ω∗ ïðè äàííîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíå ñëîÿ κ. Íàéäåì
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ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ ω∗. Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿäû Ìàêëîðåíà òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå

κ∗ =

(
(1− cosω + sinω)(1 + 2ω − cos 2ω)

sin 2ω
+ (cosω + sinω)

)−1

,

ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

κ∗ =
1

1 + 2ω + 2ω2 + 5/6ω3 + 5/12ω4 + ...
≈ 1

(1 + ω + 1/2ω2)2
.

Îòñþäà

1 + ω + 0,5ω2 ≈ 1/
√
κ

è, îêîí÷àòåëüíî,

ω∗ ≈
√
2/
√
κ − 1− 1. (1.3.5)

Íèæå â ï. 1.3.2 áóäåò ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ω∗∗ = ω∗∗(K), êîòîðóþ, â ñèëó (1.3.12) è

(1.3.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ω∗∗ = arcsin

(
K sin

(
K − 1

2K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)))
. (1.3.6)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Íåïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ â ñèëó áîëüøîé òîë-
ùèíû ïðîñëîéêè (âòîðàÿ ñèòóàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ) ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ω∗ ≤ ω∗∗, ò.å. êîãäà

κ ≥ 4

((ω + 1)2 + 1)2
, ω = arcsin

(
K sin

(
K − 1

2K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)))
. (1.3.7)

Àíàëîãè÷íî, íåïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ â ñèëó ìàëîé âåëè÷èíû

êîýôôèöèåíòà êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ (òðåòüÿ ñèòóàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè

êîòîðîì îñíîâíîé ìàòåðèàë â ïðèêîíòàêòíûõ çîíàõ âîâëåêàåòñÿ â ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå)

ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω∗ ≥ ω∗∗,

κ ≤ 4

((ω + 1)2 + 1)2
, ω = arcsin

(
K sin

(
K − 1

2K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)))
. (1.3.8)

Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ω∗ = ω∗∗, ò.å. óðàâíåíèåì

κ =
4

((ω + 1)2 + 1)2
, ω = arcsin

(
K sin

(
K − 1

2K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)))
,

ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.14. Ðèñ. 1.14 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðè÷èíû íåïîëíîé ðåàëèçàöèè

êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ. Åñëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (K;κ) ðàñïîëîæåíà âûøå êðèâîé

(óñëîâèå (1.3.7)), òî êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå ðåàëèçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ èç-çà áîëüøîé îò-

íîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ κ; åñëè íèæå (ëåâåå) êðèâîé (óñëîâèå (1.3.8)) � êîíòàêòíîå

óïðî÷íåíèå ðåàëèçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ èç-çà ìàëîé ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K.
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Ðèñ. 1.14: Êðèâàÿ ω∗ = ω∗∗ â êîîðäèíàòàõ (K;κ). Òî÷êè âûøå êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò

âòîðîé ñèòóàöèè êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, íèæå (ëåâåå) êðèâîé � òðåòüåé ñèòóàöèè

êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ.

1.3.2 Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ

â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Âû÷èñëåíèå

îñíîâíûõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ

è îñíîâíîãî ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè A âûõîäà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

íà ñâîáîäíóþ. Ê ýòèì ïàðàìåòðàì îòíîñÿòñÿ: ðàçìåðû ó÷àñòêà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

FA (òî åñòü êîîðäèíàòà xF ), íà êîòîðîì ïîñòîÿííû â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

íàïðÿæåíèÿ τxy = τ ∗∗xy è σy = σ∗∗
y . Óêàçàííûå âåëè÷èíû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [21, c.

71�73, 79], [22, c. 79�83] è äð., êàê çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà K, íî òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé

K ∈ (1; 1,5). Çäåñü ýòî îãðàíè÷åíèå ñíèìàåòñÿ; èñêîìûå âåëè÷èíû íàõîäÿòñÿ äëÿ ëþáûõ

K ∈ (1; ∞).

Óðàâíåíèå (1.1.6) ïîëó÷åíî íîðìèðîâêîé ðàçìåðíûõ óðàâíåíèé

(σx − σy)
2 + 4τ 2xy = 4(σ±

B)
2

âåëè÷èíàìè σ−
B â ñëîå è σ+

B â îñíîâíîì ìàòåðèàëå ñîåäèíåíèÿ. Ïîýòîìó íà êîíòàêòíîé

ãðàíèöå áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ òåðïÿò ðàçðûâ:

σ−
y = Kσ+

y ; τ−xy = Kτ+xy, (1.3.9)

ãäå K = σ+
B/σ

−
B . Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè CBFB1A ñâî-

áîäíîé ïîâåðõíîñòè B1AC (ðèñ. 1.15) ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (1.1.4)

� (1.1.6) ïðè óñëîâèÿõ (1.1.10). Îñíîâíûì øàãîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñîïðÿæå-

íèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, òî åñòü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå ïî

óðàâíåíèÿì (1.3.9) â îáëàñòè CBFB1A. Ïóñòü ω
− � óãîë ïîâîðîòà η -õàðàêòåðèñòèêè ïðè
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Ðèñ. 1.15: Ïîëå õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîãî ñîåäèíåíèÿ è ýïþðà íàïðÿæåíèé σy íà êîí-

òàêòíîé ïîâåðõíîñòè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ: a) íàïðÿæåíèÿ σy íå äîñòèãàþò

çíà÷åíèÿ 2K ; b) íàïðÿæåíèÿ σy äîñòèãàþò çíà÷åíèÿ 2K íà îòðåçêå HM (ACOH � ÷åò-

âåðòü ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ).

äâèæåíèè òî÷êè ïî õàðàêòåðèñòèêå îò òî÷êè B ê òî÷êå F (ñì. ðèñ. 1.15). Àíàëîãè÷íî, ω+

� ïîëîæèòåëüíûé óãîë ïîâîðîòà ξ-õàðàêòåðèñòèêè ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè B1 ê òî÷êå F .

Çàìåòèì, ÷òî ω− � óãîë âååðíî-öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ â ÌÏ ñëîå ñ âåðøèíîé â òî÷êå A, à

óãîë "ñêëàäêè" ïî ëèíèè AT � ó÷àñòêà "íàëîæåíèÿ" ïîëåé õàðàêòåðèñòèê [25]. Î÷åâèäíî,

0 ≤ ω− ≤ π/4.

Èçâåñòíî [22, ñ. 80], ÷òî ñèñòåìà (1.3.9) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:{
1 + 2ω− + cos 2ω− = K(1− 2ω+ + cos 2ω+);

sin 2ω− = K sin 2ω+,
(1.3.10)

äëÿ âñåõ òî÷åê îòðåçêà FA. Ïîýòîìó íà îòðåçêå FA óãëû ω+, ω− è íàïðÿæåíèÿ σ±
x , σ

±
y

è τ±xy ïîñòîÿííû. Â ðàáîòàõ [22, 21, 27] àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (1.3.10):

ω∗∗ =
K − 1

2

(
1 +

(K + 1)(K − 1)2

16

)
; (1.3.11)

(ω+)∗∗ =
K − 1

2K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)
. (1.3.12)

Çäåñü çíàê ** îçíà÷àåò êðèòè÷åñêîå (ìàêñèìàëüíîå) çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ áîëåå ïðî÷íîé ÷àñòè. Ñðàâíåíèå ôîðìóëû (1.3.11) ýòîãî ðåøåíèÿ

ñ ïîëó÷åííûì òàì æå ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ïîêàçàëî, ÷òî ïðè K < 1, 5 ñ òî÷íîñòüþ äî

0,005 ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò, íî ïðè K > 1, 5 ôîðìóëà (1.3.11) íåïðèãîäíà. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ôîðìóëà (1.3.12) äàåò ñîâïàäåíèå ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ñ óêàçàííîé òî÷íîñòüþ
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äëÿ âñåõ çíà÷åíèé K íà ïðîìåæóòêå K ∈ [1;Kcr]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî àíàëèòè-

÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèÿ σ−
y ìîæíî âìåñòî ôîðìóëû (1.3.11) âîñïîëüçîâàòüñÿ

ôîðìóëîé, ñëåäóþùåé èç (1.3.12) è (1.3.10):

ω∗∗ =
1

2
arcsin

(
K sin

(
K − 1

K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)))
.

Òåõíè÷åñêè ïðîùå áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé [22, ñ. 79]

σ−
y = K

(
1− 2ω+ + cos 2ω+

)
(1.3.13)

è ôîðìóëîé (1.3.12). Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (1.3.12) â (1.3.9), ïîëó÷èì, ÷òî â òî÷êàõ

îòðåçêà FA, òî åñòü â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (x;κ) , x ∈ (xF ; 1) ,

σ−
y (x;κ) = σ∗∗

y ,

ãäå

σ∗∗
y = 2 + (K − 1)

[
1− (K − 1)2

4K

(
1 +

4

K
+

(K − 1)2

K

)]
. (1.3.14)

Ýòà ôîðìóëà äàåò âåñüìà òî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ K ∈ [1;Kcr]. Â ÷àñòíîñòè, îíà ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèå äëÿ Kcr ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè

K = Kcr = 1, 9816

σ−
y = 2, 5707 = 1 + π/2 = 1 + 2(π/4) + cos (2 (π/4)) .

Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ σy â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ ÷åðåç σ
∗
y . Â òî÷êàõ

îòðåçêà êîíòàêòíîé ãðàíèöû FA âåëè÷èíà σ∗
y ïîñòîÿííà è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

σ∗
y =

[
σ∗∗
y , K ∈ [1;Kcr];

1 + π/2, K ∈ [Kcr;∞).
(1.3.15)

Çäåñü σ∗∗
y çàäàíî ôîðìóëîé (1.3.14). Çàâèñèìîñòü σ∗

y îò êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîä-

íîðîäíîñòè K ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.16.

Âû÷èñëèì êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ τ ∗∗xy â òî÷êàõ îòðåçêà FA. Äëÿ âñåõ K ∈ [1;Kcr]

τ ∗∗xy = K sin
(
2ω+

)
≈ K

(
2ω+ −

(
2ω+

)3
/6
)
=

= K

[
K − 1

K

(
1 +

(K − 1)2

8K

)
− 1

6

(
K − 1

K

)3(
1 +

(K − 1)2

8K

)]
≈ (1.3.16)

≈ (K − 1)

[
1 +

(K − 1)2

8K

(
1− 4

3K2
− (K − 1)3

2

)]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êàõ îòðåçêà FA, τ−xy(x,κ) = τ ∗xy, ãäå

τ ∗xy =

[
τ ∗∗xy , K ∈ [1;Kcr];

1, K ∈ [Kcr;∞).
(1.3.17)
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Ðèñ. 1.16: Çàâèñèìîñòü íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σ∗
y â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

îò êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëàì (1.3.14),

(1.3.15).

Çäåñü τ ∗∗xy çàäàíî ôîðìóëîé (1.3.12). Èç ôîðìóëû (1.3.13) ñëåäóåò, ÷òî îòêëîíåíèå çíà÷åíèé

τ ∗xy îò çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ ïî ôîðìóëå

τ ∗xy = K − 1, (1.3.18)

ñîñòàâëÿåò ìåíåå äâóõ ïðîöåíòîâ. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû (1.3.17) êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-

íèé τ ∗xy îò êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.17.

Íàéäåì àáñöèññó xF òî÷êè F . Êîãäà K ∈ [1;Kcr], òî (â [22, ñ. 83] äîïóùåíà íåòî÷íîñòü):

xF = 1− 2κ
cosω− + sinω− ,

cosω− + sinω− =
√
1 + sin (2ω−) =

√
1 +K sin (2ω+) =

√
1 + τ ∗xy.

Îòñþäà

xF =

 1−
2κ√
1 + τ ∗xy

, K ∈ [1;Kcr];

1−
√
2κ, K ∈ [Kcr;∞).

(1.3.19)

Âåëè÷èíà τ ∗xy ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëàì (1.3.16), (1.3.17). Åñëè èñïîëüçîâàòü

áîëåå ïðîñòóþ ôîðìóëó (1.3.18), êîîðäèíàòà òî÷êè F ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå:

xF =

 1−
2κ
√
K
, K ∈ [1; 2];

1−
√
2κ, K ∈ [2;∞).

(1.3.20)

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè xF îò K ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ κ
ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.18. Êàê áûëî îòìå÷åíî, âî âñåõ ôîðìóëàõ äàííîé ãëàâû κ < 0,5.
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Ðèñ. 1.17: Çàâèñèìîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé τ ∗xy â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

îò êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëàì (1.3.16),

(1.3.17).

1.3.3 Àïïðîêñèìàöèÿ óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè (1.1.6)

Îäèí èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ [89, 90, è äð.] ê èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1.4) � (1.1.6), èñïîëüçóåò çàìåíó óñëîâèÿ

ïëàñòè÷íîñòè (1.1.6), êîòîðîå íàçîâåì çäåñü òî÷íûì, íà ïðèáëèæåííîå óñëîâèå âèäà:

|σy − σx| = f(τxy). (1.3.21)

Ýòî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïîëó÷åíèþ

"íà âûõîäå" îáîçðèìûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Òàê êàê íà îñÿõ ñèììåòðèè τxy = 0,

õàðàêòåðèñòèêè äîëæíû ïåðåñåêàòü îñè ñèììåòðèè ñå÷åíèÿ ñëîÿ ïîä óãëîì π/4. Ïîýòîìó

áûëî áû íåêîððåêòíûì â óñëîâèÿõ ïëàñòè÷íîñòè òèïà (1.3.21) èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ

àïïðîêñèìàöèé âèäà

f(τ) = 1− µτ.

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê ñóòü ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ÷òî

ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåàëüíîé êàðòèíû ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê, ïðè÷åì óãëîâîé êîýô-

ôèöèåíò ýòèõ ïðÿìûõ −µ ±
√

1 + µ2, î÷åâèäíî, íå ðàâåí ±1 ïðè µ ̸= 0. Àïïðîêñèìàöèÿ,

èñïîëüçîâàííàÿ â ðàáîòàõ [76, 22, 21, 26],

|σy − σx| = 2
√

1− τ 2xy ≈ 2− τ 2xy, (1.3.22)

óäîâëåòâîðèòåëüíà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè

ìàëîé ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè: K < 1, 5. Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ïðåäëîæåíà, íî íå

ïðèìåíÿëàñü â [21, c. 77]:

f(τ) = 2(1− µτ 2xy), µ−1 = 1 +
√
1− α2, (1.3.23)



36

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 K0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1x
F

1

2

3

4

5

Ðèñ. 1.18: Çàâèñèìîñòè xF îò K, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (1.3.19) è (1.3.20), ïðè:

1) κ=0,1; 2) κ=0,2; 3) κ=0,3; 4) κ=0,4; 5) κ=0,5.

ãäå α = max |τxy|, òî åñòü |τxy| ∈ [0;α]. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ïëàñòè÷-

íîñòè

(σx − σy)
2 + 4τ 2xy ≤ 4, (1.3.24)

à îøèáêà, äîïóñêàåìàÿ ïðè çàìåíå (1.1.6) íà (1.3.23), êîíñåðâàòèâíà, òî åñòü èäåò â çàïàñ

ïðî÷íîñòè.

Åñëè æå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê 1, òî÷íîå

óñëîâèå (1.1.6) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò (1.3.23), êîòîðîå ïðè α = 1 ïðèîáðåòàåò âèä:

|σy − σx| = 2(1− τ 2xy), (1.3.25)

è ìîæåò ïðèâåñòè ê çàìåòíîé îøèáêå ïðè âû÷èñëåíèè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ðàññìîò-

ðèì àïïðîêñèìàöèþ òî÷íîãî óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè äëÿ âñåãî äèàïàçîíà [0; 1] çíà÷åíèé

|τxy|, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó ïëàñòè÷íîñòè (1.3.24) è äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèáëè-

æàþùóþ òî÷íîå óñëîâèå. Ïóñòü α ∈ [0; 1] � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì â (1.3.21)

f(τxy) =

[
2(1− µτ 2xy), µ−1 = 1 +

√
1− α2, τxy ∈ [0;α];

a(1− τ 2xy), a−1 =
√
1− α2/2, τxy ∈ [α; 1].

(1.3.26)

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [0; 1], òàê êàê â òî÷êå τxy = α îáà åå çíà÷åíèÿ ðàâíû 2
√
1− α2.

Áóäåì îïðåäåëÿòü îòêëîíåíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [0; 1], ïî íîðìå ïðîñòðàí-

ñòâà L1[0; 1]. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü îòêëîíåíèå ôóíêöèè f(τxy) (1.3.26)

îò ôóíêöèè f(τxy) = 2
√

1− τ 2xy, ïðåäñòàâëÿþùåé òî÷íîå óñëîâèå (1.1.6), ïîäáåðåì ïàðà-

ìåòð α òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ôèãóðû ("äâîéíîãî ñåãìåíòà”, ðèñ. 1.19), îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó

êðèâîé òî÷íîãî óñëîâèÿ, à ñíèçó ëèíèåé (1.3.26), áûëà íàèìåíüøåé:

S(α)

2
=

∫ α

0

(√
1− τ 2 − 1 +

τ 2

1 +
√
1− α2

)
dτ +

∫ 1

α

(√
1− τ 2 − 1− τ 2√

1− α2

)
dτ → min .

(1.3.27)
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Ðèñ. 1.19: Ãðàôèêè ôóíêöèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè: (1.3.25) (1) è

(1.3.26) (2 è 3).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè S(α)/2 âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðîèçâîäíîé èí-

òåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ñ çàâèñÿùåé îò âåðõíåãî ïðåäåëà êàê îò ïàðà-

ìåòðà ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé:(∫ α

a

f(τ, α) dτ

)′

= f(α, α) +

∫ α

a

∂f

∂α
(τ, α) dτ.

Ïîëó÷èì ïîñëå óïðîùåíèé:

S ′(α)

2
= −2

3
+

2

3

1√
(1− α)(1 + α)3

.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ S(α) äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,

íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

(1− α)(1 + α)3 − 1 = 0.

Åãî ðåøåíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòûðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé,

α∗ = 0, 8392.

Òîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ è a èç ôîðìóëû (1.3.26), ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ αmin,

ðàâíû:

µ∗ = 0, 6477, a∗ = 3, 6778. (1.3.28)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (1.1.6) áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòüñÿ óñëîâèåì:

|σy − σx| =

[
2(1− µ∗τ 2xy), τxy ∈ [0;α∗];

a∗(1− τ 2xy), τxy ∈ [α∗; 1].
(1.3.29)

òî ïëîùàäü "äâîéíîãî ñåãìåíòà”, ðèñ. , áóäåò ìèíèìàëüíà è ðàâíà S(αmin) = 0, 057616,

÷òî ñîñòàâëÿåò 0, 03668 îò ïëîùàäè ÷åòâåðòè ýëëèïñà ïëàñòè÷íîñòè (îòíîñèòåëüíàÿ ïî-

ãðåøíîñòü). Çàìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè àïïðîêñèìèðîâàòü óñëîâèåì (1.3.25),

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèò 1− 8/(3π) = 0, 15117.

Åñëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñëîå â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò

ìåíüøå α∗, ñ òî÷êè çðåíèÿ êàê òî÷íîñòè, òàê è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ëó÷øå èñïîëüçîâàòü

àïïðîêñèìàöèþ (1.3.21), (1.3.23), òî åñòü óñëîâèå

|σy − σx| ≈ 2(1− µτ 2xy), µ−1 = 1 +
√
1− α2 = 1 +

√
2K −K2. (1.3.30)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.3.18): α = max |τxy| = K − 1.

1.3.4 Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ â åãî âíóòðåí-

íåé ÷àñòè íà îñíîâå ãèïîòåçû (1.1.1). Âû÷èñëåíèå êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé

Â ýòîì ïóíêòå â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â ðà-

áîòàõ [22, 21]. Çàìåíèì óðàâíåíèå (1.1.6) íà ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå âèäà (1.3.30), åñëè

τ ∗ = K−1 ≤ α∗, òî åñòü K ≤ 1, 8392, èëè (1.3.29) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èñïîëüçóÿ (1.3.29) è

(1.3.30), èñêëþ÷èì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.4) è (1.1.5) íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Ïîñëå

ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè τxy:

−β
∂2
(
τ 2xy
)

∂x∂y
+
∂2τxy
∂x2

− ∂2τxy
∂y2

= 0, (1.3.31)

ãäå

β =

 2/(1 +
√
2K −K2), åñëè K ≤ 1,8392;

2µ∗ = 1,2954, åñëè K > 1,8392; τxy ∈ [0;α∗] = [0; 0,8392];

a∗ = 3,6778, åñëè K > 1,8392; τxy ∈ [α∗; 1] = [0,8392; 1].

(1.3.32)

Ïðè β = 1 óðàâíåíèå (1.3.31) ïðèîáðåòàåò èçâåñòíûé âèä [22, 21].

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.3.31) ïðàâóþ ÷àñòü (1.1.1), ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè X(x) óðàâíåíèå:

X
′′ − 4βXX

′
= 0. (1.3.33)

Êðîìå òîãî, èç (1.1.9) è (1.1.1) ñëåäóåò, ÷òî

X(0) = 0. (1.3.34)

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.3.33), (1.3.34) â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ èìååò âèä:

X(x) = 0,5Aβ−1 tg(Ax).
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Çäåñü A � ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Èç (1.1.2) ñëåäóåò, ÷òî âñþäó â ñëîå,

çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé,

τxy = 0,5Ay β−1 tg(Ax). (1.3.35)

Ïàðàìåòð A ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ ïðè

âû÷èñëåíèè êàñàòåëüíûõ è çàòåì íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò

ïðèðàâíÿòü çíà÷åíèÿ τxy, íàéäåííûå â òî÷êå F ïî ôîðìóëàì (1.3.16), (1.3.17) ñ îäíîé

ñòîðîíû, è (1.3.35) ñ äðóãîé. Êîãäà K ∈ [1;Kcr], ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

Aκ tg (AxF ) = 2βτ ∗xy. (1.3.36)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå [22] äëÿ ôóíêöèè, îáðàòíîé ôóíêöèè

y = x tgx : (1.3.37)

x = y tg y ⇔ y = atgd(x), x ∈ (−∞; +∞) , y ∈ (−π/2;π/2) . (1.3.38)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.3.36) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

A =
1

xF
atgd

(
2βxF τ

∗
xy

κ

)
. (1.3.39)

Åñëè K ∈ [Kcr;∞), òî

A =
1

1−
√
2κ

atgd

(
2β(1−

√
2κ)

κ

)
. (1.3.40)

Åñëè K < α∗ = 1,8392, êàê âèäíî èç ôîðìóëû (1.3.32), β = 2/(1 +
√
2K −K2), îòêóäà

β ∈ (1; 1,2954).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé K > 1,8392. Òîãäà τF � ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé τxy, �

áîëüøå α∗. Cíà÷àëà íàäî íàéòè τxy íà îòðåçêå [α
∗; τF ]. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëå (1.3.32)

β = a∗ = 3,6778. Òîãäà àðãóìåíò ôóíêöèè â (1.3.39) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà 10 � 20,

è äëÿ âû÷èñëåíèÿ atgd ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðîñòóþ ôîðìóëó (1.4.5) (ñì. íèæå ïóíêò 1.4).

Òîãäà èç (1.3.39) ïîëó÷èì, îáîçíà÷èâ ïàðàìåòð A äëÿ ñëó÷àÿ τxy ∈ [α∗; τF ] ÷åðåç A1:

A1 =
πa∗τ ∗xy

κ + 2a∗τ ∗xyxF
=

2,6364 τ ∗xy
κ + 1,6784 τ ∗xyxF

. (1.3.41)

Ïî ôîðìóëå (1.3.35) íà îòðåçêå [α∗; τF ]

τxy = 0,5A1y β
−1 tg(A1x). (1.3.42)

Çàòåì íàäî âû÷èñëèòü τxy, êîãäà τxy ∈ [0;α∗] = [0; 0,8392]. Íàéäåì çíà÷åíèå àðãóìåíòà xN ,

ïðè êîòîðîì τxy(x,κ) = α∗. Èç ôîðìóëû (1.3.42) ïîëó÷èì:

α∗ =
A1κ
2a∗

tg(A1xF ),

îòêóäà

xN =
1

A1

arctg

(
2α∗a∗

A1κ

)
=

1

A1

arctg

(
6,1728

A1κ

)
. (1.3.43)
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Òåïåðü ìîæíî íàéòè êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ó÷àñòêå [0;xN ], ãäå, â ñèëó ôîðìóëû

(1.3.32), β = 2µ∗ = 1,2954 (è íå çàâèñèò îò K). Ïî ôîðìóëå (1.2.19), çàìåíÿÿ â íåé xF íà

xN , τ
∗
xy íà α

∗, ïîëó÷èì:

A =
1

xN
atgd

(
4µxNα

∗

κ

)
=

1

xN
atgd

(
2,5908xNα

∗

κ

)
. (1.3.44)

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ó÷àñòêå [0;xN ] âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.35), ãäå êîýô-

ôèöèåíò A íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.44), à β−1 = 0,7720.

1.4 Âû÷èñëåíèå êðèòè÷åñêèõ óñèëèé. Àëãîðèòìû è ÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòû

1.4.1 Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè atgd

Ôóíêöèþ ìîæíî íàõîäèòü ÷èñëåííî. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ æåëàòåëüíû ÿâíûå ïðèáëè-

æåííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè atgd ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé, ñôîðìóëèðî-

âàííîé â [22] (â [22] ïðèâåäåí ïëàí äîêàçàòåëüñòâà; ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâóåò).

Ëåììà 1. Ôóíêöèþ atgd ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

atgd(x) =
√
xψ(x), (1.4.1)

ãäå ôóíêöèÿ ψ àíàëèòè÷åñêàÿ, ïðè÷åì

ψ(x) = 1− 1

3
x+

4

45
x2 − 16

945
x3 +

256

127575
x4 − 1984

33 · 237575
x5 + .... (1.4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ � àíàëèòè÷åñêàÿ. Ïóñòü y = atgd x. Ýòî

ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: x = φ(y2), ãäå φ(y2) = y tg y. Òîãäà φ(t) � âçàèìíî-

îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå

|t| < (π/2)2

ôóíêöèÿ, ïðè÷åì, êàê âèäíî èç ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè tg,

φ(0) = 0; φ
′
(0) = 1 ̸= 0.

Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = φ(y2)

ôóíêöèÿ ρ òàêàÿ, ÷òî y2 = ρ(x), äèôôåðåíöèðóåìà è, ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷íà íà ìíî-

æåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè φ, ïðè÷åì

ρ(0) = 0, ρ
′
(0) = 1 ̸= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ, ãäå ψ(x) = ρ(x)/x, � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî è

òðåáîâàëîñü. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (1.4.2) ïðèâåäåí â [22, ñ. 89].

Ôîðìóëû (1.4.1), (1.4.2) ïîëó÷åíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè atgd, áëèçêèõ ê

íóëþ. Îíè ìàëîïðèãîäíû äëÿ x, áëèçêèõ ê ∞, òî åñòü êîãäà π/2 − y ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.
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Ëåììà 2. Ôóíêöèþ atgd ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

atgd(x) = φ (1/x) ,

ãäå ôóíêöèÿ φ àíàëèòè÷åñêàÿ, ïðè÷åì

φ(t) = (π/2)
(
1− t+ t2 −

(
1− π2/12

)
t3 +

(
1− π2/3

)
t4 − ...

)
. (1.4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè φ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè ψ â ïðåäûäóùåé ëåììå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (1.4.3)

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = 1/t â óðàâíåíèè x = y tg y. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t

óðàâíåíèå t y tgy = 1. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, ñ ïîâòîðíûì èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäíåãî

óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì: (
1 + t+ t2y2

)
y′ + y = 0, y(0) = π/2. (1.4.4)

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è y = φ(t) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

φ(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + ...

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå âìåñòî íåèç-

âåñòíîé ôóíêöèè y ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

a0 = π/2; a1 = −a0; a1 + 2a2 = −a1; a20a1 + 2a2 + 3a3 = −a2

2a0a
2
1 + a20a2 + 3a3 + 4a4 = −a3; a31 + 6a0a1a2 + 3a20a3 + 4a4 + 5a5 = −a4;

è òàê äàëåå. Îòñþäà ñëåäóåò:

a0 = π/2; a1 = −π/2; a2 = π/2; a3 = (−π/2)
(
1− π2/12

)
;

a4 = (π/2)
(
1− π2/3

)
; a5 = (−π/2)

(
1− π2/6 + π4/80

)
;

è òàê äàëåå.

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Åñëè â óðàâíåíèè (1.3.38)ïåðåìåííàÿ y áëèçêà ê π/2, òî ôóíêöèþ

φ(t) = atgd(1/t) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

φ(t) ≈ π

2(1 + t)
,

èëè

atgd(x) ≈ πx

2(1 + x)
. (1.4.5)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

tg(π/2− y) ≈ π/2− y.

Òîãäà èç (1.3.38) ñëåäóåò, ÷òî

x = y tg y =
y

ctg y
=

y

tg(π/2− y)
≈ y

π/2− y
, (1.4.6)
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èëè

y ≈ πx

2(1 + x)
=

π

2(1 + t)
.

Ïîýòîìó ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè atgd x â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà èìååò âèä

y ≈ π

2(1 + 1/x)
=
π

2

(
1− 1

x
+

1

x2
− 1

x3
+ ...

)
, |x| > 1. (1.4.7)

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü è èç óðàâíåíèÿ (1.4.4): åñëè ïåðåìåííàÿ
t ìàëà, òî, îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìîå t2y2 â óðàâíåíèè (1.4.4), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

ôîðìóëó (1.4.7).

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Ôîðìóëó (1.4.7) ìîæíî óòî÷íèòü, åñëè â ôîðìóëå (1.4.6) â ðàçëîæåíèè
òàíãåíñà âçÿòü äâà ñëàãàåìûõ:

tg(π/2− y) ≈ π/2− y + (π/2− y)3/3.

Òîãäà (âûêëàäêè îïóñêàåì)

y ≈ π

2(1 + 1/x)

(
1 +

π2

12(1 + x)3

)
.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ïðè çíà÷åíèÿõ x < 2, 75 ñëåäóåò èñïîëü-

çîâàòü ôîðìóëó (1.4.2) (ñì. ðèñ. 1.20). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

ëåììû 2. Íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè y = atgd(x), âû÷èñ-

ëåííûõ ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì, îò òî÷íîãî, ïðèáëèæåííî ðàâíî 0,02 (ïðè x ≈ 2, 75, ñì.

ðèñ. 1.20).

Ðèñ. 1.20: Ãðàôèê ôóíêöèè y = atgd x, ïîëó÷åííîé ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(1.3.37) (ñïëîøíàÿ) è ãðàôèêè ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ èç íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ äî 4-é

ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî ïî ôîðìóëàì (1.4.1), (1.4.2) ïðè çíà÷åíèÿõ x < 2, 75 è ïî ôîðìóëàì

ëåììû 2 ïðè çíà÷åíèÿõ x ≥ 2, 75.
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1.4.2 Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íåòîíêèõ ïðîñëîåê ìîæåò èìåòü âåñüìà ñëîæíûé âèä íà îñè

ñèììåòðèè Ox, ÷òî çàòðóäíÿåò âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé σcr ïî ôîðìó-

ëå (1.2.2) ïðè x = x0. Â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σy â

îñíîâíîì ìàòåðèàëå äîñòèãàþò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ,

ïîëó÷åííûõ íîðìèðîâêîé ðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé çíà÷åíèåì σ−
B), ðàâíîãî 2K. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðè íàëè÷èè ÌÏ ïðîñëîéêè íàïðÿæåíèÿ â íåé îãðàíè÷åíû óêàçàííîé âåëè÷èíîé:

max
x∈[0;1]

∣∣σ−
y (x,κ)

∣∣ < 2K.

Â ðàáîòàõ [22, 105] îòìå÷åíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-

ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σy ïî êîíòàêòíîé ãðàíèöå. Ïåðâûé òèï êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìå-

íåå ïðî÷íîãî ñëîÿ õàðàêòåðåí äëÿ çíà÷èòåëüíîé ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ñîåäèíåíèÿ

ëèáî äëÿ øèðîêèõ ñëîåâ. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ σ−
y íèãäå íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå íå

äîñòèãàþò ïîòåíöèàëüíî íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ 2K (ñì. ðèñ. 1.15, a).

Åñëè ðåàëèçóåòñÿ âòîðîé òèï êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ÌÏ ñëîÿ, òî ñóùåñòâóåò îòðå-

çîê HM êîíòàêòíîé ãðàíèöû (ñì. ðèñ. 1.15, b), íà êîòîðîì σ−
y = 2K. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé è êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òèïîâ ïðèõîäèòñÿ

èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû. Äàëåå â ðàáîòå îïèðàåìñÿ íà ìåòîäèêó

ðàáîòû [22, ñ. 90�93].

Ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñîåäèíåíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå.

Ïóñòü

σ̂ = σ−
y (0,κ).

Òàê êàê

max
x∈[0;1]

∣∣σ−
y (x,κ)

∣∣ = σ−
y (0,κ),

ýòîò òèï õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì:

σ̂ < 2K. (1.4.8)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.3.35) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1.1.4) è (1.1.5) è èñïîëüçóÿ óñëî-

âèå òåêó÷åñòè (1.1.6), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé:

σ−
x (x, y) =

A2κ2

4β cos2(AxF )
+

1

2β
ln

∣∣∣∣∣ cos(Ax)cos(AxF )

∣∣∣∣∣− A2y2

4β
− 2 + σ∗

y , x ∈ [0, xF ], y ∈ [0,κ],

σ−
y (x, y) =

A2κ2

4β cos2(AxF )
−

A2y2

4β cos2(Ax)
+

1

2β
ln

∣∣∣∣∣ cos(Ax)cos(AxF )

∣∣∣∣∣+σ∗
y , x ∈ [0, xF ], y ∈ [0,κ]. (1.4.9)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.4.9) çíà÷åíèÿ x = 0, y = κ è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.3.36), ïîëó÷èì:

σ̂ = β(τ ∗xy) +
1

4β
ln

(
1 +

4β2(τ ∗xy)
2

A2κ2

)
+ σ∗

y ≈

≈ β(K − 1)2 +
1

4β
ln

(
1 +

4β2(K − 1)2

A2κ2

)
+ σ∗

y (1.4.10)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (1.4.9) çíà÷åíèå y = κ, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

σ−
y (x,κ) íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè îò x:

σ−
y (x,κ) =

 A2κ2

4β cos2 (AxF )
−

A2κ2

4β cos2 (Ax)
+

1

2β
ln

∣∣∣∣∣ cos(Ax)cos(AxF )

∣∣∣∣∣+ σ∗
y , x ∈ [0;xF ] ,

σ∗
y , x ∈ [xF ; 1] .

(1.4.11)

Ïðèíèìàÿ â âûðàæåíèè (1.4.9) y = κ, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé σy íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè σy îò x ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõ-

íîñòè îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ κ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.21. Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèâ

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 x2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4
σ
−

y

1

2

3

Ðèñ. 1.21: Ãðàôèêè (ïî ôîðìóëå (1.4.11); σ∗ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.3.14) è (1.3.14),

β � ïî ôîðìóëå (1.3.32)) çàâèñèìîñòåé σ−
y |y=κ îò x íà îòðåçêå [0;1] ïðè: 1) κ= 0,05; 2)

κ=0,1; 3) κ=0,15; K=1,3.

â ôîðìóëå (1.4.11) x = 0 è âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (1.3.36), à òàêæå óïðîùåííîé

ôîðìóëîé (1.3.14), íàéäåì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé:

σ̂ =
(
τ ∗xy
)2

+
1

4
ln

(
1 +

4
(
τ ∗xy
)2

A2κ2

)
+ σ∗

y ≈

≈ (K − 1)2 +
1

4
ln

(
1 +

4 (K − 1)2

A2κ2

)
+ σ∗

y . (1.4.12)

Ðàññìîòðèì âòîðîé òèï êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñîåäèíåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòðå-

çîê êîíòàêòíîé ãðàíèöû HM , íà êîòîðîì σ−
y = 2K (ðèñ. 1.15, b). Àáñöèññà xM òî÷êè M

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

σ−
y (xM ,κ) = 2K.

Â ðàáîòå [22, ñ. 92] ïðåäëîæåíà ôîðìóëà, êîòîðàÿ ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ìîæåò àïïðîê-

ñèìèðîâàòü ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè òî÷íîñòüþ âåëè÷èíó

σ−
y (x,κ), ïðèâåäåííóþ â ôîðìóëå (1.4.11):

σ−
y (x,κ) = σ̂ −

(
σ̂ − σ∗

y

)
xσ̂/xσ̂F , x ∈ [0;xF ] . (1.4.13)
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Èç ðèñ. 3.5 ðàáîòû [22, ñ. 92] âèäíî, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó âåëè÷èíàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ôîð-

ìóëàì (1.4.11) è (1.4.13), âñ¼ æå çàìåòíî è, ãëàâíîå, âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà

K. Ïðè K > 1, 5 àïïðîêñèìàöèÿ (1.4.13) íåïðèãîäíà. Â ðàáîòå ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíòû ïî ñîïîñòàâëåíèþ äðóã ñ äðóãîì çàâèñèìîñòåé (1.4.11) è (1.4.13) ïðè κ =

0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 (ñâåðõó âíèç). Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ 1, 2 è 3 êîýôôèöèåíò

ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K=1,3; 1,5 è 1,8 ñîîòâåòñòâåííî. Èõ ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 1.22

� 1.24) ïîêàçûâàþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè σ−
y (x,κ) ôóíêöèåé

σ−
y (x,κ) = σ̂ −

(
σ̂ − σ∗

y

)
xασ̂/xασ̂F , x ∈ [0;xF ] , (1.4.14)

ãäå α = 0,85. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ κ ≈ 0, 05 − 0, 2, ò.å. ìàëà, à

êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè âåëèê � K ≈ 2 èëè áîëüøå, àïïðîêñèìàöèÿ

(1.4.14) ìîæåò äàòü çàìåòíóþ îøèáêó, êàê âèäíî èç ðèñ. 1.22 � 1.24. Îäíàêî ýòè ñëó÷àè

ìîæíî çäåñü íå ðàññìàòðèâàòü, ò.ê. îíè èññëåäîâàíû íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ äðóãèõ ïîäõî-

äîâ â ï.1.2.
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Ðèñ. 1.22: Ãðàôèê òî÷íîé (ïî ôîðìóëå (1.4.11), ñïëîøíàÿ) è ïðèáëèæåííîé ((1.4.13), ïóíê-

òèð) çàâèñèìîñòåé σ−
y |y=κ îò íà îòðåçêå [0; 1]. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 1.
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Ðèñ. 1.23: Ãðàôèê òî÷íîé (ïî ôîðìóëå (1.4.11), ñïëîøíàÿ) è ïðèáëèæåííîé ((1.4.13), ïóíê-

òèð) çàâèñèìîñòåé σ−
y |y=κ îò íà îòðåçêå [0; 1]. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 2.

Èñïîëüçóÿ (1.4.14), ïîëó÷èì:

xM = xF

(
σ̂ − 2K

σ̂ − σ∗
y

)1/σ̂

. (1.4.15)
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Ðèñ. 1.24: Ãðàôèê òî÷íîé (ïî ôîðìóëå (1.4.11), ñïëîøíàÿ) è ïðèáëèæåííîé ((1.4.13), ïóíê-

òèð) çàâèñèìîñòåé σ−
y |y=κ îò íà îòðåçêå [0; 1]. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îòðåçêå HM êîíòàêòíîé ãðàíèöû íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σ−
y ðàâíû

2K, íà îòðåçêå MF σ−
y ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå (1.4.13), à íà îòðåçêå FA σ−

y = σ∗
y (ñì.

ôîðìóëû (1.3.14), (1.3.15)). Íà ðèñ. 1.26 ïîêàçàíà áëîê-ñõåìà îïèñàííîãî çäåñü àëãîðèòìà

âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé σ−
y íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.

1.4.3 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè

Ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, âîçíèêàþùèé èç-çà áîëüøîé

òîëùèíû ïðîñëîéêè (ñì. ï. 1.3.1). Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîé ñîñòîÿíèå â îêðåñòíîñòè

êîíòàêòíîé ãðàíèöû èìååò ñëîæíûé âèä, ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿþùèé åãî àíàëèòè÷åñêîå

îïèñàíèå, îñîáåííî íà ó÷àñòêå OHFE (ñì. ðèñ. 1.9, 1.10). Ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò âòîðîãî

òèïà êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, áóäåì íàõîäèòü ñðåäíåå êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ïî

îñè ñèììåòðèè ñëîÿ Ox, à íå ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè:

σy av =

∫ 1

0

σ−
y (x, 0) dx. (1.4.16)

Ïî ôîðìóëå (1.2.13)

σy =
1− κ − x

a
+ 2, x ∈ OB,

ãäå êîýôôèöèåíò a âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.3), à âõîäÿùàÿ â (1.3.3) ω = ω∗, ò.å. âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.5). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (1.4.16) è ïîëàãàÿ íà BC σy = 2,

ïîëó÷èì:

σy av = 2 +
(1− κ)2

2a
, (1.4.17)

ãäå a âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.3). Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôîðìóëû ïðèìåíèìû è äëÿ âòîðî-

ãî ñëó÷àÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, åñëè îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ âåëèêà, κ ≈ 0, 5...1

è çàâèñÿò îò âåëè÷èíû K.

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîé òèï êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, ñâÿçàííûé âîâëå÷åíèåì îñíîâ-

íîãî ìåòàëëà â ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, êðè-

òè÷åñêóþ íàãðóçêó, ïðè êîòîðîé ñîåäèíåíèå äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ ïðåäðàçðóøåíèÿ, áóäåì

îïðåäåëÿòü êàê ñðåäíåå (èíòåãðàëüíîå) íàïðÿæåíèå σy av ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè:

σy av =

∫ 1

0

σ−
y (x,κ) dx. (1.4.18)
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Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó äëÿ ïåðâîãî òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêî-

ãî ñëîÿ. Ïîäñòàâèâ â èíòåãðàë (1.4.18) âûðàæåíèå (1.4.13) íà ó÷àñòêå HF , ïîëó÷èì:

σy av =

∫ 1

0

σ−
y (x,κ) dx =

∫ xF

0

(
σ̂ −

(
σ̂ − σ∗

y

)
xσ̂/xσ̂F

)
dx+ σ∗

y (1− xF ) =

=
σ̂

σ̂ + 1

(
σ̂ − σ∗

y

)
xF + σ∗

y . (1.4.19)

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó äëÿ âòîðîãî òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäñòàâèì

èíòåãðàë (1.4.18) â âèäå:∫ 1

0

σ−
y (x,κ) dx =

∫ xM

0

σ−
y (x,κ) dx+

∫ xF

xM

σ−
y (x,κ) dx+ σ∗

y (1− xF ) =

=

∫ xM

0

2Kdx+

∫ xF

xM

(
σ̂ −

(
σ̂ − σ∗

y

)
xασ̂/xασ̂F

)
dx+ σ∗

y (1− xF ) .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.4.15), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

σy av =
σ̂

σ̂ + 1

(
σ̂ − σ∗

y

)
xF + σ∗

y − (σ̂ − 2K)xM +

(
σ̂ − σ∗

y

)
x1+σ̂
M

xσ̂F (1 + σ̂)
. (1.4.20)

Çäåñü xM âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.4.15), σ∗
y âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.15), xF � ïî

ôîðìóëå (1.3.19), êîýôôèöèåíò A � ïî ôîðìóëàì ((1.3.39) è (1.3.40).
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Ðèñ. 1.25: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êðèòè÷åñêèõ ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé σy av îò îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû ñëîÿ κ ïðè íåïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûé

ýêñïåðèìåíò.

Íà ðèñ. 1.25 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà � çàâèñèìîñòü êðè-

òè÷åñêèõ ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé σy av îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ κ ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ K íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ âûøå ôîðìóë (1.4.17), (1.4.19) è (1.4.20). Íà ðè-

ñóíêå 1) K = 1, 2; 2) K = 1, 4; 3) K = 1, 6; 4) K = 1, 8. Ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ κ, êîãäà
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ñðåäíåå êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ðàçíûì ôîðìóëàì, ñëåäóåò âçÿòü

òó, êîòîðàÿ äàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðèñ. � ïåðâûé èëè âòîðîé òèï êðèòè÷å-

ñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ ïðè çíà÷èòåëüíîé òîëùèíå ñëîÿ (ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò

îò êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K). Ëåâàÿ ÷àñòü ðèñ. � âòîðîé òèï êðè-

òè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, ñâÿçàííûé ñ âîâëå÷åíèåì îñíîâíîãî ìåòàëëà â ïëàñòè÷åñêîå

äåôîðìèðîâàíèå â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò K.

Íà ðèñ. 1.27 ïîêàçàíà áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿ-

æåíèé σy av íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèõ êðèòè÷åñêîå óñèëèå, òðåáóåìîå

äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðåäðàçðóøåíèÿ ñîåäèíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî âñòàâêó ñ äàí-

íûìè ïàðàìåòðàìè κ è K.

1.5 Âûâîäû ïî ãëàâå 1

1. Êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïîä ðàñòÿãèâàåìîé íàãðóçêîé îïðåäåëÿåòñÿ

ïàðàìåòðàìè κ è K. Ïðè ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ äëÿ òîíêèõ ïðîñëî-

åê ñóùåñòâóþò äâà òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-

íûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïåðâûé òèï îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèÿìè (1.2.15), âòîðîé � óñëîâèÿìè (1.2.18). Ñðåäíèå êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.2.17) è (1.2.20) ñîîòâåòñòâåííî.

2. Íåïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ïðîèñõîäèò ïî îäíîé èç äâóõ ïðè÷èí

(ïðåäëîæåíèå 1.3.1): èç-çà "áîëüøîé" òîëùèíû ïðîñëîéêè � óñëîâèå (1.3.7), ëèáî èç-çà

íåäîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè � óñëîâèå (1.3.8).

3. Ïî ñõåìå ðàáîò Â.Ë. Äèëüìàíà [21, 22, è äð.] èññëåäîâàíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå

ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé K (ñíÿòî

îãðàíè÷åíèå K < 1, 5 óêàçàííûõ ðàáîò).

4. Ïîëó÷åíû àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è êðèòè÷åñêîé íà-

ãðóçêè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ κ è K. Íà îñíîâå ýòèõ àëãîðèòìîâ íàïèñàíû ïðî-

ãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé σy íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè è êðè-

òè÷åñêîé íàãðóçêè.
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Ðèñ. 1.26: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σ−
y îò òî÷êè íà

êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.
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Ðèñ. 1.27: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé σy av íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.



Ãëàâà 2

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïðè åãî

ñæàòèè ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè

2.1 Ââåäåíèå

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îñàäêè ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìîé çàãîòîâêè äâóìÿ

æåñòêèìè ïëîñêèìè ïàðàëëåëüíûìè ìàòðèöàìè ïðîâîäèëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè, íà÷è-

íàÿ ñ ðàáîòû Ë. Ïðàíäòëÿ [82]. Â òàêîé ñèòóàöèè âîçíèêàåò íåäîîïðåäåëåííàÿ îáðàòíàÿ

ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íàïðÿæåíèé â ïëàñòè÷åñêîì ñëîå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ýòîé çàäà÷è

êâàçèëèíåéíà. Ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè îíà èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. ×òîáû êîìïåí-

ñèðîâàòü íåäîñòàòî÷íîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îáû÷íî ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Èõ îáîñíîâàíèå äîëæíî îïèðàòüñÿ íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ëèáî àïðèîðíî ïîíÿò-

íûå ñâîéñòâà äåôîðìèðóåìîãî ñëîÿ (íàïðèìåð, â òîíêèõ ïðîñëîéêàõ ïðåäïîëàãàëàñü ëè-

íåéíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ñëîÿ [52, 76]. Â ðàáîòàõ [22, 21] ïðèâå-

äåí ñïèñîê èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðû îãðàíè÷åíèé íà êëàññû ðåøåíèé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè

ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî

ñëîÿ, ïîäâåðæåííîãî ðàñòÿãèâàþùåé èëè ñæèìàþùåé îñåâîé íàãðóçêå. Äîïóùåíèÿ ìîãóò

íîñèòü ñèëîâîé èëè äåôîðìàöèîííûé õàðàêòåð. Ñèëîâûå ãèïîòåçû èñïîëüçîâàëèñü â ðà-

áîòàõ [52, 76, 22, 21, 26]. Ê ãèïîòåçàì äåôîðìàöèîííîãî õàðàêòåðà îòíîñÿòñÿ ãèïîòåçà

ïëîñêèõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé [52, 22, 21, 27, 34, 32]

vy =W (y). (2.1.1)

ãäå νy � ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ñëîÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè (ëèáî ñîáñòâåííî

ïåðåìåùåíèå), è ãèïîòåçû ïðîäîëüíûõ ñå÷åíèé, îñíîâàííûå íà äàííûõ íàòóðíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ î õàðàêòåðå äåôîðìèðîâàíèÿ ïîïåðå÷íûõ (ïî îòíîøåíèþ ê ñëîþ) ëèíèé êîîð-

äèíàòíîé ñåòêè. Â ðàáîòàõ [22, 21, 91] äåôîðìèðîâàííûå êîîðäèíàòíûå ëèíèè àïïðîê-

ñèìèðîâàëèñü ôðàãìåíòàìè ñèíóñîèä èëè ýëëèïñîâ [91]. Â ðàáîòàõ [17, 28, 23] ïîäõîäû
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ðàáîò [52, 22, 21, 27, 34, 32] ïåðåíåñåíû íà íåîäíîðîäíûé ñëîé. Óïîìÿíóòûå ãèïîòåçû ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ íà ÷àñòü ñëîÿ, èñêëþ÷àþùóþ îêðåñòíîñòè ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé. Âáëè-

çè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ è ïðèìûêàþùèõ ê

íåìó ó÷àñòêîâ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåêîòîðîå ðàçðûâíîå ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïîäðîáíîñòè â ðàáîòàõ [25, 38].

Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìîé çàãîòîâêè ïîä ñæèìàþùåé íà-

ãðóçêîé, ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåçû ïëîñêèõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé (2.1.1), è íà ýòîé îñíîâå

ïîëó÷åíèå ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé è ôîðìû ñâî-

áîäíîé ïîâåðõíîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü "òîíêóþ" ïîëîñó, êîãäà κ < 0,5. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðîÿâëÿåòñÿ çàìåòíîå êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå çàãîòîâêè. È ñ òåîðåòè÷åñêîé, è ñ ïðèêëàä-

íîé òî÷åê çðåíèÿ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè.

Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ. Äâèæåíèå çàãîòîâêè âäîëü ìàòðèöû íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

(ïðîñêàëüçûâàíèå) îòñóòñòâóåò (îñàäêà øåðîõîâàòûìè ïëèòàìè). Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå

ðàñòÿæåíèÿ, â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè âåëè÷èíà êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ

ïðåêðàùàåò ðîñò, êîãäà óãîë ω− äîñòèãàåò òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîãî ìàêñèìóìà:

ω− = π/4. (2.1.2)

Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ. Â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè âîçíèêàåò ìîìåíò, êî-

ãäà íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè íà÷èíàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå çàãîòîâêè âäîëü ñæèìàþùåé

ìàòðèöû. Òîãäà äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõ-

íîñòè ïðåêðàùàåòñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåêðàùàåòñÿ óâåëè÷åíèå óãëà ω−. Â ýòîò ìîìåíò

êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå äîñòèãëî ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû è, ïî òåðìèíîëîãèè Î.À. Áàêøè

[4, 5], ðåàëèçîâàíî íå ïîëíîñòüþ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñæàòèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïëîñêèìè ïàðàëëåëüíûìè ïëèòà-

ìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè.

1) Òîëùèíà ñëîÿ h (h0 � òîëùèíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ), êîòîðàÿ ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óñëîâíîå âðåìÿ.

2) Äëèíà ñëîÿ l, èçìåðÿåìàÿ ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè; îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ

κ = h/l (l0 è κ0 � â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ).

3) Ñêîðîñòü ñæàòèÿ (äâèæåíèÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ñëîÿ) vh.

4) Ïàðàìåòð A, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò âîçíèêàþùèé â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ïðî-

ãèá ïîïåðå÷íûõ (ïî ñëîþ) êîîðäèíàòíûõ ëèíèé.

5) m = max τxy(x, h) � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé; îíî äîñòèãà-

åòñÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè âñþäó íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [xF ; l], ïðè÷åì íà ýòîì

ó÷àñòêå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïîñòîÿííû [22, ãëàâà 3]. Ïðè îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ

m = 1.

6) Áëèæàéøàÿ ê ïîïåðå÷íîé îñè ñèììåòðèè ñëîÿ òî÷êà F íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, â

êîòîðîé êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ m; â ðàáîòå [22, c. 83]

ïîêàçàíî, ÷òî àáñöèññó ýòîé òî÷êè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

xF/l = 1− 2κ/(cosω + sinω) = 1− 2κ/
√
1 +m, (2.1.3)
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ãäå ω � óãîë ïîâîðîòà õàðàêòåðèñòèêè îò ñâîáîäíîé äî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè îò-

ñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ ôîðìóëà (2.1.3) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1.3.20), ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå

m = 1.

Ïàðàìåòðû a, m è x∗ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è è âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç

âíåøíèå ïàðàìåòðû.

2.2 Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå

ñæèìàåìîãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ

áåç ñêîëüæåíèÿ ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì

2.2.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà

îñíîâå ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé

Êàê èçâåñòíî [52, 91], íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû

ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

èìåþùèõ âèä: (1.1.4) � (1.1.8). Èìåþò ìåñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.1.9) è (1.1.10).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

Y (y) =
W

′′
(y)

2W ′(y)
. (2.2.1)

Èç óñëîâèÿ (1.1.8) è ãèïîòåçû ïëîñêèõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé (2.1.1) ïîëó÷èì:

τxy = 0, 5 (σx − σy)Y (y)x.

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ âìåñòî τxy â (1.1.6), íàéä¼ì:

σy − σx = ± 2√
1 + Y 2(y)x2

= ±2

(
1− 1

2
Y 2(y)x2 +

3

8
Y 4(y)x4 − ...

)
(2.2.2)

(çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêå, çíàê ìèíóñ � ñæàòèþ; çäåñü ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñæàòèå). Îòñþäà

τxy =
Y (y)x√

1 + Y 2(y)x2
= Y (y)x− Y 3(y)x3

2
+

3Y 5(y)x5

8
− ... (2.2.3)

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (2.2.3) τ ∗ âìåñòî τxy, xF âìåñòî x è h âìåñòî y, ïîëó÷èì:

Y (h) =
1

xF

τ ∗√
1− (τ ∗)2

. (2.2.4)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü

τxy ≈ xY (y), (2.2.5)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåçå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, èñïîëü-

çîâàííîé â ðàáîòàõ [22, 21, 27, è äð.]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (2.2.3) óòî÷íÿåò ýòó ãèïî-

òåçó. Àíàëîãè÷íî, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

σx − σy = 2
(
1− 0,5x2Y 2(y)

)
. (2.2.6)
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Áóäåì, êàê è â ï. 1.2.2, èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûé âàðèàíò óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè.

Ïðè ñæàòèè îí èìååò ñëåäóþùèé âèä. Åñëè

max τxy < α∗ = 0,8392,

òî, êàê è â ï. 1.3.3, èìååò ìåñòî ôîðìóëà (1.3.30)

σx − σy ≈ 2(1− µτ 2xy), µ−1 = 1 +
√
1− α2 = 1 +

√
2K −K2. (2.2.7)

Åñëè

max τxy ≥ α∗ = 0,8392,

òî (ñì. ôîðìóëó (1.3.29))

σx − σy ≈

[
2(1− µ∗τ 2xy), τxy ∈ [0;α∗];

a∗(1− τ 2xy), τxy ∈ [α∗; 1],
(2.2.8)

ãäå, â ñèëó (1.3.28), µ∗ = 0, 6477, a∗ = 3, 6778.

Êàê è â ï. 1.2.2, ïîëó÷èì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíîé ôóíêöèè τxy:

−β
∂2
(
τ 2xy
)

∂x∂y
+
∂2τxy
∂x2

− ∂2τxy
∂y2

= 0. (2.2.9)

Çäåñü êîýôôèöèåíò β îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.3.32):

β =

 2/(1 +
√
2K −K2), åñëè K ≤ 1,8392;

2µ∗ = 1,2954, åñëè K > 1,8392; τxy ∈ [0;α∗] = [0; 0,8392];

a∗ = 3,6778, åñëè K > 1,8392; τxy ∈ [α∗; 1] = [0,8392; 1].

(2.2.10)

Ó÷èòûâàÿ íå÷åòíîñòü ôóíêöèè τ(x, y) ïî x, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.9) ìîæíî èñêàòü â

âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x [20]:

τxy = xY1(y) + x3Y2(y) + x5Y3(y) + ... (2.2.11)

Ïîäñòàâèâ ýòîò ðÿä â (2.2.9) è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïåðåä îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè,

ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Y1, Y2, Y3, ... áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

−4βY
′

1Y1 + 6Y2 − Y
′′

1 = 0, (2.2.12)

−8β (Y1Y2)
′
+ 20Y3 − Y

′′

2 = 0,

−12β
(
Y1Y3 + Y 2

2 /2
)′
+ 42Y4 − Y

′′

3 = 0,

−16β (Y1Y4 + Y2Y3)
′
+ 72Y4 − Y

′′

4 = 0,

è ò.ä. Èç ñðàâíåíèÿ ðàçëîæåíèé (2.2.3) è (2.2.11) ñëåäóåò: Y1 = Y, Y2 = −0, 5Y 3
1 . Èñïîëüçóÿ

ýòè ðàâåíñòâà, çàïèøåì (2.2.12) â âèäå:

Y
′′
+ 4βY Y

′
+ 3Y 3 = 0. (2.2.13)
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Áóäåì êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïðèáëèæåííî èñêàòü â âèäå (2.2.3), ãäå Y � ðåøåíèå ãðà-

íè÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2.3) ñ óñëîâèÿìè (ñì. (2.2.4)):

Y (0) = 0; Y (h) =
1

xF

τ ∗√
1− (τ ∗)2

. (2.2.14)

Çàìåòèì, ÷òî äîïóùåíèå (2.2.5) ïðèâîäèò [76, 22, 21, 26] ê óðàâíåíèþ

Y
′′
+ 4βY Y

′
= 0. (2.2.15)

Òî÷íûì ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Y (0) = 0, Y
′
(0) = B2/2,

ãäå B � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

Y (y) =
B

2β
th(By). (2.2.16)

Ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Y (0) = 0, Y
′
(0) = −B2/2, (2.2.17)

ãäå B � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.15) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

Y (y) = − B

2β
tg(By). (2.2.18)

Ðåøåíèå (2.2.16) îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ ðàñòÿæåíèÿ, ðåøåíèå (2.2.18) � ñæàòèÿ. Ïàðàìåòð

B, õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü ïðîãèáà ëèíèé ñåòêè, çàâèñèò îò òîëùèíû ñëîÿ è ìåíÿåòñÿ

â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû (íåêîòîðûå èç íèõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.1 � 2.3), ïîêà-

çûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (2.2.13) è (2.2.15) ñ îäèíàêîâûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Y (0) = 0, Y (h) = τ ∗/xF . (2.2.19)

ìàëî ðàçëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó â ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.2.18)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2.14).

Èç ôîðìóëû (2.2.18) è âòîðîãî ðàâåíñòâà (2.2.19) ñëåäóåò òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà B:

− B

2β
tg(By) = τ ∗/xF . (2.2.20)

Èç (2.2.3) è (2.2.18) ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé:

τxy = −
x
B

2β
tg(By)√

1 +
x2B2

4β2
tg2(By)

= −x
B

2β
tg(By) +

1

2

(
x
B

2β
tg(By)

)3

− .... (2.2.21)
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Ðèñ. 2.1: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (2.2.13) è (2.2.15)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2.19), ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ñòðåëüáû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðå-

øåíèå çàäà÷è (2.2.15), (2.2.19), òî÷êè � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.13), (2.2.19). κ = 0, 4; K = 1, 3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 x
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
X

Ðèñ. 2.2: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (2.2.13) è (2.2.15)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2.19), ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ñòðåëüáû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðå-

øåíèå çàäà÷è (2.2.15), (2.2.19), òî÷êè � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.13), (2.2.19) κ = 0, 25; K = 1, 5

Âçÿâ â ýòîì âûðàæåíèè òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì, àíàëîãè÷íî ï. 1.4.1, ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé:

σ−
x (x, y) =

B2x2

4β cos2(Bx)
−
B2x2F
4β

+
1

2β
ln

∣∣∣∣∣ cos(Bh)cos(By)

∣∣∣∣∣+ 2 + σ∗
y , x ∈ [0, xF ],

σ−
y (x, y) =

B2x2

4β
−
B2x2F
4β

+
1

2β
ln

∣∣∣∣∣ cos(Bh)cos(By)

∣∣∣∣∣+ σ∗
y , x ∈ [0, xF ]. (2.2.22)

Êîîðäèíàòû òî÷êè xF , ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (1.3.19), èìåþò âèä:

xF = l(1−
√
2κ). (2.2.23)
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Ðèñ. 2.3: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (2.2.13) è (2.2.15),

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2.19), ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ñòðåëüáû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðå-

øåíèå çàäà÷è (2.2.15), (2.2.19), òî÷êè � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.13), (2.2.19) κ = 0, 25; K = 1, 8

2.2.2 Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé ñìåùåíèé

Ðàññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò (2.2.5) ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàñàòåëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé. Òîãäà ôóíêöèÿ Y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.2.15) è èìååò âèä (2.2.18). Â

ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü (2.2.1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè W :

W ′′(y)

2W ′(y)
= − B

2β
tg(By), W (y) < 0, y ∈ (0;h]. (2.2.24)

Èíòåãðèðóÿ åãî è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå vy|y=0 = 0, ñëåäóþùåå èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè,

ïîëó÷àåì (C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ):

(ln(−W ′(y)))′ = −B
β
tg(B y);

ln(−W ′(y)) = −B
β

∫
tg(By) dy = − 1

β

∫
sin(By)

cos(By)
d(By) =

1

β

∫
d cos(By)

cos(By)
=

1

β
ln(cos(By)) + lnC;

W ′(y) = −C cos1/β(By). (2.2.25)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

sina x =

∫ x

0

cosa x dx. (2.2.26)

Òîãäà

W (y) = −C
∫ y

0

cos1/β(By) dy = −C
B

sin1/β(B y), C > 0. (2.2.27)

Ïóñòü vh � ìîäóëü ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé:

vh = |W (h)| .

Òîãäà, â ñèëó (2.2.27),

vh =
C

B
sin1/β(Bh).
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Îòñþäà

C =
Bvh

sin1/β(Bh)
. (2.2.28)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.2.28) â (2.2.27), ïîëó÷èì:

vy =W (y) = −
vh sin1/β(By)

sin1/β(Bh)
. (2.2.29)

Âû÷èñëèì ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè îñè Ox. Èç (1.1.7), (2.2.25) è (2.2.28) ñëåäóåò, ÷òî

vx = −
∫ x

0

∂vy
∂y

dx =

∫ x

0

W ′(y)dx =W ′(y)x =
Bvh x cos

1/β(B y)

sin1/β(B h)
. (2.2.30)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ìåæäó çàãîòîâêîé (ïëàñòè÷åñêèì ñëîåì) è ìàòðèöåé îòñóòñòâóåò ïðî-

ñêàëüçûâàíèå:

vx |y=h = 0. (2.2.31)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2.2.30), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà B:

cos1/β(B h) = 0.

Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü B:

B =
π

2h
. (2.2.32)

Ïóñòü ïàðàìåòð γ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

y = γh, 0 ≤ γ ≤ 1,

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðàâîé ÷àñòè (2.2.32) â (2.2.30) è (2.2.29) ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèÿõ îñåé Ox è Oy ïðèîáðåòàþò âèä:

vx =

πvhx cos
1/β

(
πγ

2

)

2h sin1/β

(
π

2

) ; (2.2.33)

vy = −
vh sin1/β

(
πγ

2

)

sin1/β

(
π

2

) . (2.2.34)

Ðàññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè (1.1.6) â âèäå

|σx − σy| = 2(1− τ 2xy/2). (2.2.35)

Â ýòîì ñëó÷àå β = 1. Òîãäà ôîðìóëû (2.2.33) è (2.2.34) çàìåòíî óïðîùàþòñÿ:

vx =
πvhx cos

πγ

2
2h

; (2.2.36)

vy = −vh sin
πγ

2
. (2.2.37)
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2.2.3 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òî÷êè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñæèìàåìîãî ñëîÿ ïå-

ðåìåùàþòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì. Èõ ðàñ-

ñòîÿíèÿ äî ïðîäîëüíîé îñè ñèììåòðèè ñëîÿ â ïðîöåññå ñæàòèÿ ñëîÿ ïðàêòè÷åñêè íå èçìå-

íÿþòñÿ, òî åñòü ñêîðîñòè èõ ïåðåìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè ñæàòèÿ ðàâíû íóëþ:

vy|(x,y)∈Γ = 0. (2.2.38)

Çäåñü Γ � ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ARC ñæèìàåìîãî ñëîÿ (ðèñ. 2.4). Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò

è ïðîâåäåííûå àâòîðîì ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû â ñðåäå ANSYS WORKBENCH.

Áóäåì íàçûâàòü óñëîâèå (2.2.38) ãèïîòåçîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Ðèñ. 2.4: Ïëàñòè÷åñêèé

ñëîé (÷åòâåðòü) â ïðîöåññå

ñæàòèÿ ïëîñêèìè ïàðàë-

ëåëüíûìè ìàòðèöàìè.

Âû÷èñëèì ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò h = h0 è ñæèìà-

åìûé ïëàñòè÷åñêèé ñëîé èìååò ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, çàäà-

âàåìîé óðàâíåíèåì x = 1. Ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè áóäåì èñêàòü ïîøàãîâî, ñ÷èòàÿ

øàã ∆h íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñëîÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ìàëûõ äåôîðìàöèé. Òîãäà âìåñòî ôîðìóë (2.2.36)

è (2.2.37) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëû:

ux =
πuh
2h

cos
πγ

2
, (2.2.39)

uy = uh sin
πγ

2
, (2.2.40)

ãäå ux è uy � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñëîÿ â íàïðàâëåíèÿõ âäîëü è ïîïåðåê ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ i = 0, 1, 2, 3 è ò.ä., êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïàðà-

ìåòðû:

hi � âûñîòà ñëîÿ,

△h = hi − hi+1 = const,

li � øèðèíà ñëîÿ ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè,

△li+1 = li+1 − li,

ai � øèðèíà ñëîÿ ïî îñè ñèììåòðèè,

ki = ai − li,

Si � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ÷àñòè ñëîÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä íàãðóçêîé (íà ðèñ. 2.4 OHAB è

OH1A1B1 â ðàçíûå ìîìåíòû äåôîðìèðîâàíèÿ),

δSi � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ÷àñòè ñëîÿ, íàõîäÿùåéñÿ íå ïîä íàãðóçêîé (íà ðèñ. 2.4 BAA1RC

è B1A1R1C1 â ðàçíûå ìîìåíòû äåôîðìèðîâàíèÿ).



60

Â ïðîöåññå ñæàòèÿ ÷àñòü ñëîÿ OHAB (ðèñ. 2.4), íàõîäÿùàÿñÿ ïîä íàãðóçêîé, äåôîðìè-

ðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé ïëîñêèõ ñå÷åíèé (ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê PQ ïåðåõîäèò

â ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê P1Q1). ×àñòü ñëîÿ ABC, íå íàõîäÿùàÿñÿ ïîä íàãðóçêîé, äåôîð-

ìèðóåòñÿ òàê, ÷òî îòðåçîê ïðÿìîé QR ïåðåõîäèò â êðèâóþ Q1R1, ïðè÷åì òî÷êè ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè R è R1 íàõîäÿòñÿ íà îäíîé âûñîòå (ãèïîòåçà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè). Òî÷-

êè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, íå ìåíÿÿ ñâîåé îðäèíàòû, â êàêîé-òî ìîìåíò ìîãóò ñîâïàñòü

ñî ñæèìàþùåé ïîâåðõíîñòüþ � ïðîèñõîäèò "íàïëûâ" ñæèìàåìîãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ íà

ñæèìàþùèå ìàòðèöû. Ïîýòîìó, åñëè òî÷êà R íàõîäèòñÿ íà óðîâíå íîâîãî ïîëîæåíèÿ êîí-

òàêòíîé ïîâåðõíîñòè, òî îíà "ïðèëèïàåò" ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, è äëèíà êîíòàêòíîé

ïîâåðõíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ: H1A1 > HA. Íàïðèìåð, òî÷êà A1 íà ðèñ. 2.4 ÿâëÿåòñÿ òî÷-

êîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè AC ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ è òî÷êîé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

íîâîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ôîðìóëó (2.2.39) è ïðèâåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî ôîðìó ñâî-

áîäíîé ïîâåðõíîñòè íà i-ì øàãå ïðåäñòàâèòü â âèäå:

xi = li + ki cos

(
π

2

y

hi

)
, (2.2.41)

èëè, â ÿâíîì âèäå,

y =
2hi
π

arccos

(
x− li
ki

)
. (2.2.42)

Èç ôîðìóëû (2.2.41) ñëåäóåò:

△li+1 = xi|γ=hi+1/h1 − li = ki cos

(
π

2

hi+1

hi

)
=

ki cos

(
π

2

(
1− △h

hi

))
= sin

(
π

2

△h
hi

)
ki. (2.2.43)

Ïëîùàäü δSi ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

δSi =

∫ hi

0

ki cos

(
π

2

y

hi

)
dy =

2hi
π
ki. (2.2.44)

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îáúåìà â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ (óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Si + δSi = Si+1 + δSi+1. (2.2.45)

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (2.2.45) âìåñòî δSi è δSi+1 èõ âûðàæåíèÿ ïî ôîðìóëå (2.2.44),

ïîëó÷èì:

ki+1 =
hi
hi+1

ki +
π

2hi+1

(lihi − li+1hi+1) =

hi
hi+1

ki +
π

2hi+1

(li△h− hi+1△li+1). (2.2.46)

Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïîëàãàåì h0 = h, l0 = l. Î÷åâèäíî, k0 = 0, △l0 = 0.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ i+1 ïî çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ

ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ i.
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Ñíà÷àëà íàõîäèì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå òîëùèíû ñëîÿ ïî ïðåäûäóùåìó:

hi+1 = hi −△h.

Çàòåì íàõîäèì ïðèðàùåíèè øèðèíû ñëîÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ñîñòîÿíèþ:

△ li+1 ïî ôîðìóëå (2.2.43).

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå øèðèíû ñëîÿ ïî çíà÷åíèþ â ïðåäûäóùåì

ñîñòîÿíèè:

li+1 = li +△li+1.

Çàòåì íàõîäèì ki+1 ïî ôîðìóëå (2.2.46) è øèðèíó ñëîÿ íà îñè ñèììåòðèè ïî ôîðìóëå:

ai+1 = ki+1 + li+1.

Íàêîíåö, ïî ôîðìóëå (2.2.42) íàõîäèì óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â (i+1)-ñîñòîÿíèè:

Ðèñ. 2.5: Ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ íà ðàçíûõ øàãàõ ñæàòèÿ ïëîñ-

êèìè ïàðàëëåëüíûìè ìàòðèöàìè. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.

y =
2hi+1

π
arccos

(
x− li+1

ki+1

)
. (2.2.47)

Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñîñòîÿ-

íèé, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ li è ai è ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

â êàæäîì ñîñòîÿíèè.

Íà ðèñ. 2.5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî îïðåäåëåíèþ

ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà îñíîâå èçëîæåííîãî àëãîðèòìà. Ïîêàçàíî èçìåíåíèå

ôîðìû ñå÷åíèÿ ñæèìàåìîãî ñëîÿ, èìåþùåãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò êâàäðàòíîå ñå÷åíèå

(h0 = l0 = a0 = 1), ïðè åãî ñæàòèè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ äî òîëùèíû h = 0, 5 ñ øàãîì

△h = 0, 05.
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Ðèñ. 2.6: Çàâèñèìîñòè øèðèíû ñëîÿ îò ñòåïåíè ñæàòèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.

Íà ðèñ. 2.6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà îñíîâå èçëî-

æåííîãî àëãîðèòìà. Ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò âûñîòû h ðàçìåðîâ ñëîÿ ïî åãî

øèðèíå: íà îñè ñèììåòðèè � a, è íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè � l, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííî ïî

îïèñàííîìó àëãîðèòìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (2.2.43) è (2.2.46), à

òàêæå ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (Ñ.Ñ. Êîíäàêîâ) è â ñðåäå Ansis. Ñïëîø-

íûå � ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïóíêòèð-

íàÿ � ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ â ñðåäå Ansys, øòðèõïóíêòèðíûå � ïî ðåçóëüòàòàì,

ïîëó÷åííûì àíàëèòè÷åñêè. Íèæíèå êðèâûå � çàâèñèìîñòü øèðèíû ñëîÿ ïî êîíòàêòíîé

ïîâåðõíîñòè, âåðõíèå êðèâûå � çàâèñèìîñòè øèðèíû ñëîÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñèììåò-

ðèè. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèè, äàåò ðåçóëüòàòû,

áëèçêèå ê ïîëó÷åííûì äðóãèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, òðåáóþùèìè çíà÷èòåëüíî áîëüøå

ìàøèííîãî âðåìåíè. Õîðîøàÿ ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýô-

ôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé ïðè èññëåäîâàíèè ÍÄÑ ñæèìàåìîãî

ñëîÿ.
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2.2.4 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íàãðóçêè ñæàòèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ

ïðè îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì

Êàê è â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ (ñì. ï. 1.4.3), ïðè ñæàòèè (îñàäêå)

åñòü ñìûñë ðàññìàòðèâàòü 2 òèïà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ.

Ïåðâûé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò ìåñòî ïðè áîëüøîé òîëùèíå ñëîÿ (κ ≈
0, 5− 1). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîð-

ìóëó (1.4.17), ãäå a íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3.3), à ω (äëÿ âû÷èñëåíèÿ a) � ïî ôîðìóëå

(1.3.5). Òîãäà ñðåäíåå êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå íà i-ì øàãå ñæàòèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî

ôîðìóëå

| σyi |=
(
2 +

(1− κi)
2

2ai

)
, (2.2.48)

à Fi � ñæèìàþùåå óñèëèå íà i-ì øàãå, � ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

| Fi |= li

(
2 +

(1− κi)
2

2ai

)
, (2.2.49)

ãäå

κi =
hi
li
, (2.2.50)

ωi =

√
2

√κi

− 1− 1, (2.2.51)

ai =
κi(1− cosωi + sinωi)

sin(2ωi)
. (2.2.52)

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âûñîòû hi è øèðèíû li ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ íà i-ì øàãå, ó÷àñòâóþ-

ùèõ â ôîðìóëå (2.2.50), ïðèâåäåí â ïðåäûäóùåì ïóíêòå 2.2.3.

Âòîðîé òèï íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàåò, åñëè óãîë ω äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ π/4.

Ïðèíèìàÿ â âûðàæåíèè (2.2.22) y = h, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé σy íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå:

σ−
y (x,κ) =

 B2x2

4β
−
B2x2F
4β

+ σ∗
y , x ∈ [0;xF ] ,

σ∗
y , x ∈ [xF ; 1] .

(2.2.53)

Ïðè ýòîì xF = 1 −
√
2κ, ò.å. âî âñÿêîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü κ <

√
2/2. Â äåéñòâèòåëü-

íîñòè, äëÿ áîëåå òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé â ñðåäíåé ÷àñòè ñëîÿ,

ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî κ < 0, 5, ò.å. ôîðìóëà (2.2.53) èìååò ìåñòî äëÿ ñëîåâ ñ îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíîé κ < 0, 5. Íàïðèìåð, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ h = l = 1, òî ýòó

ôîðìóëó ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ h < 0, 65. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2.5, l > 1, 3.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû (1.3.15)

σ∗
y = −(1 + π/2), (2.2.54)

ò.ê. â äàííîì ñëó÷àå K = ∞. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âòîðîé âàðèàíò êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ,

â îòëè÷èå îò ï. 1.4.2, îòñóòñòâóåò. Ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû (2.2.53) ñëåäóåò ïîìíèòü î
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íåïîñòîÿíñòâå (óìåíüøåíèè) ïàðàìåòðà κ = h/l â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîÿ, ò.å.

èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (2.2.50). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñèëèÿ ñæàòèÿ ïðîèíòåãðèðóåì ïî x íà

îòðåçêå [0; l] óðàâíåíèå (2.2.53). Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.2.54) è ôîðìóëó (1.3.19), êîòîðàÿ

â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä (2.2.23), ïîëó÷èì óñèëèå äàâëåíèÿ íà ñëîé (çàãîòîâêó), êîãäà

îí íàõîäèòñÿ â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî äåôîðìèðîâàíèÿ:

Fi = −B
2
i x

3
F

6βi
−
(
1 +

π

2

)
li = − B2

i

6βi
(li −

√
2hi)

3 −
(
1 +

π

2

)
li. (2.2.55)

Çäåñü Fi � ñæèìàþùåå óñèëèå â ìîìåíò, êîãäà h = hi, à àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âûñîòû hi è

øèðèíû li ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ íà i-ì øàãå, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ Bi

è βi, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìóëå (2.2.55), ïðèâåäåí â ïðåäûäóùåì ïóíêòå 2.2.3.

Çàâèñèìîñòü ýòîé ñèëû îò òîëùèíû ñëîÿ, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëàì (2.2.53) è (2.2.55),

ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.7.

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
hi

0
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16
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22Fi

Ðèñ. 2.7: Çàâèñèìîñòü ñèëû ñæàòèÿ îò âûñîòû ñëîÿ h. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò h = l = 1.

2.3 Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñæèìàåìî-

ãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïðè åãî ñêîëüæåíèè ïî êîí-

òàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ñæàòèÿ ñî ñêîëüæåíèåì ïî êîíòàêòíûì ïî-

âåðõíîñòÿì ïëàñòè÷åñêîé çàãîòîâêè, èìåþùåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ ïðÿìî-

óãîëüíîå ñå÷åíèå, â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

Â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè ìîæåò âîçíèêíóòü ìîìåíò, êîãäà íà êîí-

òàêòíîé ïîâåðõíîñòè íà÷èíàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå çàãîòîâêè âäîëü ñæèìàþùåé ìàòðèöû.

Òîãäà äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïðå-

êðàùàåòñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåêðàùàåòñÿ óâåëè÷åíèå óãëà ω−. Â ýòîò ìîìåíò êîíòàêòíîå

óïðî÷íåíèå äîñòèãëî ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû è ðåàëèçîâàíî íå ïîëíîñòüþ.
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Â ðàáîòàõ [22, 27, 32, 23, 25] ðàññìîòðåí ïðîöåññ ïîïåðå÷íîãî ðàñòÿæåíèÿ ñëîÿ. Ñæà-

òèå ñî ñêîëüæåíèåì êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà â ðàìêàõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé ýòèõ ðàáîò ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëîñü. Öåëüþ äàííîãî ïóíêòà ÿâëÿåò-

ñÿ èçó÷åíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ â ïðîöåññå åãî

ñæàòèÿ ïðè íàëè÷èè ñêîëüæåíèÿ ìåæäó ïëîñêèìè êîíòàêòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Â ÷àñòè

ñëîÿ, ðàñïîëîæåííîé ïîä íàãðóçêîé, òî åñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå ìåæäó êîíòàêòíûìè ïî-

âåðõíîñòÿìè, âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà ïëîñêèõ ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé (2.1.1). Ïîëó÷åííûå,

ÿâíûå è íåÿâíûå, àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ìåõàíè÷åñêèå è ãåîìåò-

ðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññà ëèáî â âèäå ÿâíûõ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë, ëèáî íà îñíîâå

èòåðàöèîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì.

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ïðè ïëîñêîé äåôîðìà-

öèè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.1.2)� (1.1.8).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñæàòèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïëîñêèìè ïàðàëëåëüíûìè ïëèòà-

ìè ñî ñêîëüæåíèåì ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè, ïåðå÷èñëåí-

íûìè â 2.1.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ ïîëå õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì îäíîðîäíûì,

âñþäó â ñëîå |σy| = 2, τxy = 0, ω = 0. Çàòåì, íà ïåðâîì ýòàïå äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîÿ,

îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåíóëåâûõ

êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñëîå è, êàê ñëåäñòâèå, âîçíèêíîâåíèþ òàê íàçûâàåìîãî êîí-

òàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ. Â ïîëå õàðàêòåðèñòèê ïîÿâëÿåòñÿ ó÷àñòîê öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ (òî

åñòü ñåêòîð) ñ âåðøèíîé â îñîáîé òî÷êå � òî÷êå âûõîäà êîíòàêòíîé ãðàíèöû íà ñâîáîä-

íóþ. Óãîë ýòîãî ñåêòîðà ω óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîêà íå äîñòèãíåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ

ω∗, îïðåäåëÿåìîãî êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ µ, è â äàëüíåéøåì â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ

îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèåì:

m ≤ µ max
0≤x≤l

σy(x, h).

Ïðè ýòîì îí íå ìîæåò, î÷åâèäíî, ïðåâûñèòü âåëè÷èíû π/4. Â ýòîò ìîìåíò íà÷èíàåòñÿ

âòîðîé ýòàï äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ω∗ çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì (êðèòè÷åñêîì) ñîñòîÿíèè

m = µ max
0≤x≤l

σy(x, h), (2.3.1)

è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè [22, c. 70]: ïðè x ∈ [xF ; l]

m = |τxy(x, h)| = sin(2ω), |σy(x, h)| = 1 + 2ω + cos(2ω). (2.3.2)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (2.3.2) â óðàâíåíèå (2.3.1), ïðè îãðàíè÷åíèè ω ≤ π/4

ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ω∗:

ω∗ = min(
π

4
;ω),

ãäå ω � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

sin(2ω) = µ(1 + 2ω + cos(2ω)). (2.3.3)

Òî÷íåå ãîâîðÿ, èìåþò ìåñòî 2 ñëó÷àÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Ïåðâûé ñëó÷àé (ïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ). Åñ-

ëè

µ ≥ 2

2 + π
, (2.3.4)

òî

ω∗ =
π

4
.

Âòîðîé ñëó÷àé (íåïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ). Åñëè æå

0 ≤ µ ≤ 2

2 + π
,

òî ω∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèå (2.3.3).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé ω = π/4 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

µ =
2

2 + π
.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ω îò µ ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.8.
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Ðèñ. 2.8: Çàâèñèìîñòü óãëà öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ ω îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ.

Óðàâíåíèå (2.2.24) è ñëåäóþùèå èç íåãî ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé ñìåùå-

íèé (2.2.29) è (2.2.30) ñîõðàíÿþòñÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè óïðîùåííîãî âàðèàíòà óñëîâèÿ

ïëàñòè÷íîñòè (2.2.35) ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé ñìåùåíèé ïðèîáðåòàþò âèä:

vx =
Bvhx cos(By)

sin(Bh)
; (2.3.5)

vy =
vh sin(By)

sin(Bh)
. (2.3.6)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà B ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé â òî÷êå F âåëè÷èíå τ ∗. Èç (2.2.3) ïîëó÷èì:

Y = − τ(xF , h)

xF
√

1− τ 2(xF , h)
= − τ ∗

xF
√
1− (τ ∗)2

.
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âìåñòî Y åãî âûðàæåíèå èç (2.2.18), ïîëó÷èì:

(B/2) tg(Bh) = − τ ∗

xF
√

1− (τ ∗)2
,

îòêóäà

B =
1

h
atgd

(
2τ ∗

xF
√
1− (τ ∗)2

)
, (2.3.7)

ãäå τ ∗ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

τ ∗ = sin(2ω∗). (2.3.8)

Çàìåòèì, ÷òî τ ∗ = 1 ïðè ïîëíîé ðåàëèçàöèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò

ïðè îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì èëè ïðè óñëîâèè (2.3.4). Â ýòîì

ñëó÷àå ïî ôîðìóëå (2.3.7)

B =
1

h
atgd∞ =

π

2h
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (2.2.32) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà B ïðè îòñóòñòâèè ñêîëüæå-

íèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (2.3.5) h âìåñòî y, è âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíò B ïî ôîðìóëå

(2.3.7), íàéäåì ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ çàãîòîâêè ïî ïîâåðõíîñòè ìàòðèöû â çàâèñèìîñòè îò

êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ:

vx |y=h= Bvhx ctg(Bh). (2.3.9)

Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà îïèñàííîãî âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (2.3.11) ïîêà-

çàíà íà ðèñ. 2.9. Íà îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìíò. Åãî

ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 2.10 � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ çàãîòîâêè ïî ìàòðèöå â çàâèñèìîñòè

îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ. 1) µ = 0, 2) µ = 0, 1, 3) µ = 0, 2, 4) µ = 0, 3, 5) µ = 0, 4.

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äëÿ "íåòîëñòûõ"ñëîåâ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â ï. 2.2.1, ôîðìóëà-

ìè (2.2.19) è (2.2.22), â êîòîðûõ B âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.3.7), à σ∗
y è xF ïî ôîðìóëàì:

σ∗
y = 1− 2ω∗ + cos(2ω∗), (2.3.10)

xF = 1− 2κ√
1 + sin(2ω∗)

, (2.3.11)

ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (1.3.13)(1.3.16) ñîîòâåòñòâåííî.

2.4 Âûâîäû ïî ãëàâå 2

Ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-

ñòîÿíèå íàõîäÿùåãîñÿ ïîä ñæèìàþùåé íàãðóçêîé ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ â àíàëèòè÷åñêîé

ôîðìå è íàéòè â ëþáîé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ íàïðÿæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå ñëîÿ è ñêîðîñòè

òî÷åê ñëîÿ.

1. Ýòî ïîçâîëèëî íàéòè íàãðóçêó ñæàòèÿ â êàæäûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ (ï. 2.2.4).
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2. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ñæàòèÿ çàãîòîâêè ñêîðîñòü â íàïðàâëå-

íèè ñëîÿ âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû çàãîòîâêè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî

òîëùèíå è ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò ëèíèè ðàçäåëà òå÷åíèÿ (2.2.36); ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ òî÷êè ñëîÿ â íàïðàâëåíèè íàãðóçêè óìåíüøàåòñÿ îò êîíòàêòíîé ïîâåðõ-

íîñòè äî îñè ñèììåòðèè ñëîÿ îò âåëè÷èíû vh äî íóëÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó

(2.2.36).

3. Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìû è ðàçìåðîâ ÷àñòè ñëîÿ, íàõîäÿùåãîñÿ

íå ïîä íàãðóçêîé. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü àïïðîê-

ñèìèðîâàíà ñèíóñîèäîé (2.2.47).

4. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè ïîêàçàëî õîðî-

øóþ ñõîäèìîñòü, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãèïîòåçû ïëîñêèõ

ñå÷åíèé ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïîä ñæèìàþùåé íàãðóçêîé.
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Ðèñ. 2.9: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ çàãîòîâêè ïî ïîâåðõíî-

ñòè ìàòðèöû â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ.
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Ðèñ. 2.10: Ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ òî÷åê ñ êîîðäèíàòîé x êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè çàãîòîâêè

ïî ìàòðèöå. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.



Ãëàâà 3

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ òîíêîñòåííîé

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé

ñëîé èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà

3.1 Íàêëîííûé ìåíåå ïðî÷íûé ñëîé â òîíêîñòåííîé öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå

3.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Êðèòåðèåì äîñòèæåíèÿ ëèñòîâûìè êîíñòðóêöèÿìè è òîíêîñòåííûìè îáîëî÷êàìè ñî-

ñòîÿíèÿ ïðåäðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìè-

ðîâàíèÿ ìàòåðèàëà êîíñòðóêöèè. Ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ äåôîðìà-

öèé è íàïðÿæåíèé â ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè äâóõîñíîì íàãðóæåíèè ïðåäëîæåí

â ðàáîòå [55]. Â ðàáîòàõ [31, 35, 21, 34, 22] ðàçâèâàåòñÿ è óòî÷íÿåòñÿ ïîäõîä ðàáîòû [55].

Íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé,

íàïðÿæåíèé è äàâëåíèÿ â ëèñòîâûõ êîíñòðóêöèÿõ è îäíîðîäíûõ òîíêîñòåííûõ öèëèí-

äðè÷åñêèõ îáîëî÷êàõ. Ñâàðíûå îáîëî÷å÷íûå è ëèñòîâûå êîíñòðóêöèè ìîãóò ñîäåðæàòü

ó÷àñòêè íåîäíîðîäíîñòè. Êàê ïðàâèëî, ýòî ñëîè è ïðîñëîéêè èç ìåíåå èëè áîëåå ïðî÷íîãî,

÷åì îñíîâíîé, ìàòåðèàëà: ñâàðíûå øâû, çîíû ñïëàâëåíèÿ è çîíû òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ.

Èçó÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òàêèõ ñîåäèíåíèé îñíîâàíî íà äâóõ òåîðèÿõ: òåîðèè

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ [21, 22, 37, 105] è òåîðèè

êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ [21, 22, 52, 37, 17, 38]. Ïîäõîäû, ïðèìåíÿåìûå

â ðàáîòàõ [21, 22, 52, 37, 17, 38], ïîçâîëÿþò íàéòè çàâèñèìîñòü íîðìàëüíûõ è êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé â ìåíåå ïðî÷íîì ñëîå îò êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè

ñîåäèíåíèÿ K = k+/k− â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû è, êàê ñëåäñòâèå, âû÷èñëèòü

êîýôôèöèåíò g êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ñëîÿ. Çäåñü k+, k− � ïàðàìåòðû ïëàñòè÷íîñòè
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îñíîâíîãî ìàòåðèàëà è ìàòåðèàëà ñëîÿ � íàïðÿæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ìîìåíò ïîòåðè

ïëàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îáðàçöà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåðèàëà ïîä ðàñòÿãèâàþùåé

íàãðóçêîé.

Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íàêëîííûå ñëîè (ðèñ. 3.1), ò.å. ðàñïîëîæåííûå

ïîä óãëîì ê íàïðàâëåíèÿì âíåøíèõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ íàãðóçîê, ïîðîæäàþùèõ íà-

ïðÿæåíèÿ σ1 è σ2. Ñâàðíûå øâû, çîíû ñïëàâëåíèÿ è çîíû òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ çàâîäñêèõ

øâîâ ñïèðàëüíî-øîâíûõ òðóá ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ñëîåâ. Â ðàáîòàõ [21,

ãë.4], [22, ãë.8], [24, ãë.7], [37, 105] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ìåíåå ïðî÷íîãî íàêëîííîãî ñëîÿ

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ñëó÷àÿ, êîãäà ñëîé îðòîãîíàëåí îäíîé èç

âíåøíèõ íàãðóçîê. Ïðè ýòîì âìåñòî êîýôôèöèåíòà K ñëåäóåò â ýòîé ñõåìå èñïîëüçîâàòü

áîëåå ñëîæíûé ïàðàìåòð Kincl (ñì. íèæå ôîðìóëó (3.1.11)), çàâèñÿùèé îò ìåõàíè÷åñêèõ

è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîåäèíåíèÿ è óñëîâèé íàãðóæåíèÿ.

Â ñëó÷àå ìàëîé êðèâèçíû òîíêîñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ðåçóëüòàòû, îòíîñÿ-

ùèåñÿ ê ëèñòîâûì îáðàçöàì, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà òîíêîñòåííûå îáîëî÷êè [22, ãë.8],

[24, ãë.7]. Êîãäà íàïðÿæåíèÿ â òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå (ÒÖÎ) � îñåâîå

σ1 è êîëüöåâîå σ2, � íåîòðèöàòåëüíû, êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ÒÖÎ ïîäðîáíî èññëåäîâà-

íû â ðàáîòàõ [55, 60, 19, 30, 31, 33, 35, 37, 105], à òàêæå â [21, c. 164�179], [22, c. 26�54,

230�248], [24, ãë.7]. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íàïðÿæåíèÿ σ1 è σ2
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ: 1) îáîëî÷êà ïîäâåðæåíà âíóòðåííåìó äàâëåíèþ

è ñæèìàþùåé îñåâîé íàãðóçêå; 2) îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ

è ðàñòÿãèâàþùåé îñåâîé íàãðóçêè.

Òàêèå óñëîâèÿ âîçìîæíû ïðè ýêñïëóàòàöèè ïîäâîäíûõ òðóáîïðîâîäîâ, à òàêæå íàçåì-

íûõ è ïîäçåìíûõ òðóáîïðîâîäîâ, ïðîëîæåííûõ â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî ðåëüåôà.

Öåëü ãëàâû � íàéòè çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ

è îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â îäíîðîäíîé ÒÖÎ è ÒÖÎ, ñîäåðæàùåé

ìåíåå ïðî÷íûå ñïèðàëüíûå ïðîñëîéêè, ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè

íàãðóæåíèÿ m = σ1/σ2.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñâîéñòâà èçó÷àåìîãî îáúåêòà � ëè-

ñòîâîãî îáðàçöà ñ íàêëîííûì ñëîåì èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà.

1. Ïðåäåëû ïðî÷íîñòè (âðåìåííûå ñîïðîòèâëåíèÿ) σ+
B è σ−

B îñíîâíîãî ìàòåðèàëà îáî-

ëî÷êè èëè ëèñòîâîãî îáðàçöà è ìàòåðèàëà ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî.

2. Óãîë íàêëîíà ñëîÿ ν (óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñëîÿ è íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ

íàãðóçêè σ1, ðèñ. 3.1).

3. Îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ κ, òî åñòü îòíîøåíèå åãî âûñîòû (òîëùèíû) ê øèðèíå

(òîëùèíå ëèñòà èëè ñòåíêè îáîëî÷êè).

4. Êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m = σ1/σ2.

Ïåðå÷èñëåííûå ïàðàìåòðû äàíû ïî óñëîâèþ çàäà÷è.

Ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ íà îñíîâå äàííûõ óñëîâèé.

1. Êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ñîåäèíåíèÿ K = k+/k−.

2. Óñëîâíûé êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòèKincl äëÿ ñëîÿ, íå îðòîãîíàëü-

íîãî âíåøíåé íàãðóçêå, çàâèñÿùèé îò K è ν.

3. Êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ g, g ≥ 1, êîòîðûé çàâèñèò îò
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Ðèñ. 3.1: Íàêëîííûé ñëîé â ëèñòîâîì îáðàçöå.

κ, Kincl è ν.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôîðìóëû (ïîäðîáíîñòè â ðàáîòàõ [22, ãë.8],

[24, ãë.7]). Íàïîìíèì, ÷òî çíàê ìèíóñ â êà÷åñòâå âåðõíåãî èíäåêñà óêàçûâàåò íà îòíîøåíèå

äàííîé âåëè÷èíû ê ìåíåå ïðî÷íîìó ñëîþ; çíàê ïëþñ � ê îñíîâíîìó ìàòåðèàëó ÒÖÎ èëè

ëèñòîâîãî îáðàçöà. Ïóñòü

B = cos2ν +msin2ν; C = (1−m) sin2ν. (3.1.1)

Áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü τyz ÷åðåç τ . Â ðàáîòå [22, ñ. 231] îòìå÷åíî, ÷òî â îñíîâíîì

ìàòåðèàëå îáîëî÷êè è íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñëîÿ

τ = 0, 5Cσ2; σy av = Bσ2. (3.1.2)

Çäåñü σy av =
∫ 1

0
σy(x,κ)dx � ñðåäíåå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé σy íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.

Òàì æå ïðèâåäåíî óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè â íàêëîííîì ñëîå (ñì. ðèñ. 3.1), êîòîðîå â

ïðåäïîëîæåíèè òåîðèè ìàëûõ äåôîðìàöèé èìååò âèä:

∂u−x
∂x

+
∂u−y
∂y

= 0, (3.1.3)

îòêóäà, ïðè óñëîâèè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, ñëåäóåò:

2σ−
z = σ−

x + σ−
y . (3.1.4)

Îòñþäà è èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò ([22, ñ. 232]), ÷òî óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè

Ìèçåñà äëÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ èìååò âèä:

(σ−
x − σ−

y )
2 + 4(τ−xy)

2 = 4(k−)2 − 4(τ−)2, (3.1.5)

ãäå (k−) = σ−
i /

√
3. Òàì æå óêàçàíà ôîðìóëà, ïî êîòîðîé ââîäèòñÿ êîýôôèöèåíò êîíòàêò-

íîãî óïðî÷íåíèÿ g:

|σ−
y av| = 2g

√
(k−)2 − (τ−)2; τ− ̸= k−, (3.1.6)
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à òàêæå ôîðìóëû

|σ−
2 | =

2gk−√
B2 + g2C2

; τ− =
Cgk−√
B2 + g2C2

. (3.1.7)

Çàìåòèì, ÷òî â [22, ñ. 232] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïîýòîìó

òàì îòñóòñòâóþò ìîäóëè â ëåâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (3.1.6) è (3.1.7).

3.1.2 Óñëîâíûé êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè

Ïðè çàôèêñèðîâàííûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ è äàííîì óãëå íàêëîíà ñëîÿ íàïðÿæåíèÿ τ

è, êàê ñëåäñòâèå, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.1.6) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òî÷åê ñëîÿ. Ââåäåì

àíàëîã êîýôôèöèåíòà K � óñëîâíûé êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè Kincl.

Ìîæíî ñ÷èòàòü ([79, ñ. 220], [98, ñ. 144]), ÷òî â ÒÖÎ σ3 = 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå

ýòîãî óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ ÒÖÎ è ëèñòîâûõ îáðàçöàõ. Èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé

è äåôîðìàöèé ïðè òàêîì óñëîâèè èìåþò âèä:

σi =
√
σ2
1 − σ1σ2 + σ2

2; εi =
2√
3

√
ε21 + ε1ε2 + ε22. (3.1.8)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

s =
√
m2 −m+ 1.

Òàê êàê èç (3.1.2) ñëåäóåò, ÷òî

τ+ = 0, 5Cσ+
2 = 0, 5C

σ+
i

s
=

√
3C

2s
k+,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.1.5) èìååò âèä:

4(k+)2 − 4(τ+)2 = 4(k+)2
(
1− 3C2

4s2

)
. (3.1.9)

Íåñëîæíûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â (3.1.9) áîëüøå íóëÿ ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ν è m. Êîýôôèöèåíò Kincl ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè äëÿ íàêëîííîãî ñëîÿ,

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (3.1.5), ââåä¼ì ïî ôîðìóëå:

Kincl =

√
(k+)2 − (τ+)2

(k−)2 − (τ−)2
. (3.1.10)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.1.7) (äëÿ τ) è (3.1.9), ïîëó÷èì:

Kincl = K

√(
1 +

g2C2

B2

)(
1− 3C2

4s2

)
. (3.1.11)

Â ðàáîòàõ [21, ãë. 4],[22, ãë. 8], [37, 105] íàêëàäûâàëîñü îãðàíè÷åíèå: m > 0. Íàïðèìåð,

ïðè îòñóòñòâèè îñåâûõ íàãðóçîê íà òîíêîñòåííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, ïîäâåðæåí-

íóþ âíóòðåííåìó äàâëåíèþ, êîýôôèöèåíò m = 0, 5. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïðè óñëîâèè m > 0,

B ̸= 0. Åñëè m ≤ 0, òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà óêàçàííûõ ðàáîò ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèãîä-

íîé. Â ÷àñòíîñòè, èç (3.1.1) è (3.1.11) âèäíî, ÷òî ïðè m = − ctg2 ν êîýôôèöèåíò Kincl = ∞,
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Ðèñ. 3.2: Çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû Kmin/K îò óãëà íàêëîíà ñëîÿ ν ∈ [0;π/2] ïðè çíà÷åíèÿõ

ïîêàçàòåëÿ äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m = 0;−1;−∞ (ëèíèè 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî) ïðè

îòñóòñòâèè êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ.

òîãäà êàê ñõåìà âû÷èñëåíèÿ g â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ïðîâîäèòñÿ äëÿK < 1, 5. Êðîìå òîãî,

â ðàáîòàõ [22, c. 79�83], [17, 38] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè K ≥ Kcr, Kcr ≈ 1, 98, ñîåäèíåíèå ðàáîòà-

åò èíà÷å � áîëåå ïðî÷íûé îñíîâíîé ìàòåðèàë â îêðåñòíîñòè ñëîÿ â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ

íå ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì â ìåíåå ïðî÷íîì ñëîå ðåàëèçó-

åòñÿ ïîëíîå êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå, êîãäà êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ τxy âáëèçè ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè äîñòèãàþò ñâîåãî íàèáîëüøåãî òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ. Â äàííîì

ñëó÷àå ýòî τ−xy =
√
(k−)2 − (τ−)2.

Íà ðèñ. 3.2, 3.3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû

Kmin/K, Kmin = min(Kincl, Kcr)

îò óãëà íàêëîíà ñëîÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m.

Ðàññìîòðèì ðèñ. 3.2 (êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå îòñóòñòâóåò). Òîãäà, åñëè m = 0, ïðè çíà-

÷åíèÿõ ïðèìåðíî ν < 0, 57 óñëîâíûé êîýôôèöèåíò Kincl êàê ìèíèìóì â 2 ðàçà áîëüøå K,

çàòåì ñ óâåëè÷åíèåì óãëà íàêëîíà óáûâàåò è äëÿ óãëîâ, áîëüøèõ 0,9, Kincl ≈ K. Òàêèì

îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò óãëà íàêëîíà ñëîÿ Óñëîâíûé êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîä-

íîðîäíîñòè ìîæåò ñîâïàäàòü ñ K, à ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Êàê âèäíî èç ðèñ.

3.2 è 3.3, ïðè m = −1 íàèáîëüøåå îòëè÷èå Kincl îò K áûâàåò ïðè óãëàõ â îêðåñòíîñòè π/4.

Âñåãäà ïðè óãëàõ ν = 0 è ν = π/2 (ïðîäîëüíûé è êîëüöåâîé ñëîè) Kincl = K.

3.1.3 Îñîáûé ñëó÷àé íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ

Ôîðìóëà (3.1.11) íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà

|τ | = k−, (3.1.12)

B = 0. (3.1.13)

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (3.1.12) è (3.1.13) ðàâíîñèëüíû.
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Ðèñ. 3.3: Çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû Kmin/K îò óãëà íàêëîíà ñëîÿ ν ∈ [0;π/2] ïðè çíà÷åíèÿõ

ïîêàçàòåëÿ äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m = 0;−1;−∞ (ëèíèè 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî), êîãäà

êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ g = 1, 3.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. τ = k− ⇔ B = 0 ⇔ m = − ctg2 ν.

Ïðè óñëîâèè (3.1.12) |τ | = k− ìàòåðèàë ñëîÿ íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ ÷èñòîãî ñäâèãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ = k−. Òîãäà, â ñèëó (3.1.2), σ2 ̸= 0, è

B =
σy av

σ2
=

2g
√

(k−)2 − τ 2

σ2
= 0.

Îáðàòíî, åñëè B = 0, òî èç (3.1.2) ñëåäóåò, ÷òî
√
(k−)2 − τ 2 = 0. Èç (3.1.1) è (3.1.2)

ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ (3.1.12) è (3.1.13) ðàâíîñèëüíû êàæäîìó èç óñëîâèé:

m = − ctg2 ν; C = 2 ctg ν; C = 2
√
−m. (3.1.14)

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò τxz = 0. Èç óðàâíåíèÿ òåêó÷åñòè (3.1.5) è ðàâåíñòâà

(3.1.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè (3.1.12)

σx = σy = σz = 0; τxy = 0. (3.1.15)

Îáðàòíîå î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Êîãäà íàïðÿæåíèÿ σ1 è σ2, ïîðîæäàåìûå âíåøíèìè íàãðóçêàìè, íàõî-
äÿòñÿ â îòíîøåíèè σ1 ≈ −σ2 ctg2 ν, óñëîâíûé êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè
Kincl ≈ ∞ � îñíîâíîé ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòåðèàëó ñëîÿ êàê æåñòêîå

òåëî (íå âîâëåêàåòñÿ â ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå).

Âûðàçèì σ1 è σ2 ÷åðåç ïàðàìåòðû.

Åñëè σ1 < 0, σ2 > 0 , èñïîëüçóÿ (3.1.2),(3.1.12) è (3.1.14), ïîëó÷èì:

σ1 =
2k−m

C
= −

√
−mk− = (−ctgν)k−; σ2 =

2k−

C
=

k−√
−m

= (tgν)k−. (3.1.16)

Àíàëîãè÷íî, ïðè σ1 > 0, σ2 < 0 è óñëîâèè (3.1.12) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

σ1 =
2k−m

C
=

√
−mk− = (ctg ν)k−; σ2 =

−2k−

C
=

−k−√
−m

= (− tg ν)k−. (3.1.17)
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3.2 Êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îäíîðîäíîé òîíêîñòåííîé öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýô-

ôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ

3.2.1 Ââåäåíèå. Ãèïîòåçà "åäèíîé êðèâîé" è êðèòåðèé Ñâèôòà ïî-

òåðè óñòîé÷èâîñòè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

Áóäåì íàçûâàòü öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó òîíêîñòåííîé [22, ñ.10], åñëè îòíîøåíèå òîë-

ùèíû ñòåíêè t ê åå âíóòðåííåìó ðàäèóñó R ìàëî: t≪ R. Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå îáîëî÷êó

ñ÷èòàþò òîíêîñòåííîé, åñëè t/R ≤ 0, 02...0, 025.

Â òàêîì ñëó÷àå ïðè èçó÷åíèè ôðàãìåíòà îáîëî÷êè, ñðàâíèìîãî ïî øèðèíå ñ åå òîëùè-

íîé (íàïðèìåð, ó÷àñòêà, ñîäåðæàùåãî ìåíåå ïðî÷íûé ñëîé), ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êðèâèçíîé

îáîëî÷êè. Ýòî äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê íàêëîííûì

ñëîÿì â ëèñòîâûõ îáðàçöàõ, íà ñïèðàëüíûå ñëîè òîíêîñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê.

Ðàññìîòðèì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé

îáîëî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî èëè âíåøíåãî äàâëåíèÿ p è, îäíîâðå-

ìåííî, ðàñòÿãèâàþùåé èëè ñæèìàþùåé îñåâîé ñèëû N .

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ïîëîâèíå 20-ãî âåêà ìíîãèìè àâòî-

ðàìè (E.A. Devis [15], D. Broek [103], À.Ì. Æóêîâ [40, 41], Í.ß. Ìèõàéëîâ, Þ.È. ßíã [67],

Ã.Ñ. Ïèñàðåíêî, À.À. Ëåáåäåâ [79, c. 328�336]; äðóãèå ðàáîòû ñì. â ìîíîãðàôèè Â.Ë. Äèëü-

ìàíà, Ò.Â. Åðîøêèíîé [22, ñ. 26]), ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè îäíîâðåìåííûì

ðàñòÿæåíèåì è ñäâèãîì èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà óäîâëåòâîðèòåëüíî ïîäòâåðæäàåòñÿ "ãè-

ïîòåçà åäèíîé êðèâîé" Ï. Ëþäâèêà (P. Ludwik) â ôîðìå:

σi = f(εi), (3.2.1)

ãäå σi è εi � èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó äëÿ ìà-

òåðèàëà ñëîÿ, ïîäâåðæåííîãî àíàëîãè÷íûì íàãðóçêàì, äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå ýòîé ãèïî-

òåçû. Ðàñïðîñòðàíåííûì â ëèòåðàòóðå ÿâëÿåòñÿ äîïóùåíèå [60], ÷òî

σi = Aεni , A = enn−nσB. (3.2.2)
Çäåñü

e � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà,

n � ïîêàçàòåëü óïðî÷íåíèÿ; ýòî ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, õàðàêòåðèçóþùèé åãî ïëàñòè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà (äëÿ ìíîãèõ ñòàëåé n = 0, 10...0, 15),

σB � ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà.

Â ðàáîòàõ [21, 22] ïðåäëîæåíû äðóãèå àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè (3.2.1), êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè è óòî÷íåíèÿìè ôóíêöèè (3.2.2), â òîì ÷èñëå çàâèñèìîñòü

σi = Aεni exp (aεi), A = enn−n(1− a)nσB. (3.2.3)

Êàê èçâåñòíî [55], ñóùåñòâóåò äâà âèäà êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîñòåííîé öèëèí-

äðè÷åñêîé îáîëî÷êè èç óïðî÷íÿåìîãî ìàòåðèàëà: îáùàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåñ-

ñà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ÎÏÓÏÄ) è ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè

(ËÏÄ). Êàêîå èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ðåàëèçóåòñÿ, çàâèñèò îò óñëîâèé íàãðóæåíèÿ [21, 22].
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíòåíñèâíîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êàê ÎÏÓÏÄ, òàê è ËÏÄ, â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé Õ. Ñâèôòà [121] (èñïîëüçî-

âàííûé òàêæå Ç. Ìàðöèíüÿêîì [116, 115]). Íàïîìíèì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñóòü ýòîãî

êðèòåðèÿ [121], ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèâàííàÿ â ðàáîòàõ [55, 31, 33, 35].

Îáùàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ÎÏÓÏÄ).

Èçìåíåíèå ðàçìåðîâ äàííîãî ó÷àñòêà êîíñòðóêöèè ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíèõ ñèë ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ýòîì ó÷àñòêå, êîòîðîå äî êàêîãî-òî

ìîìåíòà êîìïåíñèðóåòñÿ åãî äåôîðìàöèîííûì óïðî÷íåíèåì, è äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñ-

õîäèò ñòàáèëüíî. Êîãäà äåôîðìàöèîííîå óïðî÷íåíèå â ñèëó åãî íåäîñòàòî÷íîé ñêîðîñòè

ðîñòà îêàçûâàåòñÿ íå â ñîñòîÿíèè äåçàâóèðîâàòü óâåëè÷åíèå äåôîðìàöèè, ïðîèñõîäèò ïî-

òåðÿ ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ � íàñòóïàåò êðèòè÷åñêèé ìî-

ìåíò äåôîðìèðîâàíèÿ (ñîñòîÿíèå ïðåäðàçðóøåíèÿ). ×èñëåííî ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì äèôôåðåíöèàëîâ óêàçàííûõ çàâèñèìîñòåé.

Ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (ËÏÄ).

Îñíîâàííàÿ íà êðèòåðèè Ñâèôòà ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè äå-

ôîðìàöèé (εi)loc, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé (ËÏÄ),

òî åñòü âîçíèêàåò êîëüöåâàÿ øåéêà èëè ïðîäîëüíàÿ âûïó÷èíà, ïîäðîáíî èçëîæåíà â ðà-

áîòàõ [55, 31, 33, 35].

Ïóñòü íàïðÿæåíèÿ σj (j = 1; 2) íà ñå÷åíèè îáîëî÷êè ïëîùàäè Sj, îðòîãîíàëüíîì ãëàâ-

íîìó j-ìó íàïðàâëåíèþ, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé σj = Nj/Sj ãäå Nj (j = 1; 2) � ñèëû,

äåéñòâóþùèå íà ýòîì ñå÷åíèè. Êàê èçâåñòíî, â ïðîöåññå ðàâíîìåðíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äå-

ôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè ïðèðîñò íàïðÿæåíèé èç-çà óìåíüøåíèÿ êàêîãî-òî "ñëàáîãî" ñå-

÷åíèÿ îáîëî÷êè êîìïåíñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì, ïî ñðàâíåíèþ ñ íåîñëàáëåííûì ñå÷åíèåì,

ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëà ïëàñòè÷åñêîìó äåôîðìèðîâàíèþ âñëåäñòâèå óïðî÷íåíèÿ. Îä-

íàêî â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äå-

ôîðìàöèé îáîëî÷êè â öåëîì ýëåìåíòàðíûé ïðèðîñò íàïðÿæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ â ñëàáîì

ñå÷åíèè îêàçûâàåòñÿ â êàêîé-òî ìîìåíò ìåíüøå ïðèðîñòà íàïðÿæåíèé âñëåäñòâèå èçìåíå-

íèÿ ãåîìåòðèè êîíñòðóêöèé, òî åñòü îáîëî÷êà òåðÿåò ëîêàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü, è îáðàçó-

åòñÿ øåéêà (êðèòåðèé Ñâèôòà ïðèìåíèòåëüíî ê ËÏÄ). Ðàññìàòðèâàÿ äâà ïàðàëëåëüíûõ

ñå÷åíèÿ, îñëàáëåííîå è íåîñëàáëåííîå, îðòîãîíàëüíûõ îäíîìó èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé,

âèäèì, ÷òî ýôôåêòèâíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýòè ñå÷åíèÿ è çàâèñÿùèå êàê îò âíåøíèõ

íàãðóçîê, òàê è îò èçìåíÿþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè, îäèíàêîâû,

à ðàçëè÷èå â íàïðÿæåíèÿõ, äåéñòâóþùèõ íà ýòèõ ñå÷åíèÿõ, îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü ðàçëè÷è-

åì ïëîùàäåé íà ýòèõ ñå÷åíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Ñâèôòà ê óñëîâèÿì

âîçíèêíîâåíèÿ øåéêè, íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà Nj ïîñòîÿííà, à ïëîùàäü ñå÷åíèÿ Sj íà-

õîäèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò äîñòèãíóòîé äåôîðìàöèè.



79

3.2.2 Íàõîæäåíèå êðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé îäíîðîäíîé òîíêî-

ñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îòðèöàòåëüíîì êî-

ýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ â ñòåíêå òîíêîñòåííîé îáîëî÷êè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî

ôîðìóëàì [79, ñ. 220], [98, ñ. 144]:

σ1 =
Rp

2t
+

N

2πRt
; σ2 =

Rp

t
; σ3 = 0. (3.2.4)

Çäåñü σ1, σ2, σ3 � îñåâîå, êîëüöåâîå è ðàäèàëüíîå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî,

p � âíóòðåííåå èëè âíåøíåå äàâëåíèå, N � îñåâàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ èëè ñæèìàþùàÿ ñèëà.

Èç (3.2.4) ñëåäóåò:

N = π (2m− 1)R t σ2 = πp (2m− 1)R2. (3.2.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, îñåâàÿ ñèëà N è äàâëåíèå p èìåþò ðàçíûå çíàêè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà m < 0, 5.

Ïóñòü ε1, ε2, ε3 � îñåâàÿ, êîëüöåâàÿ è ðàäèàëüíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå äåôîðìàöèè ñòåíêè

îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâåííî, t0 è R0 � çíà÷åíèÿ t è R â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ. Òîãäà

R = R0 exp ε2, t = t0 exp ε3. (3.2.6)

Â ïðîöåññå ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåñæèìàåìî-

ñòè:

ε1 + ε2 + ε3 = 0. (3.2.7)

Ñ÷èòàåì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ìàëûõ äåôîðìàöèé, ïðîïîðöèîíàëüíû äåâèàòîðû

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé:

σj − (σ1 + σ2 + σ3)/3 = λεj, j = 1, 2, 3.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè è óñëîâèÿ σ3 = 0,

â âèäå:

(2−m)ε1 = (2m− 1)ε2. (3.2.8)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè m < 0, 5 äåôîðìàöèè ε1 è ε2 èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñóùåñòâåííî

çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîì îòíîøåíèè äðóã ñ äðóãîì èçìåíÿþòñÿ âåëè÷èíû N è p â ïðîöåññå

íàãðóæåíèÿ îáîëî÷êè. Íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû îáû÷íî ïðîâîäèëèñü ïðè óñëîâèè, êîãäà

â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê îòíîøåíèå îñåâîé ñèëû è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ

îñòàâàëîñü íåèçìåííûì: N/p = const ([104, 79, è äð.]). Ïîýòîìó â ðàáîòàõ Â.Ë. Äèëü-

ìàíà è ñîàâòîðîâ [31, 19, 33, 21, 22, è äð.] ðàññìàòðèâàëîñü ïðîïîðöèîíàëüíîå óñëîâèå

íàãðóæåíèÿ: N/p = const. Â ðàáîòå [55] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî N/p = const è

m = σ1/σ2 = const . (3.2.9)
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Îäíàêî ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç

(3.2.5) è (3.2.6), â ïðåäïîëîæåíèè m = const âåëè÷èíà N/p â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ èç-

ìåíÿåòñÿ ïî çàâèñèìîñòè:
N

p
=
N0

p0
exp(2ε2), (3.2.10)

ãäå N0 è p0 � îñåâàÿ ñèëà è äàâëåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ.

Íàïîìíèì (ôîðìóëû (3.1.8)), ÷òî èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ïðè óñëî-

âèè (3.2.4) σ3 = 0 èìåþò âèä:

σi =
√
σ2
1 − σ1σ2 + σ2

2; εi =
2√
3

√
ε21 + ε1ε2 + ε22. (3.2.11)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå:

s =
√
m2 −m+ 1.

Âñþäó â ðàáîòå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-

íûì ïàðàìåòð m � êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ ñòåíêè ÒÖÎ èëè ëèñòîâîãî

îáðàçöà.

Èç (3.2.8) è (3.2.11) ñëåäóåò ïðè óñëîâèè m < 0, 5:

|ε1| =
1− 2m

2s
εi; |ε2| =

2−m

2s
εi, (3.2.12)

à òàêæå, ñ ó÷åòîì (3.2.11), (3.2.4) è (3.2.6),

σi = s|σ2| =
sR|p|
t

=
sR0|p|
t0

exp(2ε2 + ε1). (3.2.13)

Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñåãäà m < 0 (ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà 3 âåðíû äëÿ ëþáûõ

m < 0, 5). Êàê áûëî çàìå÷åíî, òîãäà ε1 è ε2 èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà σ2.

Ïåðâûé ñëó÷àé: σ2 ≥ 0. Èç (3.2.5) ñëåäóåò, ÷òî òîãäà N ≤ 0 � îñåâàÿ ñèëà îòðèöà-

òåëüíà, òî åñòü öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñæèìàþùåé îñåâîé

íàãðóçêè è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Äàâëåíèå p íà îáîëî÷êó ïîëîæèòåëüíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííèì, â ñèëó (3.2.4). Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöåâûå äåôîðìàöèè ïîëîæèòåëüíû.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ÎÏÓÏÄ. Èç (3.2.8) è (3.2.12) ñëåäóåò, ÷òî

ε2 > 0; ε1 =
1− 2m

m− 2
ε2 < 0; ε3 =

1 +m

m− 2
ε2 < 0; ε1 + 2ε2 =

3

2−m
ε2 =

3

2s
εi > 0. (3.2.14)

Çíàê ε3 çàâèñèò îò m. Åñëè m ≥ −1, òî ε3 ≤ 0; åñëè m < −1, òî ε3 > 0. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå, â ñèëó (3.2.13) è (3.2.14),

σi =
sR0|p|
t0

exp (2ε2 + ε1) =
sR0p

t0
exp

(
3

2s
εi

)
. (3.2.15)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå ïî εi ôóíêöèé (3.2.15) è (3.2.2), äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ ïðåä-

âàðèòåëüíî âû÷èñëèâ èõ ëîãàðèôìû, ïîëó÷èì:

(lnA+ n ln εi)
′ = (ln

sR0p

t0
+

3

2s
εi)

′,
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îòêóäà

(εi)tot =
2sn

3
. (3.2.16)

Êàê áûëî çàìå÷åíî, â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå íàñòóïàåò â ôîðìå ÎÏÓÏÄ.

Âû÷èñëèì, ñëåäóÿ ìåòîäèêå ðàáîò [55, 33, 35], êðèòè÷åñêèå èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé

(εi)loc, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé (ËÏÄ), òî åñòü

âîçíèêàåò ïðîäîëüíàÿ âûïó÷èíà.

Ïóñòü l � äëèíà íåêîòîðîãî îðòîãîíàëüíîãî ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè, à åãî ïëî-

ùàäü S2 = lt. Òîãäà l = l0 exp ε1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ñâèôòà ïðèìåíèòåëüíî ê

ËÏÄ, âñïîìèíàÿ ôîðìóëû (3.2.6), (3.2.7), (3.2.12), ïîëó÷èì:

σ2 =
N2

S2

=
N2

lt
=
N2 exp ε2
l0t0

=

N2 exp

(
2−m

2s
εi

)
l0t0

= C2 exp

(
2−m

2s
εi

)
, N2 < 0, C2 < 0.

(3.2.17)

Çäåñü C2 =
N2

l0t0
. Ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîìåíòó âîçíèê-

íîâåíèÿ âûïó÷èíû, â ñèëó (3.2.13) è (3.2.17), ðàâíà:

σi = s|σ2| = C2 exp

(
2−m

2s
εi

)
.

Â áîëåå ïîëíîé ôîðìå, íà îñíîâå âòîðîãî ðàâåíñòâà â (3.2.4), ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

σi =
sR0p

t0
exp(ε2) =

sR0p

t0
exp

(
2−m

2s
εi

)
. (3.2.18)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò ëîêàëèçàöèÿ äåôîðìà-

öèè â ôîðìå âûïó÷èíû, ïðèðàâíÿåì äèôôåðåíöèàëû âûðàæåíèé (3.2.2) è (3.2.18). Ïîëó-

÷èì:

(εi)loc =
2sn

2−m
, (3.2.19)

îòêóäà â ñèëó (3.2.12),

(ε2)loc = n. (3.2.20)

Ðàçóìååòñÿ, ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè âîçíèêàåò

ëèáî êàê ÎÏÓÏÄ, ëèáî â âèäå ËÏÄ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èíòåíñèâíîñòü äåôîð-

ìàöèè ìåíüøå � (εi)tot èëè (εi)loc. Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèè

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(εi)cr = min((εi)tot, (εi)loc).

Ïîýòîìó èç ôîðìóë (3.2.16) è (3.2.19) ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Ïóñòü σ1 < 0, σ2 > 0. Òîãäà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ âîçíèêàåò

â âèäå ÎÏÓÏÄ ïðè −1 ≤ m < 0, 5 è â âèäå ËÏÄ � ïðîäîëüíîé âûïó÷èíû, � ïðè m ≤ −1.

Êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(εi)cr =


2sn

2−m
, åñëè m ≤ −1;

2sn

3
, åñëè − 1 ≤ m < 0, 5.

(3.2.21)
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Âòîðîé ñëó÷àé. Ïóñòü σ2 ≤ 0. Èç (3.2.5) ñëåäóåò, ÷òî òîãäà N ≥ 0 � îñåâàÿ ñèëà

ïîëîæèòåëüíà. Äàâëåíèå p íà îáîëî÷êó îòðèöàòåëüíî, ò.å. âíåøíåå, â ñèëó (3.2.4). Â ýòîì

ñëó÷àå êîëüöåâûå äåôîðìàöèè îòðèöàòåëüíû, ïðè÷åì

ε2 < 0; ε1 =
1− 2m

m− 2
ε2 > 0; ε3 =

1 +m

m− 2
ε2 > 0; ε1 + 2ε2 =

3

2−m
ε2 = − 3

2s
εi < 0. (3.2.22)

Çíàê ε3 çàâèñèò îò m. Åñëè m ≥ −1, òî ε3 ≥ 0; åñëè m < −1, òî ε3 < 0. Èç (3.2.13) è

(3.2.22) ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

σi =
sR0|p|
t0

exp (ε1 + 2ε2) =
sR0p

t0
exp

(
− 3

2s
εi

)
. (3.2.23)

Òàê êàê òåïåðü àðãóìåíò ó ýêñïîíåíòû îòðèöàòåëüíûé, êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå â âèäå

ÎÏÓÏÄ íå ðåàëèçóåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ óñòîé÷èâîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-

âàíèÿ îáîëî÷êè èäåò äî ËÏÄ, òî åñòü äî âîçíèêíîâåíèÿ ïîïåðå÷íîé (êîëüöåâîé) øåéêè.

Âû÷èñëèì, ñëåäóÿ ìåòîäèêå ðàáîò [55, 33, 35], êðèòè÷åñêèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé

(εi)loc, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò êîëüöåâàÿ øåéêà.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.2.6), (3.2.7), (3.2.12), ïîëó÷èì:

σ1 =
N1

S1

=
N1

2πRt
=
N1 exp ε1
2πR0t0

=

N1 exp

(
1− 2m

2s
εi

)
2πR0t0

= C1 exp

(
1− 2m

2s
εi

)
, N1 > 0, C1 > 0.

Çäåñü C1 =
N1

2πR0t0
� ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ âîçíèêíîâåíèþ êîëüöåâîé øåéêè, ðàâíà:

σi =
s|σ1|
|m|

= C1
s

|m|
exp

(
1− 2m

2s
εi

)
. (3.2.24)

Â áîëåå ïîëíîé ôîðìå, íà îñíîâå âòîðîãî ðàâåíñòâà â (3.2.4), ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

σi =
sR0p

t0
exp ε1 =

sR0p

t0
exp

(
1− 2m

2s
εi

)
. (3.2.25)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò êîëüöåâàÿ øåéêà, ïðè-

ðàâíÿåì äèôôåðåíöèàëû âûðàæåíèé (3.2.2) è (3.2.25). Ïîëó÷èì:

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Ïóñòü σ1 > 0, σ2 < 0. Òîãäà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ

âñåãäà â âèäå ËÏÄ � êîëüöåâîé øåéêè, ïðè÷åì êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(εi)loc =
2sn

1− 2m
. (3.2.26)

Èç (3.2.26) ñëåäóåò, ÷òî

(ε1)loc =
1− 2m

2s
(εi)loc = n. (3.2.27)

Â ñëó÷àå ÷èñòîãî ðàñòÿæåíèÿ m = −∞. Èç ôîðìóëû (3.2.26) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî (εi)loc =

(ε1)loc = n � õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò äëÿ ðàñòÿãèâàåìîãî ñòåðæíÿ [55, 60, è äð.].
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3.2.3 Íàõîæäåíèå êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è êðèòè÷åñêîãî äàâ-

ëåíèÿ îäíîðîäíîé òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè

ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ.

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ï. 3.2.2, â ïåðâîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå òîíêîñòåí-

íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû m, è êàê

ÎÏÓÏÄ, è êàê ËÏÄ (ôîðìóëà (3.2.21)). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè íà-

ïðÿæåíèé ïîäñòàâèì çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé (3.2.21) â ôîðìóëó

(3.2.2).

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3. Ïóñòü σ1 < 0, σ2 ≥ 0. Òîãäà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ âîçíèêàåò

â âèäå ÎÏÓÏÄ ïðè −1 ≤ m < 0, 5 è â âèäå ËÏÄ � ïðîäîëüíîé âûïó÷èíû, � ïðè m ≤ −1.

Êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé è ïàðàìåòð k+ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

(σi)cr =


(

2es

2−m

)n

σB, åñëè m ≤ −1;(
2es

3

)n

σB, åñëè − 1 ≤ m < 0, 5.

(3.2.28)

k+ =
(σi)cr√

3
, (3.2.29)

ãäå (σi)cr çàïèñàíî â (3.2.28).

Ïîäñòàâèâ âìåñòî σi åãî âûðàæåíèå (3.2.28) â ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (3.2.15), à âìåñòî

εi åãî âûðàæåíèå (3.2.21), íàéäåì êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå â îáîëî÷êå â ìîìåíò ÎÏÓÏÄ

â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé íàãðóæåíèÿ m, ñâîéñòâ ìàòåðèàëà n è σB è ãåîìåòðè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè t0 è R0:

p cr =


(
2

3

)n
t0

s1−nR0

σB, åñëè m ≤ −1;(
2

2−m

)n
t0

s1−nR0

σB, åñëè − 1 ≤ m < 0, 5.

(3.2.30)

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ï. 3.2.2, âî âòîðîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå òîíêîñòåííîé

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðåàëèçóåòñÿ êàê ËÏÄ � êîëüöåâàÿ øåéêà. Ïîäñòàâèì âûðàæå-

íèå (3.2.26) â ôîðìóëó (3.2.2). Ïîëó÷èì:

Ïðåäëîæåíèå 3.2.4. Ïóñòü σ1 > 0, σ2 ≤ 0. Òîãäà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ âîçíèêàåò

â âèäå êîëüöåâîé øåéêè. Êðèòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïî-

ÿâëåíèþ êîëüöåâîé øåéêè, îñåâîå êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå è ïàðàìåòð k+ âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ôîðìóëàì:

(σi)loc =
( e
n

)n( 2sn

1− 2m

)n

σB =

(
es

0, 5−m

)n

σB, (3.2.31)

(σ1)loc =
|m|(σi)loc

s
=

|m|
s

(
es

0, 5−m

)n

σB. (3.2.32)
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k+ =
(σi)loc√

3
, (3.2.33)

ãäå (σi)loc çàïèñàíî â (3.2.31).

Ïîäñòàâèâ â (3.2.25) âìåñòî σi åãî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (σi)loc èç ôîðìóëû (3.2.31), à

âìåñòî εi âûðàæåíèå åãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ (3.2.26), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü êðèòè÷å-

ñêîãî äàâëåíèÿ îò óñëîâèé íàãðóæåíèÿ m, ñâîéñòâ ìàòåðèàëà n è σB è ãåîìåòðè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè t0 è R0:

Ñëåäñòâèå 3.2.1.

p cr =
t0

(0, 5−m)ns1−nR0

σB. (3.2.34)

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ËÏÄ â ôîðìå êîëüöåâîé øåéêè, åñòåñòâåííî íàéòè

êðèòè÷åñêóþ îñåâóþ ñèëó, âûçûâàþùóþ âîçíèêíîâåíèå ýòîé øåéêè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

(3.2.24) â âèäå:

N =
2πR0t0|m|σi

s
exp

(
−0, 5−m

s
εi

)
.

Ïîäñòàâèâ â (3.2.25) âìåñòî σi åãî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (σi)loc èç ôîðìóëû (3.2.31), à

âìåñòî εi âûðàæåíèå åãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ (3.2.26), ïîëó÷èì:

Ñëåäñòâèå 3.2.2.

N cr =
2πR0t0|m|

(0, 5−m)ns1−n
σB. (3.2.35)

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ïðè m = −∞ íàãðóæåíèå îáîëî÷êè ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì ðàñòÿæåíèåì.

Èç ôîðìóë (3.2.26) è (3.2.31) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(εi)loc = n; (σi)loc = enσB,

à èç (3.2.35), ÷òî

N cr = 2πR0t0 σB.

Ýòî ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè [55], [21, c. 27], [22, c. 29�30].

3.3 Óñëîâèÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íàêëîííîãî ñëîÿ

â òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå

3.3.1 Íàõîæäåíèå èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé â íàêëîííîì ñëîå

ëèñòîâîãî îáðàçöà, íàõîäÿùåìñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè,

ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ëèñòîâîé êîíñòðóêöèè èëè òîíêîñòåííîé öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íàäî çíàòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ k+ è k−. Âåëè÷èíà k+ õàðàê-

òåðèçóåò ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îñíîâíîãî

ìàòåðèàëà ëèñòîâîãî îáðàçöà èëè òîíêîñòåííîé îáîëî÷êè è âû÷èñëåíà â ï. 3.2.3, ôîðìóëû
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(3.2.29), (3.2.28) â ïåðâîì ñëó÷àå (âíóòðåííåå äàâëåíèå è îñåâîå ñæàòèå) è (3.2.33), (3.2.31)

âî âòîðîì ñëó÷àå (âíåøíåå äàâëåíèå è îñåâîå ðàñòÿæåíèå).

Ïàðàìåòð k− õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà ñëîÿ â ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâî-

ñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Áóäåì, êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â

ïðîöåññå ðîñòà âíåøíåé íàãðóçêè ïàðàìåòð m = σ1/σ2 < 0 è íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé: σ1 < 0, σ2 > 0.

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â ñëîå äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá. Èç ôîðìóë (3.2.12) è (3.2.13) ñëåäóåò, â ïðåäïîëîæåíèè òåîðèè ìàëûõ

äåôîðìàöèé, ÷òî

εi =
2s|ε−2 |
2−m

=
2ε−2 σ

−
i

(2−m)σ−
2

. (3.3.1)

Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â ñèëó îãðà-

íè÷åíèÿ m < 0, 5.

Â ìåíåå ïðî÷íîì ñëîå îòíîøåíèå íàïðÿæåíèé σi è σ2 çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîíòàêòíîãî

óïðî÷íåíèÿ g è óãëà íàêëîíà ñëîÿ ν. Ýòà çàâèñèìîñòü èìååò âèä (3.1.7)

σ−
2 =

2gk−√
B2 + g2C2

=
2gσ−

i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.2)

Îòñþäà è èç (3.3.1) ñëåäóåò, ÷òî

ε−2 =
ε−i σ

−
2 (2−m)

2σ−
i

=
g(2−m)ε−i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.3)

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò ëèñòîâîãî îáðàçöà (ðèñ. 3.4, a). Ïóñòü h = h0 exp ε−2

h

t

L

σ2

σ2

σ1

σ1

t

σ2

σ2

σ1

σ1

H

l

b)a)

(+)

(+)

(-)

(+) (-) (+)

Ðèñ. 3.4: Äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ íàêëîííîãî ñëîÿ â ïðÿìîóãîëüíîì ôðàãìåíòå ëè-

ñòîâîãî îáðàçöà.

� òîëùèíà ñëîÿ â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàïðÿæåíèé σ2, h0 � òîëùèíà ñëîÿ â íà÷àëüíûé

ìîìåíò íàãðóæåíèÿ), t è L � òîëùèíà è øèðèíà ôðàãìåíòà ëèñòà, V = tLh � îáúåì ñëîÿ,
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êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, N2 � âíåøíÿÿ ñèëà,

äåéñòâóþùàÿ â íàïðàâëåíèè σ2 â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ. Òîãäà

σ−
2 =

N2

tL
=
N2h

V
=
N2h0
V

exp(ε−2 ).

Ïîýòîìó èç (3.3.2) è (3.3.3) ñëåäóåò, ÷òî â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

σ−
i = sσ−

2 = s
N2h0
V

exp(ε−2 ) = s
N2h0
V

exp

(
g(2−m)ε−i√
3
√
B2 + g2C2

)
. (3.3.4)

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñâèôòà [55], êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âîçíèêàåò, êîãäà ïðèðàùåíèå

èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, âûçâàííîå èçìåíåíèåì ãåîìåòðèè êîíñòðóêöèè èëè îáðàçöà,

ïåðåñòàåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ ïðèðàùåíèåì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âñëåäñòâèå óïðî÷-

íåíèÿ ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ â äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèé Ñâèôòà, ñëåäóåò ïðèðàâ-

íÿòü äèôôåðåíöèàëû ïðàâûõ ÷àñòåé âûðàæåíèé (3.2.2) è (3.3.4).

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Â ïðåäïîëîæåíèè (3.2.2) èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé â êðèòè÷åñêèé

ìîìåíò íàãðóæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

εi cr =

√
3n
√
B2 + g2C2

g(2−m)
. (3.3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.2.2) ñëåäóåò:

lnσi = n− lnn+ lnσ−
B + n ln εi,

îòêóäà

d (lnσi) =
ndεi
εi

, (3.3.6)

ò.ê. n è σ−
B ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà ñëîÿ.

Ëîãàðèôìèðóÿ (3.3.4) ïîëó÷èì:

lnσi = ln
MN2h0
V

+
g(2−m)εi√
3
√
B2 + g2C2

.

Ò.ê. â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ (ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷å-

ñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ) ñëîÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî N2 = const. Ïîýòîìó

ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå äåôîðìè-

ðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

d (lnσi) =
g(2−m)dεi√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.7)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (3.3.6) è (3.3.7), ïîëó÷èì ôîðìóëó (3.3.5), ÷òî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (3.3.3) âìåñòî εi åãî âûðàæåíèå èç (3.3.5), ïîëó÷èì:

Ñëåäñòâèå 3.3.1. Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ êðèâîé (3.2.2) â êðè-

òè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ êðèòè÷åñêèå êîëüöåâûå äåôîðìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëå:

ε2 cr = n. (3.3.8)
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Âòîðîé ñïîñîá. Òåïåðü ðàññìîòðèì ôðàãìåíò ëèñòîâîãî îáðàçöà, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.

3.4, á). Èç ôîðìóë (3.2.12) è (3.2.13) ñëåäóåò, â ïðåäïîëîæåíèè òåîðèè ìàëûõ äåôîðìàöèé,

÷òî

ε−i = − 2sε−1
1− 2m

=
2ε−1 σ

−
i

(1− 2m)σ−
1

. (3.3.9)

Â ìåíåå ïðî÷íîì ñëîå îòíîøåíèå íàïðÿæåíèé σ−
i è σ−

1 çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîíòàêò-

íîãî óïðî÷íåíèÿ g è óãëà íàêëîíà ñëîÿ ν. Ýòà çàâèñèìîñòü èìååò âèä (3.1.7):

σ−
1 = mσ−

2 =
2gmk−√
B2 + g2C2

=
2gmσ−

i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.10)

Èç (3.3.3) è (3.2.8) ñëåäóåò, ÷òî

ε−1 = − g(1− 2m)ε−i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.11)

Ïóñòü h = h0 exp ε−2 � òîëùèíà ñëîÿ â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû N1 (ñì. ðèñ.

3.4, b), H � øèðèíà ëèñòà â íàïðàâëåíèè, ïîïåðå÷íîì ê N1, t � òîëùèíà ëèñòà è l �

òîëùèíà ñëîÿ â íàïðàâëåíèè N1, V = tlH � îáúåì ñëîÿ, êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå

ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Òîãäà

σ−
1 =

N1

tH
=
N1l

V
=
N1l0
V

exp(ε−1 ). (3.3.12)

Ïîýòîìó èç (3.3.11) è (3.3.12) ñëåäóåò, ÷òî â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

σ−
i =

sσ−
1

m
= s

N1l0
mV

exp(ε−1 ) = s
N1l0
mV

exp

(
− g(1− 2m)ε−i√

3
√
B2 + g2C2

)
. (3.3.13)

Òàê êàê àðãóìåíò ó ýêñïîíåíòû â (3.3.13) îòðèöàòåëüíûé, êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âòîðûì

ñïîñîáîì íå îïðåäåëÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì (3.2.2), àïïðîêñèìàöèåé

(3.2.3) äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Òîãäà àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 3.3.1 èìååò âèä:

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Â ïðåäïîëîæåíèè (3.2.3) èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé â êðèòè÷åñêèé

ìîìåíò íàãðóæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ε−i cr =

√
3n
√
B2 + g2C2

g(2−m)− a
√
3n
√
B2 + g2C2

. (3.3.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.2.3) ñëåäóåò:

d (lnσ−
i ) =

(
n

ε−i
+ a

)
dε−i ,

îòêóäà
n

ε−i
+ a =

g(2−m)
√
3
√
B2 + g2C2

.

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ε−i , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (3.3.3) âìåñòî ε−i åãî âûðàæåíèå èç (3.3.14), ïîëó÷èì:
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Ñëåäñòâèå 3.3.2. Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ êðèâîé (3.2.3) â êðè-

òè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ êðèòè÷åñêèå êîëüöåâûå äåôîðìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëå:

ε−2 cr =
ng(2−m)

g(2−m)−
√
3an

√
B2 + g2C2

. (3.3.15)

Âòîðîé ñëó÷àé: σ1 > 0, σ2 < 0 (âíåøíåå äàâëåíèå è îñåâîå ðàñòÿæåíèå). Â ýòîì ñëó÷àå,

íàîáîðîò, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü âòîðîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ.

Òåïåðü, â îòëè÷èå îò (3.3.11),

ε−1 =
g(1− 2m)ε−i√
3
√
B2 + g2C2

, (3.3.16)

ïîýòîìó èç (3.3.16) ñëåäóåò, ÷òî â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ

σi =
sσ1
m

= s
N1l0
mV

exp(ε−1 ) = s
N1l0
mV

exp

(
g(1− 2m)ε−i√
3
√
B2 + g2C2

)
. (3.3.17)

Ïðèìåíÿÿ â äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèé Ñâèôòà, ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü äèôôåðåíöèàëû

ïðàâûõ ÷àñòåé âûðàæåíèé (3.2.2) è (3.3.17).

Ïðåäëîæåíèå 3.3.3. Â ïðåäïîëîæåíèè (3.2.2) èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé â êðèòè÷åñêèé

ìîìåíò íàãðóæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ε−i cr =

√
3n
√
B2 + g2C2

g(1− 2m)
. (3.3.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.2.2) ñëåäóåò:

lnσ−
i = n− lnn+ lnσ−

B + n ln ε−i ,

îòêóäà

d (lnσ−
i ) =

ndε−i
ε−i

, (3.3.19)

ò.ê. n è σ−
B ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà ñëîÿ.

Ëîãàðèôìèðóÿ (3.3.17) ïîëó÷èì:

lnσ−
i = ln

N1l0
mV

+
g(1− 2m)ε−i√
3
√
B2 + g2C2

.

Ò.ê. â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ (ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷å-

ñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ) ñëîÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî N1 = const. Ïîýòîìó

ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå äåôîðìè-

ðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

d (lnσ−
i ) =

g(1− 2m)dε−i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.20)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (3.3.19) è (3.3.20), ïîëó÷èì ôîðìóëó (3.3.18), ÷òî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (3.3.16) âìåñòî εi åãî âûðàæåíèå èç (3.3.18), ïîëó÷èì:

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ êðèâîé (3.2.2) â êðè-

òè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ êðèòè÷åñêèå êîëüöåâûå äåôîðìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëå:

ε1 cr = n. (3.3.21)
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3.3.2 Íàõîæäåíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ïàðàìåòðà k− è

êîýôôèöèåíòà K â íàêëîííîì ñëîå ëèñòîâîãî îáðàçöà èëè

ÒÖÎ, íàõîäÿùåìñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ïðè îòðèöà-

òåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé: σ1 < 0; σ2 ≥ 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (3.3.5) â ôîðìóëó (3.2.2), ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 3.3.4. Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ êðèâîé (3.2.2) â

êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, êîýôôèöèåíò k− è çíà÷åíèÿ

íàïðÿæåíèé âíåøíèõ ñèë âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

σ−
i =

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(2−m)

)n

σ−
B ; k− =

σ−
i√
3
; σ−

1 = mσ−
2 ; σ−

2 =
2gσ−

i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.22)

Îòñþäà, àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.3.4, ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 3.3.5. Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ êðèâîé (3.2.3) â

êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, êîýôôèöèåíò k− è çíà÷åíèÿ

íàïðÿæåíèé âíåøíèõ ñèë âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

σ−
i =

( √
3e
√
B2 + g2C2

(g(2−m)−
√
3a
√
B2 + g2C2)(1− a)

)n

exp

( √
3an

√
B2 + g2C2

g(2−m)−
√
3a
√
B2 + g2C2

)
σ−
B ;

k =
σ−
i√
3
; σ−

1 = mσ−
2 ; σ−

2 =
2gσ−

i√
3
√
B2 + g2C2

. (3.3.23)

Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîé ãëàâå äëÿ àïïðîêñèìàöèè (3.2.2), àíàëîãè÷íî ïå-

ðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé (3.2.3). Ïðè ýòîì ìíîãèå çàâèñèìîñòè ïðèîáðåòàþò âåñüìà ñëîæíûé

âèä è íå áóäóò çäåñü ïðèâîäèòüñÿ.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: σ1 > 0; σ2 ≤ 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (3.3.18) â ôîðìóëó (3.2.2), ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 3.3.6. Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ êðèâîé (3.2.2) â

êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, êîýôôèöèåíò k− è çíà÷åíèÿ

íàïðÿæåíèé âíåøíèõ ñèë âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

σ−
i =

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(1− 2m)

)n

σ−
B ; k− =

σ−
i√
3
; σ−

1 = mσ−
2 ; σ−

2 = − 2gσ−
i√

3
√
B2 + g2C2

.

(3.3.24)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ï. 3.2.3, èç ïðåäëîæåíèé 3.3.4 è 3.3.6 òåïåðü ìîæíî íàéòè ôîð-

ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ñîåäèíåíèÿ (ëèñòîâî-

ãî îáðàçöà èëè ÒÖÎ), ñîäåðæàùåãî ìåíåå ïðî÷íûé íàêëîííûé (ê íàïðàâëåíèþ âíåøíåé

íàãðóçêè) ñëîé. Òàê êàê

K =
k+

k−
=
σ+
i

σ−
i

, (3.3.25)

ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.2.28) è (3.3.22) â ïåðâîì ñëó÷àå, è ôîðìóëû (3.2.31) è (3.3.24) âî

âòîðîì, ïîäñòàíîâêîé â (3.3.25) ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòà K.
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Ïðåäëîæåíèå 3.3.7. Åñëè σ1 < 0; σ2 ≥ 0 (ïåðâûé ñëó÷àé), òî

K =


(

2gs
√
3
√
B2 + g2C2

)n
σ+
B

σ−
B

, åñëè m ≤ −1;(
2gs(2−m)

3
√
3
√
B2 + g2C2

)n
σ+
B

σ−
B

, åñëè − 1 ≤ m < 0, 5.

(3.3.26)

Åñëè σ1 > 0; σ2 ≤ 0 (âòîðîé ñëó÷àé), òî

K =

(
2gs

√
3
√
B2 + g2C2

)n
σ+
B

σ−
B

. (3.3.27)

Íà ðèñóíêàõ 3.5 � 3.8 ïîêàçàíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà îñíîâå ïðåäëîæåíèÿ

3.3.7.
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2
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1

2

3
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5

Ðèñ. 3.5: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà K îò êîýôôèöèåíòà äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 1.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 1 (ñì. ðèñ. 3.5). Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà K îò êîýô-

ôèöèåíòà äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà íàêëîíà ν: 1) ν = 0;

2) ν = π/2; 3) ν = π/3; 4) ν = π/4; 5) ν = π/6. Êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ

g = 1. Îòíîøåíèå ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè σ+
B/σ

−
B = 4/3. Ïîêàçàòåëü óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà

ñëîÿ n = 0, 15. Ïåðâûé ñëó÷àé � âíóòðåííåå äàâëåíèå è îñåâîå ñæàòèå (ôîðìóëà (3.3.27)).

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 2 (ñì. ðèñ. 3.6). Òà æå çàâèñèìîñòü, íî âî âòîðîì ñëó÷àå

� âíåøíåå äàâëåíèå è îñåâîå ðàñòÿæåíèå (ôîðìóëà (3.3.26)).

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 3 (ñì. ðèñ. 3.7).Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà K îò óãëà

íàêëîíà ν ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m: 1) m = 0;

2) m = −0, 5; 3) m = −1; 4) m = −2; 5) m = −∞. Êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî óïðî÷íåíèÿ

g = 1. Îòíîøåíèå ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè σ+
B/σ

−
B = 4/3. Ïîêàçàòåëü óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà

ñëîÿ n = 0, 15. Ïåðâûé ñëó÷àé � âíóòðåííåå äàâëåíèå è îñåâîå ñæàòèå.
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Ðèñ. 3.6: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà K îò êîýôôèöèåíòà äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 2.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 4 (ñì. ðèñ. 3.8). Òà æå çàâèñèìîñòü, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå

3, íî âî âòîðîì ñëó÷àå � âíåøíåå äàâëåíèå è îñåâîå ðàñòÿæåíèå.

Êîýôôèöèåíò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå

îòíîøåíèÿ ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè σ+
B/σ

−
B . Íàïðèìåð, ïðè ν = π/4 (ëèíèÿ 4 íà ðèñ. 3.5), åñëè

m < −1, òî K > σ+
B/σ

−
B , à åñëè −1 < m < 0, òî K < σ+

B/σ
−
B . Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò

ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè K çàâèñèò îò óñëîâèé íàãðóæåíèÿ.

3.3.3 Êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-

ëî÷êè, ñîäåðæàùåé ñïèðàëüíûå ñëîè èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìà-

òåðèàëà, ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîãî íà-

ãðóæåíèÿ åå ñòåíêè

Òàê êàê â ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðè-

àëà ñëîÿ îñíîâíîé ìàòåðèàë îáîëî÷êè äåôîðìèðóåòñÿ óñòîé÷èâî, êîëüöåâûå äåôîðìàöèè

ε2 îáîëî÷êè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äåôîðìàöèÿìè ñëîÿ:

R = R0 exp ε2 ≈ R0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îáîëî÷êè ìåíÿåòñÿ íåñóùåñòâåííî (äåôîðìàöèè â îáëàñòè ñëîÿ

òàêæå ìàëî âëèÿþò íà âåëè÷èíó R, òàê êàê øèðèíà ñëîÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèó-

ñîì). Äåôîðìàöèÿ ñëîÿ â åãî íàïðàâëåíèè îòñóòñòâóåò: εz = 0, è â ñèëó íåñæèìàåìîñòè

ìàòåðèàëà ñëîÿ εx + εy = 0.

Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè.

Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ: ñëîé ïîäâåðæåí ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêå â íàïðàâëåíèè, ïîïåðå÷-

íîì ê ñëîþ.
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Ðèñ. 3.7: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà K îò óãëà íàêëîíà ν. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-

ìåíò 3.

Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà B > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèåì ñëîÿ íàèìåíüøåé ïëîùàäè,

ïî êîòîðîìó ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííîå ñå÷åíèå,

ëåæàùåå â ïëîñêîñòè XOY , òî åñòü y = 0 (ñì. ðèñ. 3.1). Íà ýòîì ñå÷åíèè

t = t0 exp εx = t0 exp(−εy). (3.3.28)

Â äàëüíåéøåì, âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ ôîðìóë, îñòàíîâèìñÿ íà ÷èñòî ñòåïåííîé

(3.2.2) àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â ðàáîòå [22, ñ. 234] îòìå÷åíî, ÷òî, â ïðåäïîëîæåíèè òåîðèè ìàëûõ äåôîðìàöèé, â ñëîå

2σi
3εi

=
σy − σx
2εy

, (3.3.29)

Â ïëîñêîñòè y = 0 â ñèëó ñèììåòðèè τxy = 0, ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ òåêó÷åñòè

(3.1.5),
|σy − σx|

2
=

√
k2 − τ 2. (3.3.30)

Èç ôîðìóëû (3.1.7) ñëåäóåò, ÷òî

√
k2 − τ 2 =

k|B|√
B2 + g2C2

.

Ó÷èòûâàÿ ýòî è ôîðìóëû (3.3.29) è (3.3.30), ïîëó÷èì:

εi =
4σiεy

3(σy − σx)
=

2
√
B2 + g2C2εy√

3B
, B ̸= 0. (3.3.31)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.1.2), B è σy av, è ñëåäîâàòåëüíî, B è εy, èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ï. 3.3.1, òî åñòü ïåðåíåñåì ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê

ëèñòîâîìó îáðàçöó, íà òîíêîñòåííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó.
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Ðèñ. 3.8: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà K îò óãëà íàêëîíà ν. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-

ìåíò 4.

Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ: ñëîé ïîäâåðæåí ñæèìàþùåé íàãðóçêå â íàïðàâëåíèè, ïîïåðå÷íîì

ê ñëîþ.

Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà B < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèÿìè ñëîÿ íàèìåíüøåé ïëî-

ùàäè, ïî êîòîðûì ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûå

ïîâåðõíîñòè, òî åñòü y = ±κ. Íà ýòîì ñå÷åíèè äåôîðìàöèÿ εx = 0, òàê êàê, ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ, îñíîâíîé ìàòåðèàë íå äåôîðìèðóåòñÿ.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé: òîíêîñòåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì

âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå σ1 < 0, σ2 > 0.

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.3.31) è (3.3.5), ïîëó÷èì â ïåðâîé ñèòóàöèè:

εy =
3nB

g(2−m)
. (3.3.32)

Èñõîäÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.2.4) è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.3.2), (3.3.28), (3.3.22) è

(3.3.32), âû÷èñëèì äàâëåíèå íà ñòåíêó îáîëî÷êè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ. Ïî-

ëó÷èì:

p =
σ2t

R
=

2gσit0√
3
√
B2 + g2C2R0 exp εy

=
2gt0√

3
√
B2 + g2C2R0 exp εy

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(2−m)

)n

σ−
B =

2gt0√
3
√
B2 + g2C2R0

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(2−m)

)n

exp

(
− 3nB

g(2−m)

)
σ−
B B ≥ 0. (3.3.33)

Âî âòîðîé ñèòóàöèè ïîëó÷èì:

p =
2gt0√

3
√
B2 + g2C2R0

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(2−m)

)n

B ≤ 0. (3.3.34)
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Âòîðîé ñëó÷àé: òîíêîñòåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì

âíåøíåãî äàâëåíèÿ è îñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå σ1 > 0, σ2 < 0.

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.3.31) è (3.3.18), â ïåðâîé ñèòóàöèè íàéäåì:

εy =
3nB

g(1− 2m)
. (3.3.35)

Èñõîäÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.2.4) è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.3.2), (3.3.28), (3.3.24) è

(3.3.35), âû÷èñëèì äàâëåíèå íà ñòåíêó îáîëî÷êè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ. Ïî-

ëó÷èì:

p =
σ2t

R
=

2gσit0√
3
√
B2 + g2C2R0 exp εy

=
2gt0√

3
√
B2 + g2C2R0 exp εy

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(1− 2m)

)n

σ−
B =

2gt0√
3
√
B2 + g2C2R0

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(1− 2m)

)n

exp

(
− 3nB

g(1− 2m)

)
σ−
B , B ≥ 0. (3.3.36)

Âî âòîðîé ñèòóàöèè ïîëó÷èì:

p =
2gt0√

3
√
B2 + g2C2R0

(√
3e
√
B2 + g2C2

g(1− 2m)

)n

B ≤ 0. (3.3.37)

3.3.4 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äåôîðìàöèé è

íàïðÿæåíèé ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ è âíóòðåííåãî (âíåøíåãî)

äàâëåíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Îïèøåì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïîä

äåéñòâèåì îñåâîé íàãðóçêè è âíóòðåííåãî èëè âíåøíåãî äàâëåíèÿ. Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ

òîëùèíà κ ñëîÿ âåëèêà: κ ≥ 1, òî êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå ñëîÿ îòñóòñòâóåò: g = 1. Â ýòîì

ñëó÷àå ôîðìóëà (3.3.22) ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé. Ó òîíêèõ ïðîñëîåê g > 1. Òîãäà ôîðìóëà (3.3.22)

íåÿâíàÿ.

Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ B, C, s ïî çíà÷åíèÿì m, ν ïî ôîðìóëàì

(3.1.1). Ïîëîæèì g = 1. Ïî ôîðìóëàì (3.3.26) è (3.3.27) âû÷èñëèì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

çíà÷åíèÿ K. Çàòåì ïî ôîðìóëå (3.1.11) íàéäåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèÿ Kincl. Çíàÿ

Kincl, ïàðàìåòð g ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî àëãîðèòìó ãëàâû 1. Çàòåì ïî ôîðìóëàì (3.3.27) â

ïåðâîì ñëó÷àå è (3.3.26) âî âòîðîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ âòîðîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðà K

è ñðàçó ïîñëå ýòîãî Kincl. Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïàðàìåòð g íå ñòàáèëèçèðóåò-

ñÿ. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ èñêîìûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé

ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ è âíóòðåííåãî (âíåøíåãî) äàâëåíèÿ.

Íà ðèñ. 3.9 � ?? ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâå àë-

ãîðèòìà íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ � çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ p (â MPa) îò îò

óãëà íàêëîíà ν ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ κ. Âñþäó ïðåäå-
ëû ïðî÷íîñòè σ+

B = 600 MPa, σ−
B = 400 MPa, ïîêàçàòåëü óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ

n = 0, 15. Îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà κ ïðîñëîéêè ðàâíà 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 1 (ñâåðõó âíèç).



95

Âåðõíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ � êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâ-

íûì ìàòåðèàëîì. Â ýòîì ñëó÷àå îáîëî÷êà ñ ìåíåå ïðî÷íûì ñëîåì ðàâíà ïî ïðî÷íîñòè

îäíîðîäíîé îáîëî÷êå èç òàêîãî æå ìàòåðèàëà (ñëîé íå ñíèæàåò ïðî÷íîñòè ñîåäèíåíèÿ).

Íèæíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ � êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòåðè-

àëîì ñëîÿ, òî åñòü óïðî÷íåíèå îòñóòñòâóåò.

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ïðè êàêèõ óãëàõ íàêëîíà ñëîÿ ÒÖÎ ðàâíîïðî÷íà îäíîðîäíîé îáî-

ëî÷êå.

Ýêñïåðèìåíò 1. Êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m = −1, 5. Âòîðîé ñëó÷àé �

âíåøíåå äàâëåíèå è îñåâîå ðàñòÿæåíèå.
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Ðèñ. 3.9: Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ p îò îò óãëà íàêëîíà ν. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 1.
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Ðèñ. 3.10: Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ p îò îò óãëà íàêëîíà ν. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 2.

Ýêñïåðèìåíò 2. Êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m = −0, 5. Ïåðâûé ñëó÷àé �
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âíóòðåííåå äàâëåíèå è îñåâîå ñæàòèå. Ïðè ν ≈ 1 (îñîáûé ñëó÷àé êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ

ñëîÿ) êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå íå çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïðîñëîéêè, òàê êàê íà

ñëîé íå äåéñòâóåò íè ðàñòÿãèâàþùàÿ, íè ñæèìàþùàÿ ñèëà, è êîíòàêòíîå óïðî÷íåíèå íå

âîçíèêàåò.
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Ðèñ. 3.11: Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ p îò îò óãëà íàêëîíà ν. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 3.

Ýêñïåðèìåíò 3. Êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ m = −5. Ïåðâûé ñëó÷àé �

âíóòðåííåå äàâëåíèå è îñåâîå ñæàòèå. Çäåñü ïðè ν < 1, 12 óïðî÷íåíèå îòñóòñòâóåò, ÷òî

îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøîé ñæèìàþùåé íàãðóçêîé, à ïðè ν > 1, 36...1, 45 ïðîñëîéêà íå ñíèæàåò

ïðî÷íîñòè ÒÖÎ.
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Ðèñ. 3.12: Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ p îò îò óãëà íàêëîíà ν. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 4.

Ýêñïåðèìåíò 4. Êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿm = −5. Âòîðîé ñëó÷àé � âíåø-

íåå äàâëåíèå è îñåâîå ðàñòÿæåíèå. Çäåñü â ñèëó ñèëüíîãî îñåâîãî ðàñòÿãèâàþùåãî íàãðó-
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æåíèÿ òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè äëÿ óãëîâ, íå áëèçêèõ ê íóëþ, óïðî÷íåíèå

îòñóòñòâóåò.

3.4 Âûâîäû ïî ãëàâå 3

1. Ïîëó÷åí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæå-

íèé è äåôîðìàöèé â ÌÏ ñëîå è êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé âíåøíèõ íàãðóçîê, â çàâèñè-

ìîñòè îò äàííûõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè òîëùèíà ñëîÿ ñðàâíèìà ñ òîëùèíîé ëèñòà èëè

áîëüøå, ýòè âåëè÷èíû ïîëó÷åíû â âèäå ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

2. Èññëåäîâàí îñîáûé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ ìåíåå ïðî÷íîãî ñëîÿ, êîãäà íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì ñäâèãîì.

3. Ïîëó÷åí àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ìåõàíè÷å-

ñêîé íåîäíîðîäíîñòè ìåæäó ÌÏ ñëîåì è îñíîâíûì ìàòåðèàëîì, êîòîðàÿ, êàê ïîêà-

çàíî, çàâèñèò íå òîëüêî îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è ÒÖÎ, íî è îò óãëà íàêëîíà

ñëîÿ è óñëîâèé íàãðóæåíèÿ.

4. Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå íå çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ κ â îñîáîì ñëó÷àå

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ, êîãäà m = − ctg2 ν è ìàëî çàâèñèò â îêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè.

5. Ïðîãðàììû, íàïèñàííûå íà îñíîâå àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ â ýòîé ãëàâå, ïîçâîëÿþò

íàõîäèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìåíåå ïðî÷íûé ñëîé íå ñíèæàåò ïðî÷íîñòè ÒÖÎ.

6. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îäíîðîäíîé ÒÖÎ äîñòèãàåòñÿ: 1) ïðè îñåâîì

ñæàòèè è âíóòðåííåì äàâëåíèè � â ôîðìå ÎÏÓÏÄ ïðè −1 ≤ m < 0, 5 è â ôîðìå

ËÏÄ (ïðîäîëüíàÿ âûïó÷èíà) ïðè m ≤ −1; 2) ïðè îñåâîì ðàñòÿæåíèè è âíåøíåì

äàâëåíèè � òîëüêî â ôîðìå ËÏÄ (êîëüöåâàÿ øåéêà).
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Ðèñ. 3.13: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è âíóòðåííåãî

(âíåøíåãî) äàâëåíèÿ â òîíêîñòåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, ñîäåðæàùåé íàêëîííûé

ñëîé èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà, ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå äâóõîñíîñòè íàãðó-

æåíèÿ ñòåíêè îáîëî÷êè.



Çàêëþ÷åíèå

Èòîãè âûïîëíåííûõ èññëåäîâàíèé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ ïîä ðàñòÿãèâàþùåé è ñæèìàþ-

ùåé íàãðóçêîé ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè; ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé íàïðÿæåííûõ è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ëèñòîâûõ îáðàçöîâ è ÒÖÎ,

ñîäåðæàùèõ ñëîè èç ìåíåå ïðî÷íîãî ìàòåðèàëà, ïîäâåðæåííûõ äàâëåíèþ è îñåâîé íàãðóç-

êå ðàçíûõ çíàêîâ, è íà ýòîé îñíîâå, ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå

îöåíèòü âëèÿíèå íà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÒÖÎ, â òîì ÷èñëå êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïà-

ðàìåòðîâ ñàìèõ ÒÖÎ è ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ñëîåâ, à òàêæå óñëîâèé íàãðóæåíèÿ.

Â ðàáîòå ðåøåíû âñå çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå äëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè äèññåðòàöèè.

Ðåêîìåíäàöèè
Íà îñíîâå âûïîëíåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, òàêèõ, êàê îïðåäåëåíèå òîëùèí òðóá

áîëüøîãî äèàìåòðà ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè òðóáîïðîâîäîâ; îïðåäåëåíèå äî-

ïóñòèìûõ äàâëåíèé ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ òðóá è óñëîâèÿõ èõ ðàáîòû; îïòèìèçàöèÿ

ïàðàìåòðîâ òðóá ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû òðóáîïðîâîäîâ, ýêîíîìèè ìåòàëëà

è ò.ï.

Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èìåþò íåñêîëüêî

íàïðàâëåíèé.

Â ðàáîòå íå íàøëè îòðàæåíèÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì äåôåêòîâ, èõ ðàçìåðîâ

è ðàñïîëîæåíèÿ, â íåîäíîðîäíîé ÒÖÎ, ñîäåðæàùåé ïðîäîëüíûå, êîëüöåâûå è ñïèðàëüíûå

ñëîè, íà âåëè÷èíû êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, äàâëåíèÿ è îñåâîé íàãðóçêè.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ, ïîäíÿòûõ â äèññåðòàöèè, ïðè

äðóãèõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ ÒÖÎ, íàïðèìåð, êîãäà ïîñòîÿííûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå íå

íàïðÿæåíèé, êàê â ðàáîòå, à âíåøíèõ íàãðóçîê.

Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ïðîáëåìàòèêó äèññåðòàöèè ïðè àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äå-

ôîðìèðîâàíèÿ, îòëè÷íîé îò ïðèíÿòîé â ðàáîòå çàâèñèìîñòè (3.2.2), òàê êàê ìíîãèå ìàòå-

ðèàëû, â òîì ÷èñëå ñòàëè, áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðóþòñÿ äðóãèìè ôóíêöèÿìè.
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