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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ

Пространство функций со значениями в банаховом пространстве 𝐸 опреде-

ленных и сильно измеримых в области 𝐺 обозначается символом 𝐿𝑝(𝐺;𝐸). В

этом пространстве вводим норму ‖‖𝑢(𝑥)‖𝐸‖𝐿𝑝(𝐺) [60]. Определения пространств

Соболева 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺;𝐸), 𝑊 𝑠

𝑝 (𝑄;𝐸) могут быть найдены в [60, 66, 84, 122]. Также

используем пространства Гельдера 𝐶𝛼(𝐺;𝐸). Пространство Соболева 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺;𝐸)

в случае 𝐸 = C𝑛 (𝐸 = R𝑛) обозначаем через 𝑊 𝑠
𝑝 (𝑄).

По определению, если вектор-функция 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘) принадлежит про-

странству 𝑢 ∈ 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) (или 𝑢 ∈ 𝐶𝑘(𝐺)), то это означает, что каждая из компонент

𝑢𝑖 принадлежит пространству 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) (или 𝐶𝑘(𝐺)). Под нормой вектора пони-

маем сумму норм координат. Будем считать, что аналогичное соглашение спра-

ведливо и для матриц, т.е. включение 𝑎 ∈ 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) для данной матрицы-функции

𝑎 = {𝑎𝑖𝑗}𝑘𝑗,𝑖=1 означает, что 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) для всех 𝑖, 𝑗. Для данного интервала

𝐽 = (0, 𝑇 ), положим 𝑊 𝑠,𝑟
𝑝 (𝑄) = 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐽 ;𝐿𝑝(𝐺)) ∩ 𝐿𝑝(𝐽 ;𝑊 𝑟
𝑝 (𝐺)), соответственно,

𝑊 𝑠,𝑟
𝑝 (𝑆) = 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐽 ;𝐿𝑝(Γ))∩𝐿𝑝(𝐽 ;𝑊 𝑟
𝑝 (Γ)). Пространство Гельдера 𝐶𝑟,𝑠(𝑄) опреде-

ляется аналогичным образом.

Говорим, что Γ ∈ 𝐶𝛼 (𝛼 ≥ 1 если для любой точки 𝑥0 ∈ Γ существует

окрестность 𝑈 (координатная окрестность) и система координат 𝑦 (локальная

система координат), полученная путём поворота и переноса начала координат

из исходной, в которой

𝑈 ∩𝐺 = {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑦′ ∈ 𝐵𝑟, 𝜔(𝑦′) < 𝑦𝑛 ≤ 𝜔(𝑦′) + 𝛿},

𝑈 ∩ (R𝑛 ∖𝐺) = {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝜔(𝑦′) − 𝛿 ≤ 𝑦𝑛 < 𝜔(𝑦′)},

Γ ∩ 𝑈 = {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑦′ ∈ 𝐵𝑟, 𝑦𝑛 = 𝜔(𝑦′)},

где 𝑦′ = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛−1), 𝐵𝑟 = {𝑦′ : |𝑦′| < 𝑟}, 𝛿 > 0 – некоторая постоянная

и 𝜔 ∈ 𝐶𝛼(𝐵𝑟). Ось 𝑦𝑛 в локальной системе координат всегда направлена по

нормали к Γ в точке 𝑥0.

Пусть 𝜌(𝑥,𝑀) – расстояние от точки 𝑥 до множества 𝑀 .

Выражение (𝑢, 𝑣) обозначает скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝐺),

т.е. (𝑢, 𝑣) =
∫︀
𝐺

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы исследования

Многие прикладные задачи, связанные с описанием свойств исследуемых

сред, таких как плотность и скорость распространения волн, параметры упруго-

сти, проводимость, диэлектрическая и магнитная проницаемость, а также свой-

ства и местоположение неоднородностей сводятся к решению обратных задач.

Эта информация интересна и важна во многих областях, в частности, в тео-

рии фильтрации, теории упругости, гидродинамике, геофизике, теории волновых

процессов, томографии. Диссертационная работа посвящена аналитическому и

численному исследованию математических моделей фильтрации и гидродина-

мики на основе теории обратных задач. В класс рассматриваемых моделей вхо-

дят модели, основанные на уравнении Баренблатта – Желтова – Кочиной [71],

уравнении волн Россби [138], уравнении Буссинеска – Лява [46, 55, 110, 158],

уравнении Соболева [138], [150, 151], уравнении электромагнитных волн в ани-

зотропных средах [56] и нестационарных внутренних волн в несжимаемой стра-

тифицированной вращающейся жидкости [6].

Математическая модель Баренблатта – Желтова – Кочиной

𝑢𝑡 − 𝜉∆𝑢𝑡 − 𝑘∆𝑢 = 𝑓 (1)

Эта модель описывает фильтрацию в трещиноватых средах, где физический

смысл функции 𝑢 – давление жидкости в трещинах. Среда рассматривается как

материал, состоящий из пор и проницаемых блоков, которые разделены между

друг другом другой системой трещин. В отличии от обычного описания филь-

трации в пористой среде отличительной особенностью является тот факт, что

вводятся два давления в жидкости: одно в порах, второе в трещинах и прини-

мается во внимание обмен жидкости между трещинами и порами. Правая часть

𝑓 – плотность источников (стоков) [63], ∆ – Лапласиан, коэффициент 𝜉 = 𝜈
𝛼

(𝜈 – проницаемость трещин) представляет собой специфическую характеристи-

ку трещиноватой среды. Безразмерный коэффициент 𝛼 характеризует интенсив-

ность обмена между блоками и трещинами. Поскольку она меняется со време-

нем, коэффициент 𝛼 можно считать функцией времени. Коэффициент 𝜅 назы-
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вается пьезопроводностью трещиноватой среды. В работе [71] 𝜅 выражается в

виде 𝜅 = 𝜈
𝜇(𝑚0𝑑1+𝑑2)

. Здесь коэффициент проницаемости трещин обозначается

через 𝜈, вязкость жидкости это 𝜇, коэффициенты сжимаемости жидкости бло-

ков обозначаются через 𝑑1 и 𝑑2, а 𝑚0 – пористость блоков при стандартном

давлении. При различных предположениях относительно среды, коэффициент 𝜅

может зависеть от времени и давления 𝑢 (см. [3, 111, 131]).

При исследовании процесса фильтрации возникает задача о восстановлении

коэффициента пьезопроводности среды и (или функции источника) на основе

известной информации, что приводит к исследованию обратной задачи (1) о

восстановлении функции 𝜅(𝑡) и (или) правой части 𝑓 специального вида по

начально-краевым условиям и условиям переопределения. Уравнение (1) рас-

сматривается в ограниченной области 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2.

Краевые и начальные условия имеют вид

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (2)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), (3)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 +𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢, а условия переопределения имеют

вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚), (4)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺.

Математическая модель Буссинеска – Лява

(𝜎2 − ∆)𝑢𝑡𝑡 + 𝛾1(∆ − 𝛽1)𝑢𝑡 + 𝛾2(∆ − 𝛽2)𝑢 = 𝑓, 𝑛 ≥ 1 (5)

Модели и уравнения Буссинеска или Буссинеска – Лява рассматривались в рабо-

тах А. Лява, А.Б. Альшина, Ю.Д. Плетнера, М.Ю. Корпусова А.Г. Свешникова,

Т. Кано, Г. Вайтхэма (см. [3, 42, 46, 55, 110, 158]). Эти модели описывают про-

дольные колебания упругого стержня с учетом инерции и при внешней нагрузке,

движение длинных волн, распространение волн на мелкой воде, волновые про-

цессы в плазме и ряд других физических процессов. Функция 𝑓 характеризует

плотность внешних сил. Функция 𝑢 (в первом случае) есть продольное смеще-

ние, другие параметры зависят от плотности, модуля Юнга, отношения Пуас-

сона, коэффициента упругости. При описании распространения волн на мелкой
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воде, параметры 𝜎, 𝛾𝑖, 𝛽𝑖 (𝑖 = 1, 2), связывают число Бонда, глубину и гравитаци-

онную постоянную. Функция 𝑢 определяет высоту волны в момент времени 𝑡 в

точке 𝑥, функция 𝑓 задает внешние силы. При определенных значениях парамет-

ров в класс уравнений (5) входит также уравнение Соболева [150, 151], возника-

ющее при исследовании малых колебаний вращающейся идеальной жидкости, и

уравнение гравитационно-гироскопических волн (см. [5–7]). В работе рассмат-

ривается обратная задача об определении правой части или неизвестных пара-

метров среды, входящих в уравнение. В частности, в работах [111, 131] рассмат-

ривалась задача управления, в которой определялась правая часть 𝑓 , а в работе

[164] и обратная задача об определении функции 𝑓 . В отличие от представляе-

мых результатов все рассмотрения проходят в классах непрерывных функций и

все коэффициенты в уравнении не зависят от времени.

Для математических моделей, основанных на уравнении (1) рассматривается

обратная задача о восстановлении параметров среды 𝛾𝑖, 𝛽𝑖 (𝑖 = 1, 2) или правой

части 𝑓 специального вида по начально-краевым условиям и условиям пере-

определения. Уравнение (5) рассматривается в ограниченной области 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛

(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Краевые условия и условия переопределения имеют

вид (2), (4), а данные Коши вид

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥). (6)

Математические модели нестационарных внутренних волн в несжима-

емой стратифицированной вращающейся жидкости (модель распростране-

ния электромагнитных волн в анизотропных средах)

Рассматриваются модели, описываемые уравнением

3∑︁
𝑖=1

(1 + 𝛼𝜅𝑖*)𝑢𝑥𝑖,𝑥𝑖 − 𝛽2𝑢 = 𝐹, 𝜅𝑖*𝑢 =

𝑡∫︁
0

𝜅(𝑡− 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, (7)

которое при 𝛽 = 0, 𝛼 = 2𝜋 совпадает с уравнением распространения электро-

магнитных волн в анизотропных средах [56, cтр. 29] а в случае 𝛼 = 1 с урав-

нением нестационарных внутренних волн в несжимаемой стратифицированной

вращающейся жидкости [6]. В первом случае 𝑢 – потенциал электрического или

магнитного поля и параметры 𝜅𝑖 – диагональные элементы тензоров электриче-

ской или магнитной восприимчивости, 𝐹 заданная функция, определяемая на-

чальным распределением поляризации и намагниченности. Во втором случае 𝑢
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– функция тока. Уравнение (7) рассматривается в ограниченной области 𝐺 ⊂ R𝑛,

𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). В качестве условий переопределения рассматриваем условия

Ψ𝑗(𝑢)(𝑡) = 𝜓𝑗(𝑡), (8)

где Ψ𝑗 – некоторые функционалы общего вида, и краевые условия

𝑅𝑢|𝑆 = 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝑆 = 𝜕𝐺× (0, 𝑇 ), (9)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖+𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢. В частности, возможно что условие

переопределения имеет вид (4).

Уравнения (1), (5) принадлежат классу уравнений соболевского типа вида

𝐿𝑢𝑡 +𝑀𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (10)

𝐿0𝑢𝑡𝑡 + 𝐿1𝑢𝑡 + 𝐿2𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (11)

где 𝐺 – ограниченная область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2 и 𝐿,𝑀 , 𝐿0, 𝐿1, 𝐿2

– операторы второго порядка по переменным 𝑥. К уравнению (1) присоединя-

ем краевые, начальные условия и условия переопределения вида (2), (3), (4),

а уравнение (5) условиями вида (2), (4), (6). Определению вместе с решением

𝑈 уравнений (1), (5) подлежат неизвестные функции, входящие в правую часть

уравнений и в сами эти уравнения как коэффициенты. Особенностью рассматри-

ваемых задач, в отличие от некоторых известных результатов, является тот факт,

что неизвестные коэффициенты и правая часть уравнений представляют из се-

бя произвольные линейные комбинациями неизвестных функций, зависящих от

времени, что фактически позволяет строить приближение неизвестных коэффи-

циентов, зависящих от всех переменных, в виде конечных отрезков рядов.

Обратные задачи, возникающие при описании процессов распространения

электромагнитных волн в анизотропных средах [56] и при рассмотрении неста-

ционарных внутренних волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся

жидкости [6], входят в класс обратных задач об определении решения 𝑢 уравне-

ния

𝐿0𝑢+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜅𝑖*𝐿𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓 (12)

и коэффициентов 𝑘𝑖(𝑡), входящих в это уравнение по данным краевой задачи (9)

и условиям переопределения (12). При помощи дифференцирования по времени
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задача сводится к нелинейной обратной задаче с интегральным слагаемым для

уравнения соболевского типа третьего порядка, которое затем исследуется.

Все представленные выше математические модели и соответствующие урав-

нения входят в класс уравнений соболевского типа (или сводятся к таким уравне-

ниям). По-видимому, первым, кто рассмотрел некоторые математические модели

описываемые уравнениями, впоследствии названными уравнениями соболевско-

го типа, был А. Пуанкаре в 1887 [133]. Первые серьезные работы появились в

30-х, 40-х годах прошлого века (С.Г. Россби [138], С.Л. Соболев [150, 151]),

однако, основные результаты были получены уже во второй половине прошло-

го века. Систематическое изучение уравнений соболевского типа началось, по-

видимому, с работ Р.Е. Шоуолтера (см. [142, 143]). Для них исследовались вопро-

сы разрешимости начальных и начально-краевых задач, качественные свойства

решений, теория рассеяния и устойчивость решений типа уединенных волн как

для одномерных, так и для многомерных уравнений, в частности, для моделей

типа Бенджамена – Бона – Махони – Бюргерса и Розенау – Бюргерса [77, 78] и

других.

Основы общей теории сингулярных уравнений соболевского типа были за-

ложены в работах Г.А. Свиридюка на основе полугруппового подхода (см. биб-

лиографию в [155]). Близкие результаты были получены в работах А. Фавини и

А. Яги [95], где были рассмотрены вопросы разрешимости абстрактных уравне-

ний соболевского типа (10). Большое количество близких результатов имеются

также в работах Челябинской научной школы (см. [15–17, 19, 20, 24, 26, 29, 30,

40, 47, 48, 53, 54, 57, 59, 62, 117, 153, 154, 165, 166, 168]). Численные методы

решения краевых задач для математических моделей, описываемых уравнени-

ями соболевского типа развивались в работах С.А. Загребиной, А.В. Келлер,

А.А. Замышляевой (см. библиографию в [22, 29, 32]). Можно отметить цикл ра-

бот [90–93, 161]), посвященных стохастическим уравнениям соболевского типа.

В монографии А.Г. Свешникова, А.Б. Альшина, М.О. Корпусова, Ю.Д. Плет-

нера [56] рассматриваются проблемы глобальной и локальной разрешимости

широких классов начально-краевых задач для линейных и нелинейных урав-

нений в частных производных, включая уравнения соболевского типа и псевдо-

параболические уравнения, описывающие самые разные физические процессы.
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Однако, отметим, что имеется не так много работ, посвящённых вопросам

корректности обратных задач для таких уравнений. Основные результаты полу-

чены в одномерном случае и для некоторых простых моделей. Имеется только

несколько примеров, когда рассматриваются достаточно общие классы уравне-

ний. Это работы А.Ш. Любановой, А.И. Кожанова, А.А. Замышляевой, А. Фа-

вини, В.Е. Федорова.(см., например, [27, 37, 45, 96, 97, 163, 164]). В частно-

сти, в класс рассмотренных задач входит и задача об определении правой части

уравнения (см., например, [164] и библиографию в этой работе), обратные зада-

чи восстановления коэффициента 𝜅(𝑡), зависящего от времени по интегральным

условиям переопределения и ряд других задач (см. [125], [35, 112] и [33, 37]). Од-

нако в этих работах очень часто предполагалось, что главная часть оператора не

зависит от времени, много работ посвящено рассмотрению других условий пе-

реопределения и нередко используются другие функциональные пространства.

Стандартные численные методы решения обратных задач очень часто ос-

новываются на сведении задачи к задаче управления и затем к минимизации

соответствующего квадратичного функционала. Можно сослаться, например, на

монографии [1, 108, 132, 140], где описаны классические методы используемые

для численного решения обратных задач. Однако, эти подходы, с одной стороны,

довольно трудоемкие с точки зрения объема вычислений, а с другой стороны, не

всегда приводят к нужному результату: обратная задача и соответствующая зада-

ча управления не всегда эквивалентны. Поэтому проблема построения простых

и достаточно быстрых методов решения обратных задач имеется. Среди работ,

посвященных численному решения прямых задач для уравнений соболевского

типа и некоторых задач оптимального управления для уравнений соболевского

типа выделим работы П.Н. Вабишевича, М.Х. Бешкокова, А. Гуензани-Лакода,

И. Амиралли, Г.А. Свиридюка, А.А. Замышляевой, А.Л. Шестакова, А.О. Кон-

дюкова, А.В. Келлер, С.А. Загребиной, М.А. Сагадеевой и других авторов (см.

[18, 25, 31, 32, 58, 68, 74, 75, 82, 87, 101, 116, 123, 157, 159, 162, 167]. Сто-

ит отметить, что работ, посвященных численному решению обратных задач для

математических моделей соболевского типа, не основанных на сведении задачи

к задаче оптимального управления, не так много (можно сослаться на работы

А. Хасан, А.Л. Бухгейма и некоторых других авторов [76, 103]). Поэтому тема-

тика работы представляется актуальной.

10



Целью диссертационной работы является исследование математических мо-

делей фильтрации и гидродинамики на основе теории обратных задач с после-

дующей разработкой, обоснованием и программной реализацией эффективных

численных методов их решения.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие зада-

чи:

- Исследовать математическую модель фильтрации и модель Буссинеска –

Лява на основе теории обратных задач. Получить условия разрешимости и

оценки устойчивости для решений обратных задач с точечными условиями

переопределения об определении функции источника и параметров среды.

- Исследовать математические модели квазистационарных электромагнит-

ных волн в анизотропных средах и нестационарных внутренних волн в

несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости на основе тео-

рии обратных задач. Получить условия разрешимости и оценки устойчи-

вости обратных задач об определений параметров среды.

- Разработать на основе полученных теоретических результатов эффектив-

ные численные методы и алгоритмы поиска приближённых решений с по-

мощью методов конечных элементов и конечных разностей.

- Реализовать в виде комплекса программ для решения задач на компьютере

разработанные численные методы и алгоритмы, провести вычислительные

эксперименты на модельных примерах и проанализировать полученные

результаты.

Научная новизна

В области математического моделирования: впервые исследованы вопросы

корректности для многомерных достаточно общих классов обратных задач для

математических моделей фильтрации и гидродинамики; в отличие от преды-

дущих работ в диссертации рассмотрены вопросы о построении неизвестных

функций, входящих в уравнение, в виде конечных отрезков ряда по известному

базису и рассмотрены как линейные задачи об определении правой части, так и

нелинейные коэффициентные задачи в случае зависимости всех коэффициентов

от времени; получены новые результаты о глобальной по времени корректности

обратных задач с условиями переопределения общего вида для математических

моделей квазистационарных электромагнитных волн в анизотропных средах и
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нестационарных внутренних волн в несжимаемой стратифицированной враща-

ющейся жидкости;

В области численных методов: построены и реализованы новые прямые ите-

рационные численные методы для нахождения неизвестных коэффициентов в

задачах фильтрации и задачах определения параметров среды в математических

моделях квазистационарных электромагнитных волн и нестационарных внут-

ренних волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости.

В области комплексов программ: разработаны программные комплексы чис-

ленного определения коэффициента средних гидравлических характеристик в

обратных задачах фильтрации и численного определения параметров среды в

математических моделях квазистационарных электромагнитных волн.

Степень разработанности темы исследования

По-видимому, первым, кто рассмотрел некоторые математические модели

описываемых уравнений, впоследствии названные уравнениями соболевского

типа, был А. Пуанкаре в 1887 [133].

В 1939 г. К.Г. Россби [138] описал движение волн в тонком слое жидкости на

вращающейся сфере (уравнение волн Россби):

∆𝑢𝑡 + 𝛽𝑢𝑥2 = 𝑓, 𝑛 = 2. (13)

В сороковых годах прошлого века С.Л. Соболев [150, 151] при исследовании

малых колебаний вращающейся идеальной жидкости вывел уравнение

∆𝑢𝑡𝑡 + 𝜔2𝑢𝑥3𝑥3 = 𝑓, 𝑛 = 3. (14)

где 𝜔 – угловая скорость. Для этого уравнения он исследовал задачу Коши и

краевые задачи в цилиндрических областях и сформулировал ряд новых ин-

тересных задач математической физики [152]. Уравнению Соболева посвящено

огромное количество работ, и достаточно полная библиография может быть най-

дена, например, в [83, 155].

Уравнение гравитационно-гироскопических волн записывается в виде (см.

[5–7])

(∆ − 𝛽2)𝑢𝑡𝑡 +𝑁 2(𝑢𝑥1𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑥2) + 𝜔2𝑢𝑥3𝑥3 − 𝜔2𝛽2𝑢 = 𝑓, 𝑛 = 3. (15)

Оно описывает колебания с малой амплитудой несжимаемой вращающейся иде-

альной стратифицированной жидкости в поле гравитации. Здесь 𝑁 – частота
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Вяйселя-Бранта, 𝛽 – параметр, характеризующий стратификацию жидкости, 𝜔 –

угловая скорость.

Уравнение

(𝜎2 − ∆)𝑢𝑡𝑡 + 𝛾1(∆ − 𝛽1)𝑢𝑡 + 𝛾2(∆ − 𝛽2)𝑢 = 𝑓, 𝑛 ≥ 1. (16)

называется уравнением Буссинеска или Буссинеска – Лява. Это уравнение опи-

сывает продольные колебания стержней, движение длинных волн, распростра-

нение волн на мелкой воде и ряд других физических процессов [46, 55, 110, 158].

В 1960 году Г.И. Баренблатт, Ю.П. Желтов И.Н. Кочина [71] для описания

фильтрации в трещиноватых средах предложили математическую модель вида

(𝜎 − ∆)𝑢𝑡 + 𝑘∆𝑢 = 𝑓, 𝑛 = 3, (17)

где физический смысл функции 𝑢 – давление жидкости в трещинах.

Классические результаты посвященные теории уравнений соболевского типа

могут быть найдены в работах Г.В. Демиденко, С.В. Успенского, Т.И. Зеленяка,

С.А. Гальперна, Р.Е. Шоуолтера, Е.Д. Бенедетто, А. Фавини, А. Лоренци, Х. Га-

евского, М.И. Вишика, А.А. Дезина, П.А. Александряна (см. библиографию в

[83]).

Опишем наиболее значимые результаты.

В монографии Г.В. Демиденко, С.В. Успенского [83] рассматриваются ли-

нейные системы дифференциальных уравнений, не разрешенные относительно

старшей производной вида:

𝐴0𝜕
𝑚
𝑡 𝑢𝑡 +

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑚−𝑘𝜕
𝑘
𝑡 𝑢 = 𝑓

где 𝐴𝑘 линейные дифференциальные операторы относительно переменных 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), коэффициенты операторов предполагаются постоянными или за-

висящими от переменной 𝑥, основные результаты связаны с разрешимостью кра-

евых задач и задачи Коши пространствах Соболева с произвольных индексом

суммируемости в специальных неограниченных областях (типа полупростран-

ства или четверти пространства). Отметим в этой связи также работу [9], где

была рассмотрена задача Коши во всем пространстве с коэффициентами завися-

щими и от параметра 𝑡 в пространствах 𝑊 𝑠
2 для уравнений вида (10).
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Систематическое изучение уравнений соболевского типа началось по-

видимому, с работ Р.Е. Шоуолтера. Обобщенная разрешимость краевых задач

для уравнения (10) в пространствах Соболева 𝑊 𝑠
2 в случае коэффициентов опе-

раторов 𝐿0, 𝐿1, не зависящих от 𝑡, была исследована в работах [142, 143]. Работа

[144] была посвящена абстрактной задаче вида (10) в гильбертовом случае, а

работа [146] тем же вопросам в банаховом случае, в предположении монотон-

ности и коэрцитивности операторов 𝐿0, 𝐿1. Результаты представлены в работах

[141, 145, 148, 149] и монографии [147].

В ряде работ Х. Гаевского, К. Грегера и К. Захариаса (см. [8]) рассматрива-

ются вопросы локальной разрешимости для нелинейных уравнений псевдопара-

болического типа.

А.И. Кожанов (см. [34, 36, 38, 39]) рассмотрел уравнения математической

физики составного типа, в частности, уравнения вида

𝐴0𝜕
2𝑚+1
𝑡 𝑢+𝐵𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

где 𝐴 и 𝐵 эллиптико-параболические операторы второго порядка. Рассматрива-

лись как линейные, так и квазилинейные задачи в пространствах Соболева 𝑊 𝑠
2 .

В том числе рассматривались вопросы разрушения решений (доказательства ос-

нованы на принципе максимума).

Большое количество результатов, посвященных общей теории для уравнений

соболевского типа было получено в работах в работах Г.А. Свиридюка (см. биб-

лиографию в [155]). Рассматривалась задача Коши и близкие к ней задачи для

операторно-дифференциальных уравнений вида

𝐿𝑢𝑡(𝑡) = 𝑀𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (18)

Можно также сослаться на классическую монографию [95], где были рассмот-

рены вопросы разрешимости абстрактных уравнений вида (18) в простран-

ствах типа 𝐶𝛼(0, 𝑇 ;𝐸) (𝐸 - банахово пространство) в случае, когда операто-

ры 𝐿0, 𝐿1 или их области определения не зависят от времени. Большое ко-

личество близких результатов имеются также в работах Челябинской науч-

ной школы, где рассматривались как уравнения вида (18), так и более об-

щие классы уравнений, имеющие высокий порядок по переменной 𝑡 (см.

[15, 16, 19, 20, 24, 26, 26, 29, 30, 48, 53, 54, 62, 109, 166]).
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Большое количество математических моделей соболевского типа рассмотре-

но в монографии А.Г. Свешникова, А.Б. Альшина, М.О. Корпусова, Ю.Д. Плет-

нера [56]. Исследовались вопросы разрешимости краевых задач локально и гло-

бально по времени. Для ряда задач получены двусторонние оценки времени раз-

рушения решений. Кроме аналитических методов были предложены и реализо-

ваны численные методы решений конкретных задач.

В работе А.Л. Гладкова [11] доказана единственность решений задачи Коши

для квазилинейного уравнения псевдопараболического типа

𝑢𝑡 = 𝑐△𝑢𝑡 + 𝜙(𝑢)

где 𝑐 – положительная постоянная, 𝜙(𝑝) ∈ 𝐶1(𝑅+) и имеет неотрицательную

монотонно не убывающую производную. Единственность имеет место в классе

неотрицательных функций 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1
𝑥,𝑡 , для которых выполняются неравенства

𝜙′(𝑢(𝑥, 𝑡)) ≤𝑀1(1 + |𝑥|2), ‖𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)‖ ≤𝑀2(1 + |𝑥|2)𝛽 (𝛽 > 0)

Работа Е.Д. Бенедетто и М. Перье [85] посвящена доказательству принципа

максимума для уравнений псевдопараболического типа.

С.И. Похожаева, Э. Митидиери и Г.Г. Лаптева [44, 50] в своих работах пред-

лагают принципиально новый подход, называемый методом пробных функций.

В работе [100] рассматривается задача с начально-краевыми условиями для

класса параболических или псевдопараболических уравнений вида:

𝑢𝑡 − 𝑎∆𝑢𝑡 − ∆𝑢+ 𝑏𝑢 = 𝑘(𝑡)|𝑢|𝑝−2𝑢, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑇 ),

где 𝑘(𝑡) > 0, 𝑎 ≥ 0, 𝑏 > −𝜆1 (𝜆1 – собственное значение для оператора −∆).

Краевые задачи для псевдопараболических уравнений с незнакоопределен-

ным или необратимым оператором при старшей производной по времени иссле-

довались в книге И.Е. Егорова, С.Г. Пяткова, С.В. Попова [13].

Близкие к моделям описывающим распространение электромагнитных волн

в анизотропных средах и при рассмотрении нестационарных внутренних волн в

несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости, возникают в физи-

ке (модели фазового поля, теплоперенос) [86, 107], теории упругости (материалы

с памятью) [6, 120] и во многих других областях. Наиболее полно рассмотрен
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случай параболического (см. [43, 64, 70, 79–81, 86, 88, 102, 107, 121]) или ги-

перболического (см. [6, 120]) оператора 𝐿0 в (12), причем рассмотрен и самый

общий случай, когда 𝐿0 = 𝜕𝑡 − 𝐴 или 𝐿0 = 𝜕2𝑡 − 𝐴, где оператор 𝐴 – генератор

аналитической полугруппы (см., например, [79, 81, 88, 102]). Случай, когда 𝐿0

эллиптичен рассматривался, по-видимому, только в одной работе [12] в случае

одной пространственной переменной.

Задачи управления для уравнений соболевского типа рассматривались в

работах А.В. Келлер, Н.А. Манаковой, С.А. Загребиной, А.В. Замышляевой,

В.Е. Федорова (см., например, [21–23, 32, 48, 98]).

Не так много работ посвящено обратным задачам для уравнений соболевско-

го типа. Обратные задачи для псевдопараболических уравнений начали исследо-

ваться в 1980-х гг. Первый результат, полученный В. Ранделлом [139], относится

к обратным задачам восстановления функции источника 𝑓 = 𝑔(𝑡)𝜙(𝑥) в уравне-

нии (10) с линейными операторами 𝐿 и 𝑀 , 𝐿 = 𝑀 + 𝐼 . Он доказал глобальные

теоремы существования и единственности для функции 𝜙(𝑥), в случае финаль-

ного условия переопределения и для функции 𝑔(𝑡), когда вместе с условием

Дирихле на границе задается значение нормальной производной от решения в

точке на границе области.

Другой тип обратных задач для (10) рассмотрен в работах [2, 69, 88, 89, 94,

96], где восстанавливается ядро в интегральном слагаемом в уравнении (10) с

условием переопределения общего вида. В работах [114, 115] исследуются зада-

чи об определении функции источника 𝑓 = 𝑓(𝑥) или 𝑓 = 𝑓(𝑡) по интегральному

условию переопределения.

Работы [45, 124, 125] посвящены коэффициентным обратным задачам для

уравнения (10), в которых рассматривалась обратная задача нахождения неиз-

вестного коэффициента 𝑘(𝑡) в уравнении

𝑢𝑡 + (𝜂𝑀𝑢)𝑡 + 𝑘𝑀𝑢 = 𝑓

по интегральным данным на границе, где 𝑀 – дифференциальный оператор вто-

рого порядка по пространственным переменным, 𝜂 и 𝑓 заданы.

В [127] доказана теорема единственности и построен алгоритм решения об-

ратной задачи о нахождении функций 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑦), 𝑐(𝑦) и константы 𝑎 в уравне-
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нии (10) вида

𝑢𝑡 − ∆𝑢𝑡 = 𝑎∆𝑢+ 𝑏(𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑦)𝑢+ 𝛿(𝑡, 𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝑡 > 0.

Аналогичная постановка приводится в работе [65], где определяется скаляр-

ная функция, зависящая от 𝑡 и входящая в качестве множителя перед элемен-

том данного банахового пространства в правую часть абстрактного уравнения

уравнения соболевского типа. Близкая задача уже в случае обычного диффе-

ренциального уравнения (10) рассмотрена в работах [33, 49, 51, 113, 160], где

используется интегральное условие переопределения (в последней работе 𝑛 = 1

и дополнительно к данным Дирихле задается еще условие Неймана на одной

из стенок прямоугольника). В работах [97, 99] восстанавливается уже элемент

банахового пространства в уравнениях

𝐿𝑢𝑡(𝑡) = 𝑀𝑢(𝑡) + 𝑞𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝑃𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝑀1,

по интегральному условию переопределения.

Авторы в [52] относят некоторые классы обратных задач к подклассу задач

прогноз-управления, которые подразумевают нахождение такого управляющего

воздействия 𝑞 на систему, чтобы на заданном промежутке времени состояние

системы удовлетворяло, вообще говоря, нелокальному по времени требованию
𝑇∫︀
0

𝑢(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) = 𝑢𝑇 ∈𝑀 , которое можно считать условием наблюдения. Поскольку

в этом условии содержится интеграл Стилтьеса, частным его случаем являет-

ся, например, условие финального наблюдения 𝑢(𝑇 ) = 𝑢𝑇 , которое означает

требование приведения управляемой системы в состояние 𝑢𝑇 в момент времени

𝑇 .

В работах [163, 164] рассмотрен вопрос об определении правой части в аб-

страктном аналоге уравнения Буссинеска – Лява

𝐿𝑢𝑡𝑡(𝑡) = 𝑀𝑢𝑡(𝑡) +𝑀0𝑢 = 𝑆(𝑡)𝑞(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где неизвестная функция 𝑞 определяется при помощи условия вида 𝐶𝑢(𝑡) = 𝜓(𝑡).

Здесь предполагается, что старшая часть оператора не зависит от времени.

Можно отметить монографию [118], где также рассмотрены ряд модельных

обратных задач для уравнений составного типа.
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В работах [37, 61] рассмотрена обратная задача об определении граничных

режимов по интегральному условию переопределения. В качестве основных

пространств берется пространство Соболева 𝑊 𝑠
𝑝 с 𝑝 = 2.

В работах [129, 130] при 𝑛 = 1 рассмотрена задача о восстановлении млад-

шего коэффициента в псевдопараболическом уравнении и в уравнении Бусси-

неска – Лява в текущей постановке, т.е. переопределение является точечным.

Построенное решение является классическим, т.е. принадлежит некоторому про-

странству непрерывных функций.

Отметим также работы [27, 106], где рассмотрен ряд обратных задач для

уравнений соболевского типа. Получен ряд абстрактных результатов об опреде-

лении неизвестной функции, зависящей от параметра 𝑡 и входящей в младшую

часть уравнения нелинейно. В частности сюда входят как задачи об определе-

нии функции источника, так и некоторые коэффициентные задачи (коэффици-

енты входят в младшую часть уравнения). В качестве приложений рассмотрены

система Соболева, Осколкова, фазового поля и ряд других моделей. Рассмот-

рен случай интегральных условий переопределения, и в некоторых случаях (для

системы Осколкова) рассмотрены и задачи с точечным переопределением. Отли-

чие полученных результатов от представленных: в текущей работе неизвестные

функции входят и в старшую часть уравнения, все коэффициенты зависят, в

том числе и от времени (в работах Ивановой Н.Д. этого не предполагается), все

рассмотрения проведены в пространствах Соболева (в работах Ивановой Н.Д.

рассматриваются классические решения). Детально исследованы условия пере-

определения отличные от используемых в работе.

Среди работ, посвященных численному решения прямых задач для для ма-

тематических моделей, описываемых уравнениями соболевского типа выделим

работы П.Н. Вабишевича, М.Х. Бешкокова, А. Гуензани-Лакода, И. Амиралли,

Г.А. Свиридюка, А.А. Замышляевой, А.О. Кондюкова, С.А. Загребиной и др. (см.

результаты и библиографию в [18, 22, 25, 31, 32, 58, 68, 74, 75, 82, 87, 101, 116,

123, 157, 159, 162, 167]). В основном были рассмотрены некоторые модельные

задачи. Например, в работах [77, 78] построены численные методы для решения

уравнения

𝑢𝑡 + ∆2𝑢𝑡 = ∇ · 𝑓(𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑇0]

18



с начальными условиями

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω

и граничными условиями

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑣
(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × (0, 𝑇0]

Здесь впервые для подобных уравнений с несколькими пространственными пе-

ременными обсуждается метод конечных элементов по времени и получены оп-

тимальные оценки погрешности в 𝐿2, 𝐻1 и 𝐻2 нормах для соответствующих

решений. Также предложены несколько полных дискретных схем, таких как об-

ратный метод Эйлера, метод Кранка-Николсона и двойной метод обратной оцен-

ки.

Численное решение обратной задачи для математических моделей фильтра-

ции в упруго-деформируемой пористой среде (определения дебитов скважин по

заданным забойным давлениям) было реализовано в работе [4]. Постановка за-

дачи совпадает с формулировкой задачи об определении правой части в моделях

фильтрации, условия переопределения также совпадают, только сама модель яв-

ляется более простой и основана на параболическом уравнении для давления.

Примеров численного решения обратных задач для уравнений соболевского

типа в литературе немного (см. например, работы А. Хасан, А.Л. Бухгейма [76,

103]).

Отметим ряд работ и монографий, где получены существенные результаты

по теории обратных задач для уравнений математической физики [28, 73, 104,

105, 134]. В частности, для параболических уравнений и систем обратная задача

в той же постановке была рассмотрена в [135–137].

Теоретическая и практическая значимость

Результаты диссертационного исследования носят теоретический и практи-

ческий характер. В рамках теоретической значимости впервые проведено иссле-

дование вопросов разрешимости, единственности, получены оценки устойчи-

вости для решений обратных задач фильтрации и гидродинамики, в частности

для модели Баренблатта – Желтова – Кочиной и Буссинеска – Лява, исследова-

ны вопросы корректности и математической модели квазистационарных элек-

тромагнитных волн в анизотропных средах нестационарных внутренних волн в
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несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости Получены условия

корректности в терминах данных задачи. Теоретические результаты работы раз-

вивают теорию обратных задач для уравнений соболевского типа. Приведенные

схемы определения решения являются конструктивными и могут быть исполь-

зованы при построении численных методов для нахождения решения.

В рамках практической значимости построены численные методы решения

обратных задач об определении правой части (функции источников) и коэф-

фициента пьезопроводности для уравнения фильтрации и обратных задач об

определении параметров среды в математических моделях квазистационарных

электромагнитных волн в анизотропных средах и нестационарных внутренних

волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости. На основе

построенных численных алгоритмов разработаны комплексы программ и про-

ведены вычислительные эксперименты. Программы построены в среде Матлаб.

Результаты, полученные при исследовании данных математических моделей, мо-

гут быть полезны в теории фильтрации и гидродинамике, физике. Представлен-

ные результаты вычислительных экспериментов свидетельствуют об адекватно-

сти проведенного математического моделирования и эффективности выбранного

численного метода решения обратных задач, что создает основу для дальнейше-

го развития численных исследований моделей соболевского типа.

Методология и методы исследования

В диссертационной работе проведены исследования обратных задач для ма-

тематических моделей теории фильтрации и гидродинамики соболевского типа.

Исследование сводится к рассмотрению вопросов корректности обратных задач

для уравнений соболевского типа вида (1), (5), (12). В качестве функциональ-

ных пространств используются пространства С.Л. Соболева. Задачи приводят-

ся к операторному уравнению с ограниченным нелинейным оператором в под-

ходящем функциональном пространстве. Далее анализируются свойства этого

оператора, выводятся необходимые априорные оценки и используется теорема

о неподвижной точке. В качестве численных методов используются комбина-

ции метода конечных элементов и конечных разностей, а также идеи схемы

предиктор-корректор.

Основные положения, выносимые на защиту:
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- в рамках развития качественных и приближенных аналитических мето-

дов исследования математических моделей: аналитически исследованы

обратные задачи с точечными условиями переопределения об определе-

нии функции источника и параметров среды для математических моделей

фильтрации и гидродинамики и обратные задачи с условиями переопреде-

ления общего вида для математических моделей квазистационарных элек-

тромагнитных волн в анизотропных средах и нестационарных внутренних

волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости

- в рамках разработки, обоснования и тестирования эффективных вычис-

лительных методов с применением современных компьютерных техноло-

гий: на основе полученных теоретических результатов разработаны алго-

ритмы и эффективные численные методы для нахождения неизвестных

коэффициентов и источников в задачах фильтрации и задачах определения

параметров среды в математических моделях квазистационарных электро-

магнитных волн и нестационарных внутренних волн в несжимаемой стра-

тифицированной вращающейся жидкости

- в рамках реализации эффективных численных методов и алгоритмов в

виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения

вычислительного эксперимента: разработаны программные комплексы,

основанные на пакете математических вычислений Матлаб, проведены

вычислительные эксперименты, подтверждающие эффективность предло-

женных алгоритмов и адекватность проведенного моделирования.

Степень достоверности результатов:

Полученные результаты подтверждаются строгими математическими дока-

зательствами всех утверждений, приведённых в диссертации, согласием между

теоретическими положениями и результатами вычислительных экспериментов,

проведённых в данной работе и исследованиями других авторов, согласовани-

ем результатов вычислительных экспериментов с модельными примерами. Все

результаты, выносимые на защиту опубликованы и получены автором лично.

Апробация работы

Основные положения и результаты диссертационной работы обсуждались на

научных семинарах Югорского и Южно-Уральского государственных универси-

тетов, а также на 9-и научных и научно-практических конференциях:
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- 52-ая Международная научная студенческая конференции МНСК-2014

(Новосибирск 2014).

- Международная конференция «Дифференциальные уравнения и матема-

тическое моделирование», посвящённая 70-летию со дня рождения В. Н.

Врагова (Улан-Удэ 2015).

- Международная школа конференция «Соболевские чтения» (Новосибирск

2016).

- Международная конференция по математическому моделированию

МКММ-2017 (Якутск 2017).

- Международная конференция «Понтрягинские чтения - XXIX» (Москва

2018).

- Международная научно-практическая конференция «ИНФО-2018» (Сочи

2018).

- Международная научная конференция «Дифференциальные уравнения и

смежные проблемы» (Стерлитамак, 2018).

- Всероссийская научная конференция с международным участием «ИТИС-

2019» (Ханты-Мансийск 2019).

- Российско-французский семинар «Дифференциальные уравнения и мате-

матическое моделирование» (Ханты-Мансийск 2019).

Краткое содержание диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав и заключения. Полный объём

диссертации составляет 168 страниц. Список литературы содержит 185 наиме-

нований. Опишем содержание работы.

Во введении обоснована актуальность темы диссертации, проведен анализ

литературы по указанной тематике, сформулированы цели и задачи работы. Так-

же в данной части работы сформулированы положения, выносимые на защиту,

степень достоверности и апробация результатов диссертационной работы.

В первой главе приводятся вспомогательные утверждения, на которые в

дальнейшем опираются основные результаты.

Вторая глава состоит из 6 параграфов, в которой рассматриваются обратные

задачи (10), (11). В первом параграфе рассматривается задача об определении

вместе с решением 𝑢 неизвестной правой части уравнения:

𝐿𝑢𝑡 +𝑀𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (19)
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где 𝐿 – эллиптический оператор второго порядка, а 𝑀 – дифференциальный

оператор не более, чем второго порядка по переменным 𝑥 и 𝐺 – ограниченная

область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение дополняется краевыми и

начальными условиями:

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (20)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), (21)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 +𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢. В качестве условий переопределе-

ния рассматриваются значения решения 𝑢 в отдельных точках. То есть условия

переопределения имеют вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚), (22)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺.

Пусть 𝐿 и 𝑀 операторы второго порядка.

𝐿𝑢 =
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝑀𝑢 =
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

Пусть правая часть в (10) имеет вид:

𝑓 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), (23)

где функции 𝑓𝑖 даны и 𝑐𝑖(𝑡) подлежат определению с использованием условий

(4).

Условия на коэффициенты операторов 𝐿, 𝑀 . фиксируем параметр 𝑝 > 𝑛 и

предполагаем, что

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛),

𝑎𝑖, 𝑎0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)),

𝑏𝑖, 𝑏0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄).

(24)
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𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 1,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (25)

𝛾𝑡, 𝜎𝑡 ∈ 𝐶1/2,1(𝑆) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛). (26)

где 𝑛 – единичный вектор внешней нормали к Γ и 𝛿1 – некоторая положительная

постоянная.

𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(27)

Условия согласования:

𝜙(𝑥, 0)|Γ = 𝑅(0)𝑢0(𝑥)|Γ, 𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚). (28)

Условия корректности. Построим матрицу 𝐵 с элементами

𝑏𝑖𝑗 = 𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) и пусть существует 𝛿0 > 0 такая, что

|𝑑𝑒𝑡𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (29)

где 𝐿−1𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи: 𝐿𝑢 = 𝑓𝑖, 𝑅𝑢|𝑆 = 0.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть коэффициенты операторов 𝐿,𝑀 удовлетворяют услови-

ям (24), и дополнительно условиям (25) – (27) в случае краевых условий с косой

производной, выполнены условия (28), (29) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺),

𝜙 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝜓𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑝 > 𝑛,

Тогда решение задачи (19), (20), (21), (22), (23) существует и единственно и

𝑢 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

Решение (𝑢, 𝑐1, .., 𝑐𝑚) удовлетворяет оценке:

‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑐𝑖(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) ≤ 𝑐(‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄)
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+‖𝜙‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ)) +

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜓𝑖‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 )

+ ‖𝑢0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

),

где постоянная 𝑐 не зависит от функций 𝑓0, 𝜙, 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

Во втором параграфе рассматривается обратная задача об определении неиз-

вестных функций, которые входят как в правую часть уравнения, так и в сам

оператор как коэффициенты. Задача в этом случае является нелинейной.

Пусть правая часть в (10) имеет вид

𝑓 =

𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟0), (30)

где функции 𝑓𝑖 даны. Часть коэффициентов оператора 𝑀 зависящих от 𝑡 счита-

ются неизвестными, и оператор 𝑀 имеет вид:

𝑀𝑢 = 𝑀𝑟0𝑢+
𝑟∑︀

𝑘=𝑟0+1

𝑐𝑘(𝑡)𝑀𝑘𝑢,

𝑀𝑘𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑏𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢.

Оператор 𝐿 имеет такой же вид как и в предыдущем параграфе:

𝐿𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢,

Фиксируем параметр 𝑝 > 𝑛 и предположим, что

𝑏𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), 𝑏𝑘𝑖 , 𝑏
𝑘
0 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑘 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟), (31)

𝑏𝑟0𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑏𝑟0𝑖 , 𝑏
𝑟0
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), (32)

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎𝑖, 𝑎0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛), (33)

𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(34)

В случае краевых условия с косой производной требуем, чтобы

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 1,∑︀𝑛

𝑖=1 𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆,
(35)
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Условия согласования:

𝛼𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖) (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟), 𝑅(0)𝑢0|Γ = 𝜙(𝑥, 0). (36)

Задача состоит в нахождении решения уравнения (10), т.е. уравнения

𝐿𝑢𝑡 +𝑀𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (37)

удовлетворяющего краевым и начальным условиям

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (38)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥) (39)

и условиям переопределения

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝛼𝑖(𝑡), 𝛼𝑖(𝑡) ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟), (40)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺, и нахождении функций 𝑐𝑖(𝑡).

Построим функцию Φ ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) (𝑝 > 𝑛) такую, что

Φ ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)),

Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑅(𝑡)Φ|𝑆 = 𝜙.
(41)

Построим матрицу 𝐵 со строками

𝐿−1𝑓1(𝑥𝑗, 𝑡), 𝐿
−1𝑓2(𝑥𝑗, 𝑡), ..., 𝐿

−1𝑓𝑟0(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1𝑀𝑟0+1Φ(𝑥𝑗, 𝑡), ...,−𝐿−1𝑀𝑟Φ(𝑥𝑗, 𝑡),

где 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑟, и предположим , что существуют постоянные 𝛿0 > 0, 𝜏0 > 0

такие, что

| det𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0]. (42)

Здесь 𝐿−1𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи:

𝐿𝑢𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑢𝑖|𝑡=0 = 0, 𝑅(𝑡)𝑢𝑖|𝑆 = 0.

В этом случае, локально по времени, условие (42) от выбора функции Φ не

зависит.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (31) – (36), (42) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺),
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𝜙 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝛼𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝑝 > 𝑛,

где 𝑠0 = 2 − 1/𝑝 в случае условий Дирихле и 𝑠0 = 1 − 1/𝑝 в противном случае.

Тогда найдется постоянная 𝛾0 > 0 такая, что на промежутке [0, 𝛾0] решение

(𝑢, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟) задачи (37) – (40), (30) существует и единственно и

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝛾0];𝑊
2
𝑝 (𝐺)), 𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝([0, 𝛾0];𝑊

2
𝑝 (𝐺)),

𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟).

В третьем параграфе рассматривается линейная обратная задача для уравне-

ний соболевского типа 4 порядка. Рассматривается задача об определении вместе

с решением 𝑢 неизвестной правой части и коэффициентов в уравнении:

𝐿0𝑢𝑡𝑡 + 𝐿1𝑢𝑡 + 𝐿2𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (43)

где, 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) – операторы второго порядка по переменным 𝑥, 𝐺 – ограни-

ченная область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение дополняется краевы-

ми и начальными условиями:

𝑅(𝑡)𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (44)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥). (45)

Задача состоит в определении неизвестной правой части 𝑓 , зависящей от вре-

мени по заданным условиям переопределения, в качестве которых мы рассмат-

риваем значения решения 𝑢 в отдельных точках. Таким образом, условия пере-

определения имеют вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚), (46)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺.

Предполагается ниже, что Γ ∈ 𝐶2 и считаем, что операторы 𝐿𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2)

имеют вид

𝐿𝑘𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,
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где все коэффициенты вещественны, а оператор 𝐿0 предполагается эллиптиче-

ским, т.е. существует постоянная 𝛿0 > 0 такая, что:

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Фиксируем параметр 𝑝 > 𝑛 (для простоты) и предположим, что

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)),

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄)

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2).

(47)

𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎00 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(48)

В случае краевых условия с косой производной требуем, чтобы

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 2, |

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖| ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (49)

Пусть правая часть в (43) имеет вид:

𝑓 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), (50)

где функции 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) даны и 𝑐𝑖(𝑡) подлежат определению с исполь-

зованием условий (46).

Условия согласования:

𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝜓𝑖𝑡(0) = 𝑢1(𝑥𝑖), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚),

𝜙(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢0(𝑥),

𝜙𝑡(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢1(𝑥) +𝑅𝑡(0)𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.

(51)

Условия корректности. Пусть 𝐵 матрица с элементами

𝑏𝑖𝑗 = 𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) и пусть существует 𝛿0 > 0 такая, что

| det𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (52)
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где 𝐿−1
0 𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи: 𝐿0𝑢𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑅(𝑡)𝑢𝑖|𝑆 = 0.

Рассматривается задача (43) – (46), (50) считая, что операторы 𝐿𝑖 удовлетво-

ряют вышеприведенным условиям.

Теорема 3. Пусть коэффициенты операторов 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) удовлетво-

ряют условиям (47), (48), (49), выполнены условия согласования (51), условия

корректности (52) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑈𝑗(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) (𝑗 = 0, 1),

𝜙 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)),

𝜓𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑝 > 𝑛.

Тогда существует единственное решение задачи (43) – (46), (50) такое, что:

𝑢, 𝑢𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

В четвертом параграфе рассматривается то же уравнение, что и в предыду-

щем параграфе, т.е.

𝐿0𝑢𝑡𝑡 + 𝐿1𝑢𝑡 + 𝐿2𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (53)

где, 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) – операторы второго порядка по переменным 𝑥, 𝐺 – ограни-

ченная область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение дополняется краевы-

ми и начальными условиями:

𝑅(𝑡)𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (54)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥). (55)

Задача состоит в определении неизвестной правой части 𝑓 и коэффициентов

уравнения (53), зависящих от времени по заданным условиям переопределения,

в качестве которых мы рассматриваем значения решения 𝑢 в отдельных точках.

Таким образом, условия переопределения имеют вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟2), (56)
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где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺. Правая часть в уравнении (53) имеет

вид:

𝑓 =

𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟0), (57)

где функции 𝑓𝑖 даны и 𝑐𝑖(𝑡) подлежат определению. Пусть также операторы 𝐿𝑠

(𝑠 = 0, 1, 2) имеют вид

𝐿0𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎0𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎00(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐿𝑠𝑢 = 𝐿0𝑠𝑢+
𝑟𝑠∑︀

𝑘=𝑟𝑠−1+1

𝑐𝑘(𝑡)𝐿
𝑘𝑢, 𝑠 = 1, 2

𝐿𝑘𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐿0𝑠𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑠𝑖𝑗 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎0𝑠𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0𝑠0 (𝑥, 𝑡)𝑢.

Это возможно, что правая часть 𝑓 не содержит неизвестных функций 𝑐𝑖. По-

лагаем в этим случае, что 𝑟0 = 0 и 𝑓 = 𝑓0 – известная функция. Также возможно,

что оператор 𝐿1 не содержит неизвестных функций 𝑐𝑖. Полагаем в этом случае,

что 𝑟1 = 𝑟0, 𝐿1 = 𝐿01 – известный оператор. Считаем, что либо оператор 𝐿1,

либо оператор 𝐿2 содержит неизвестные коэффициенты, поскольку противопо-

ложный случай был рассмотрен в предыдущем параграфе. В случае, если все

коэффициенты оператора 𝐿2 известны, полагаем 𝑟2 = 𝑟1 и тогда 𝐿2 = 𝐿02 –

известный оператор. Условия на коэффициенты уравнения имеют вид

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)),

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟2),

𝑎0𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑎0𝑠𝑖 , 𝑎
0𝑠
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛, 𝑠 = 1, 2).

(58)

𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎00 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(59)

В случае краевых условия с косой производной требуем, чтобы

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 2,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (60)
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Условия согласования:

𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝜓𝑖𝑡(0) = 𝑢1(𝑥𝑖), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚),

𝜙(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢0(𝑥), 𝜙𝑡(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢1(𝑥) +𝑅𝑡(0)𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.
(61)

Пусть функция Φ ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) (𝑝 > 𝑛) такова, что Φ𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)),

Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), Φ𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥), Φ|𝑆 = 𝜙. Построим матрицу 𝐵, 𝑗-я строка которой

имеем вид

𝐿−1
0 𝑓1(𝑥𝑗, 𝑡), 𝐿

−1
0 𝑓2(𝑥𝑗, 𝑡), . . . , 𝐿

−1
0 𝑓𝑟0(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟0+1Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,

−𝐿−1
0 𝐿𝑟1Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟1+1Φ(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,−𝐿−1
0 𝐿𝑟2Φ(𝑥𝑗, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟2,

и предположим , что существует 𝛿0 > 0, 𝜏0 > 0 такие, что

| det𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0], (62)

где 𝐿−1
0 𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи 𝐿0𝑢𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑅(𝑡)𝑢𝑖|𝑆 = 0. Легко показать, что

локально по времени условие (62) не зависит от выбора функции Φ.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (58) – (62) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢𝑗(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) (𝑗 = 0, 1),

𝜙, 𝜙𝑡, 𝜙𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)),

𝜓𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟2, 𝑝 > 𝑛.

Тогда существует постоянная 𝛾0 > 0 такая, что на промежутке [0, 𝛾0] суще-

ствует единственное решение (𝑢, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟2) задачи (53) – (56) такое, что

𝑢, 𝑢𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝛾0];𝑊
2
𝑝 (𝐺)), 𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝([0, 𝛾0];𝑊

2
𝑝 (𝐺)),

𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟2).

В пятом параграфе описывается алгоритм численного решения коэффициент-

ных обратных задач и задач об определении функции источника для математи-

ческих моделей фильтрации. Он основан на способе построения приближённого

решения в теоремах существования. Кроме того, используется соответствующая
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теорема об устойчивости решений соответствующих обратных задач. Считает-

ся, что условия, при выполнении которых обратная задача корректна выполнены.

Приведенный алгоритм использует некоторые интегральные тождества. Вначале

используется метод конечных элементов, сводя прямую задачу к системе обык-

новенных дифференциальных уравнений. Система решается с помощью метода

конечных разностей (неявная схема). Обратная задача решается с помощью спе-

циальной итерационной процедуры.

В шестом параграфе описан комплекс программ, реализующий алгоритмы

численного решения коэффициентных обратных задач об определения функции

источника или коэффициента пьезопроводности для математических моделей

фильтрации, приведены и описаны основные блок-схемы алгоритма. Программа

позволяет численно решать не только обратные задачи теории фильтрации, но

и обратные задачи для более общих классов уравнений третьего порядка. При-

водятся результаты численных экспериментов и их сравнение при различных

входных данных.

В третьей главе рассматриваются математические модели, описывающие

процессы распространения электромагнитных волн в анизотропных средах и

нестационарных внутренних волн в несжимаемой стратифицированной враща-

ющейся жидкости. Приводятся основные результаты и доказательства. Глава со-

стоит из 5 параграфов.

В первом параграфе описываются математические модели, для уравнений

нестационарных внутренних волн в несжимаемой стратифицированной враща-

ющейся жидкости (уравнение распространения электромагнитных волн в анизо-

тропных средах). При помощи дифференцирования по времени задача сводится

к нелинейной обратной задаче с интегральным слагаемым для уравнения со-

ставного типа третьего порядка, которое затем исследуется. Второй параграф

содержит ряд вспомогательных построений и результатов.

В третьем параграфе доказывается основная теорема о корректности постав-

ленной задачи в целом по времени. Рассматриваются обратные задачи об опре-

делении коэффициентов 𝑘𝑖 для общих уравнений вида

𝐿0𝑢+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜅𝑖*𝐿𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓, (63)
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где
𝐿𝑘𝑢 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎

𝑘
𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖,𝑥𝑗 +

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎

𝑘
𝑖 (𝑥, 𝑡) + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), 𝐺 ⊂ R𝑛.

Уравнение дополняется условиями переопределения

Ψ𝑗(𝑢)(𝑡) = 𝜓𝑗(𝑡), (64)

где Ψ𝑖 – некоторые функционалы.

Краевые условия:

𝑅𝑢|𝑆 = 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝑆 = 𝜕𝐺× (0, 𝑇 ), (65)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢.

Считаем, что все коэффициенты операторов 𝐿𝑘 (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚) веществен-

ны, а оператор 𝐿0 предполагается эллиптическим, т.е. существует постоянная

𝛿0 > 0 такая что:

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Фиксируем параметр 𝑝 > 𝑛 (для простоты) и предположим, что

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)), 𝑎0𝑖𝑗𝑡, 𝑎

𝑘
𝑖𝑗𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)),

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑎𝑘0𝑡, 𝑎

𝑘
𝑖𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄)

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚),

𝛾𝑖, 𝛾𝑖𝑡, 𝜎, 𝜎𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶1(Γ)) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛),

𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆,

(66)

где 𝑛⃗ = (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑛) – единичный вектор внешней нормали к 𝑆.

Условия корректности. Пусть 𝐵 матрица с элементами 𝑏𝑖𝑗 =

Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)) и существует 𝛿2 > 0 такая, что

| det𝐵| ≥ 𝛿2 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (67)
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где 𝐿−1
0 𝑓 есть решение 𝑣0 задачи: 𝐿0𝑣0 = 𝑓, 𝐵𝑣0|Γ = 0.

Считаем, что функционалы Ψ𝑗 удовлетворяют условиям

Ψ𝑗 ∈ 𝐿(𝑊 2
𝑝 (𝐺),R), Ψ𝑗(𝑢0) = 𝜓𝑗(0), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (68)

и, таким образом, Ψ𝑗 ∈ (𝑊 2
𝑝 (𝐺))*. Пусть 𝐴,𝐵 – банаховы пространства. Тогда

𝐿(𝐴,𝐵) – пространство линейных непрерывных операторов, определенных на

𝐴 со значениями в 𝐵.

Используя краевые условия (3), получим

𝑅𝑢0(𝑥) = 𝑔(𝑥, 0). (69)

Используя условия (4), получим необходимое условие разрешимости

Ψ𝑗(𝑢0(𝑥)) = 𝜓𝑗(0) 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (70)

Построим вспомогательную функцию Φ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) такую, что

Φ𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝐵Φ|𝑆 = 𝑔(𝑥, 𝑡), Φ(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).

Теорема 5. Пусть 𝑓, 𝑓𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), выполнены условия (66)–(70), 𝑔 ∈
𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝑔𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)) (𝑝 > 𝑛), 𝜓𝑗 ∈ 𝑊 1

𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚).

Тогда существует единственное решение задачи (63) – (65) такое, что 𝑢𝑡 ∈
𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑘𝑖 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚).

Для любых двух решений (𝑢1, 𝑘⃗1), (𝑢2, 𝑘⃗2) задачи (63) – (65) отвечающим

данным 𝑓𝑖, 𝑔𝑖, 𝜓⃗𝑖 (𝑖 = 1, 2) и удовлетворяющих условиям теоремы, справедлива

оценка

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐶([0,𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢1𝑡 − 𝑢2𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+
𝑚∑︀
𝑖=1

‖𝑘1 − 𝑘2‖𝐿𝑝(0,𝑇 )

≤ 𝑐(‖𝑓1 − 𝑓2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑔1 − 𝑔2‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ)) + ‖𝜓⃗1 − 𝜓⃗2‖𝑊 1

𝑝 (0,𝑇 )
),

(71)

где переменная 𝑐 зависит, в частности, от нормы данных в соответствующих

пространствах и констант в условиях (68).

В четвертом параграфе описывается алгоритм численного решения задачи.

Приводится описание численного алгоритма, основанного на методе конечных

элементов, для модельного уравнения в случае краевых условий Дирихле при

𝑚 = 2. Рассматривается уравнение

∆𝑢+

𝑡∫︁
0

2∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚(𝑠)𝑢𝑥𝑚𝑥𝑚(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (72)
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в области 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺 ⊂ 𝑅2, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

В пятом параграфе описывается программа численного определения пара-

метров среды в математических моделях квазистационарных электромагнитных

волн, реализующая алгоритм предложенный в четвертом параграфе. Приведены

и описаны основные блок-схемы алгоритма, рассмотрены результаты численных

экспериментов и их сравнение при различных входных данных.

В заключении изложены основные выводы, обсуждаются перспективы даль-

нейшей разработки темы и возможные приложения к практическим задачам.

Публикации

Результаты по теме диссертации изложены в 17 печатных изданиях [169–

185], 6 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК [169–174], в том

числе три в изданиях, входящих в системы цитирования SCOPUS и Web of

Science, два свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ,

8 — в тезисах докладов [177–185]. В совместных с научным руководителем ра-

ботах научному руководителю принадлежит постановка задачи, в диссертацию

вошли только результаты, полученные ее автором и не затрагивают интересы

соавторов.

Благодарности. Автор выражает искреннюю и глубокую благодарность сво-

ему научному руководителю Пяткову Сергею Григорьевичу за постановку зада-
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строению численного алгоритма.
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ГЛАВА 1

Вспомогательные результаты

В данной главе приводятся вспомогательные утверждения, которые исполь-

зуются в доказательствах основных результатов диссертации. Стоит отметить,

что в литературе нужных теорем о разрешимости прямых задач не нашлось.

Поэтому эти теоремы приводятся с доказательствами.

Пусть 𝐿 – оператор второго порядка

𝐿𝑢 =
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢,

где 𝑥 ∈ 𝐺 ⊂ R𝑛, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝐺 – ограниченная область в границей Γ ∈ 𝐶2. Пусть

𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ). Оператор 𝐿 предполагается эллиптическим, т.е.

найдется 𝛿0 > 0 такая что:

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Предполагается, что

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎𝑖, 𝑎0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)), 𝑝 > 𝑛, (1.1)

𝛾𝑖, 𝜎,∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶1(Γ)) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛),
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (1.2)

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑙
𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑎0, 𝑎𝑖 ∈ 𝑊 𝑙

𝑝(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛), 𝑙 = 1, 2. (1.3)

𝜕𝑘𝑡 𝛾, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛),∀𝑘 ≤ 𝑙. (1.4)

где 𝑛 – единичный вектор внешней нормали к Γ и 𝛿1 – некоторая положительная

постоянная.

Условие 𝐴0. 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 и

𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с

косой производной.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 𝐴0, (1.1) в случае условий Дирихле и усло-

вия 𝐴0, (1.1), (1.2) в случае условий с косой производной. Задача c параметром

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝐿(𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑅(𝑡)𝑢|Γ = 𝑔(𝑥, 𝑡), (1.5)
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для всех функций 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑡), определенных при каждом (или п.в.) 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

и таких, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿𝑝(𝐺) (𝑝 > 𝑛), 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ) при каждом или п.в.

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (𝑠0 = 2 − 1/𝑝 в случае задачи Дирихле и 𝑠0 = 1 − 1/𝑝 в случае задачи с

косой производной) имеет единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) при каждом

или п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и справедлива оценка:

‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔‖𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)),

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝑓, 𝑔, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Следствие 1.1. Как непосредственное следствие утверждения теоремы имеем,

что если дополнительно 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶([𝛼, 𝛽];𝐿𝑝(𝐺)), 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶([𝛼, 𝛽];𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ))

(0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 ), то задача (1.5) имеет единственное решение 𝑢 ∈
𝐶([𝛼, 𝛽];𝑊 2

𝑝 (𝐺)) и справедлива оценка:

‖𝑢‖𝐶([𝛼,𝛽];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐶([𝛼,𝛽];𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑔‖𝐶([𝛼,𝛽];𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ))),

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽. Аналогично, если дополнительно

𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)) (0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 ), то задача

(1.5) имеет единственное решение 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺)) и справедлива оценка:

‖𝑢‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑔‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊
𝑠0
𝑝 (Γ))),

где 𝑐 – постоянная. Нетрудно также показать при выполнении условий (1.3),

(1.4) при 𝑙 = 1 или 𝑙 = 2, что если существуют обобщенные производные

𝜕𝑘𝑡 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝐿𝑝(𝐺)), 𝜕𝑘𝑡 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)), 𝑘 ≤ 𝑙, то решение задачи (1.5)

дифференцируемо по 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑊 𝑙
𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), и имеем, что при 𝑙 = 1

𝐿(𝑡)𝑢𝑡 = 𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝐿𝑡𝑢, 𝑅𝑢𝑡 = 𝑔𝑡(𝑥, 𝑡) −𝑅𝑡𝑢 ((𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆), (1.6)

и при 𝑙 = 2

𝐿(𝑡)𝑢𝑡𝑡 = 𝑓𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)−𝐿𝑡𝑡𝑢−2𝐿𝑡𝑢𝑡, 𝑅𝑢𝑡𝑡 = 𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)−2𝑅𝑡𝑢𝑡−𝑅𝑡𝑡𝑢((𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆), (1.7)

где 𝐿𝑡, 𝑅𝑡, 𝐿𝑡𝑡, 𝑅𝑡𝑡 – операторы 𝐿,𝑅, где коэффициенты заменены их производ-

ными по 𝑡 соответствующего порядка.

Доказательство. теоремы 1. Разрешимость задач (1.5) (зависящих от параметра

𝑡) вытекает из единственности решений (см. принцип максимума в гл. 9 и тео-

рему 9.15 в [10] в случае условий Дирихле и утверждение 2.3.2 и теорему 2.3.5
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в [128]) в случае условий с косой производной) и фредгольмовости этих задач.

Оценка для решений вытекает из непрерывности коэффициентов оператора по 𝑡.

Тогда в некоторой окрестности любой точки 𝑡0 ∈ [0, 𝑇 ] можно получить оценку

вида ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐‖𝐿𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) с постоянной 𝑐 не зависящей от 𝑡 (в случае одно-

родного граничного условия). Эти оценки гарантируют и наличие глобальной

оценки из формулировки теоремы.

Лемма 1.1. Существует постоянная 𝑐 > 0 такая, что для всех

𝑢 ∈ 𝑊 2,1
𝑝 (𝑄𝛾), 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑄𝛾 = 𝐺× (0, 𝛾),

справедливо неравенство

‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝛾,𝑊 1
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐𝛾1/2‖𝑢‖𝑊 2,1
𝑝 (𝑄𝛾).

Доказательство. Утверждение вытекает из интерполяционного неравенства

‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐‖𝑢‖1/2𝑊 2
𝑝 (𝐺)

‖𝑢‖1/2𝐿𝑝(𝐺)

(см. [156]) и формулы Ньютона – Лейбница.

Лемма 1.2. Если 𝑏 ∈ 𝐿𝑞(𝐺) с 𝑞 > 𝑛 при 𝑝 ≤ 𝑛 и 𝑞 ≥ 𝑝 при 𝑝 > 𝑛, то существует

постоянная 𝑐 > 0 такая, что для всех 𝑢 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) выполнено

‖𝑏∇𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

. (1.8)

Если 𝑏 ∈ 𝐿𝑞(𝐺) с 𝑞 > 𝑛/2 при 𝑝 ≤ 𝑛/2 и 𝑞 ≥ 𝑝 при 𝑝 > 𝑛/2, то существует

постоянная 𝑐 > 0 такая, что для всех 𝑢 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) выполнено

‖𝑏𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

. (1.9)

Если 𝑏 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) с 𝑝 > 𝑛, то существует постоянная 𝑐 > 0 такая, что

‖𝑏∇𝑢‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

, (1.10)

‖𝑏𝑢‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

(1.11)

для всех 𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)).
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Доказательство. Все утверждения доказываются по одной схеме. Докажем, на-

пример, первое утверждение. Фиксируем 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Имеем, используя нера-

венство Гельдера, что

‖𝑏𝑢𝑥𝑖‖𝐿𝑝(𝐺) = (

∫︁
𝐺

|𝑏|𝑝|𝑢𝑥𝑖|𝑝𝑑𝑥)1/𝑝 ≤ (

∫︁
𝐺

|𝑏|𝑞𝑑𝑥)
1
𝑞𝑝 (

∫︁
𝐺

|𝑢𝑥𝑖|
𝑝𝑞
𝑞−𝑝𝑑𝑥)

𝑞−𝑝
𝑞𝑝 .

В силу теорем вложения (см., например, [156]) имеем оценку

‖𝑢𝑥𝑖‖𝐿 𝑞𝑝
𝑞−𝑝

(𝐺) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

, если 𝑞 > 𝑛, 𝑝 ≤ 𝑛.

Таким образом

‖𝑏𝑢𝑥𝑖‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

, 𝑐 = ‖𝑏‖1/𝑝𝐿𝑞(𝐺)
.

Пусть 𝑄𝛾 = 𝐺× (0, 𝛾). Определим оператор 𝑀

𝑀𝑢 =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏0(𝑥, 𝑡)𝑢

и предположим, что

𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛), 𝑏𝑖, 𝑏0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄). (1.12)

Теорема 2. . Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺), 𝜙, 𝜙𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (𝐺)), выпол-

нены условия 𝐴0, (1.12), (1.1) в случае условий Дирихле и условия 𝐴0, (1.12), (1.1),

(1.2), (1.4) с 𝑙 = 1 в случае условий с косой производной и условия согласования

𝜙(𝑥, 0)|Γ = 𝑅(0)𝑢0(𝑥)|Γ. (1.13)

Тогда существует единственное решение задачи

𝐿𝑢𝑡 +𝑀𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (1.14)

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (1.15)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥). (1.16)

такое, что:

𝑢, 𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)).
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Решение удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ)) + ‖𝑢0‖𝑊 2

𝑝 (𝐺)
).

(1.17)

Если 𝜙 ≡ 0, 𝑢0(𝑥) ≡ 0, то существует постоянная 𝑐 > 0 не зависящая от

𝛾 ∈ [0, 𝑇 ] и 𝑓 такая, что для решения задачи (1.14) – (1.16) справедлива оценка:

‖𝑢‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝛾).

Доказательство. Рассмотрим промежуток [0, 𝑇 ]. Построим функцию

Φ ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)) : 𝑅Φ|𝑆 = 𝜙, Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥),

которую можно построить как решение задачи:

∆Φ − Φ = ∆𝑢0 − 𝑢0, 𝑅(𝑡)Φ|Γ = 𝜙(𝑡).

(существование такой функции Φ вытекает из теоремы 1). Легко увидеть, что все

условия выполнены. Сделаем замену неизвестного 𝑉 = 𝑢−Φ. Тогда функция 𝑉

удовлетворяет условиям

𝑅𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0.

𝐿𝑉𝑡 +𝑀𝑉 = 𝑓 − 𝐿Φ𝑡 −𝑀Φ = 𝑔.

Используя теорему 1 можем переписать уравнение в виде:

𝑉 +

𝑡∫︁
0

𝐿−1𝑀𝑉 (𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
0

𝑅0(𝑉 )(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
0

𝐿−1𝑔(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏,

или в виде

𝑉 + 𝑆(𝑉 ) = 𝑔0 =

𝑡∫︁
0

𝐿−1𝑔(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏, (1.18)

где 𝑆 – линейный оператор, оператор 𝐿−1 сопоставляет функции 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) ре-

шение задачи 𝐿𝑉 = 𝑓0, 𝑅(𝑡)𝑉 |Γ = 0 и функция 𝑣 = 𝑅0(𝑉 ) есть решение задачи

𝐿𝑣 = 0, 𝑅(𝑡)𝑣 = 𝑅𝑡𝑉 (таким образом, 𝑅0(𝑉 ) ≡ 0 в случае условий Дирих-

ле). Используя условие теорему 1 и условия на данные имеем, что справедливы

оценки:

‖𝐿−1𝑀𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐‖𝑀𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

. (1.19)
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‖𝑅0(𝑉 )‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐1‖𝑉 ‖𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ) ≤ 𝑐2‖𝑉 ‖𝑊 2

𝑝 (𝐺)
, (1.20)

где постоянные 𝑐, 𝑐𝑖 зависят от норм коэффициентов и не зависят от 𝑡, 𝑉 . Здесь

используется вложение 𝑊 2
𝑝 (𝐺) ⊂ 𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Γ) [156]. Имеем в силу условий (1.12)

и леммы 1.2, что

‖𝑀𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑏𝑖𝑗‖𝐿∞(𝐺)‖𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗‖𝐿𝑝(𝐺) + 𝑐3‖𝑢‖𝑊 1
∞(𝐺), (1.21)

где 𝑐3 – постоянная. Из определения оператора 𝑆, вложения 𝑊 2
𝑝 (𝐺) ⊂ 𝑊 1

∞(𝐺) и

неравенства Гельдера, получим

‖𝑆(𝑉 )‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝜏 1−1/𝑝𝑐4‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

, (1.22)

где постоянная 𝑐4 не зависит от 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ] и зависит от норм коэффициентов в 𝑄.

Рассмотрим пространство 𝐻𝜏 = 𝐿∞(0, 𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)). Если 𝜏 1−1/𝑝𝑐4 = 1/2, то норма

оператора 𝑆 : 𝐻𝜏 → 𝐻𝜏 меньше 1 и значит уравнение (1.18) имеет единственное

решение. Таким образом, строится решение на промежутке [0, 𝜏 ]. Из уравнения

вытекает, что решение удовлетворяет оценке

‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 2‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (1.23)

Покажем, что его можно продолжить на весь промежуток [0, 𝑇 ]. Положим

𝑉0(𝑥, 𝑡) = 𝑉 (𝑥, 𝑡) при 𝑡 ≤ 𝜏 и 𝑉0(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 > 𝜏 . Сделаем в уравнении

(1.18) замену 𝑉 = 𝑉0 + 𝑉1. Относительно функции 𝑉1 выводится уравнение

𝑉1 + 𝑆(𝑉1) = 𝑔0 − 𝑆(𝑉0) = 𝑔1. (1.24)

По построению, правая часть здесь равна нулю на (0, 𝜏). Ищем решение урав-

нения (1.24). Если 𝑉1 есть решение (1.24), то по доказанному 𝑉1 ≡ 0 на [0, 𝜏 ] и

значит уравнение при 𝑡 ≥ 𝜏 можно переписать в виде

𝑉1 +

𝑡∫︁
𝜏

(𝐿−1𝑀𝑉 (𝑥, 𝜏) +𝑅0(𝑉 )(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏 = 𝑔1. (1.25)

Далее повторяются предыдущие рассуждения и можно получить аналог оценки

(1.22) вида

‖𝑆(𝑉1)‖𝐿∞(𝜏,2𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝜏 1−1/𝑝𝑐4‖𝑉1‖𝐿∞(𝜏,2𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

, (1.26)
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где без ограничения общности можем считать, что постоянная 𝑐4 совпадает с по-

стоянной в (1.22). В силу выбора параметра 𝜏 можно заключить, что существует

единственное решение 𝑉1 уравнения (1.24), удовлетворяющее оценке

‖𝑉1‖𝐿∞(𝜏,2𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 2‖𝑔1‖𝐿∞(𝜏,2𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.

Повторяя рассуждения на промежутках [𝑘𝜏, (𝑘 + 1)𝜏 ] (𝑘 = 1, 2, . . .), доказываем

разрешимость уравнения (1.18) на всем промежутке [0, 𝑇 ] и оценку вида

‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (1.27)

Непосредственно из уравнения (1.18) вытекает, что существует обобщенная про-

изводная 𝑉𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)) и 𝑉 (𝑥, 0) = 0. Дифференцируя уравнение по 𝑡

получим

𝑉𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑉 +𝑅0(𝑉 ) = 𝐿−1𝑔(𝑥, 𝑡).

Применяя оператор 𝑅 к этому равенству и рассматривая его на границе 𝑆,

получим (𝑅𝑉 )𝑡|𝑆 = 0, откуда вытекает, что 𝑅𝑉 |𝑆 = 0. Используя оценку

(1.27) и теорему 1, получим априорную оценку (1.17). Рассмотрим промежу-

ток (0, 𝛾) (𝛾 ≤ 𝑇 ) и покажем последнее утверждение теоремы об оценке. Пусть

𝑢0 = 0, 𝜙 = 0 и возьмем в качестве 𝑓 функцию

𝑓0 =

{︃
𝑓, 𝑡 ≤ 𝛾

0, 𝑡 > 𝛾
∈ 𝐿𝑝(𝑄).

Тогда решение 𝑢̃ задачи (1.14) – (1.16) существует, единственно и удовлетворяет

оценке (1.17), т.е.

‖𝑢̃‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢̃𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) = 𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝛾). (1.28)

В силу единственности, 𝑢̃ совпадает на [0, 𝛾] с решением 𝑢 задачи (1.14) –

(1.16) где 𝑢0 = 0, 𝜙 = 0, тогда из оценки (1.28) получим

‖𝑢‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝛾).

Далее рассматривается уравнение

𝐿0𝑢𝑡𝑡 + 𝐿1𝑢𝑡 + 𝐿2𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (1.29)
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где 𝐿0, 𝐿1, 𝐿2 – операторы второго порядка по переменным 𝑥 с коэффициен-

тами зависящими от всех переменных, а область 𝐺 – ограниченная область в

𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение (1.29) рассматривается с краевыми и

начальными условиями:

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (1.30)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥). (1.31)

Считаем, что операторы 𝐿𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2) имеют вид

𝐿𝑘𝑢 =
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,

где все коэффициенты вещественны, а оператор 𝐿0 предполагается эллиптич-

ным. Как и ранее, также фиксируется параметр 𝑝 > 𝑛 (для простоты) и предпо-

лагается что

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)),

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛, 𝑘 = 1, 2).

(1.32)

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), |

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖| ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (1.33)

где 𝑛 – единичный вектор внешней нормали к Γ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 0, 1, 2 и 𝛿1 –

некоторая положительная постоянная.

Условия согласования имеют вид:

𝜙(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢0(𝑥), 𝜙𝑡(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢1(𝑥) +𝑅𝑡(0)𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ. (1.34)

Условие 𝐴1. 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 и

𝑎00 < 0 и п.в. в некоторой окрестности границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий

с косой производной.

Теорема 3. (о разрешимости прямой задачи). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑢0, 𝑢1 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺)

и 𝜙 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (𝐺)), где 𝑝 ∈ (𝑛,∞), выполнены условия 𝐴1, (1.32), (1.34) и

условие (1.33) в случае задания условия с косой производной. Тогда существует

единственное решение задачи (1.29) – (1.31) такое, что:

𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢, 𝑢𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)).
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Решение удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(‖𝑢0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

+ ‖𝑢1‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖𝑊 2
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ))).

(1.35)

Если 𝜙 ≡ 0, 𝑢𝑖(𝑥) ≡ 0 (𝑖 = 0, 1), то найдется постоянная 𝑐 > 0 не зависящая

от 𝛾 ∈ [0, 𝑇 ] такая, что решение задачи (1.29) – (1.31) удовлетворяет оценке:

‖𝑢‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢𝑡𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝛾). (1.36)

Доказательство. Рассмотрим промежуток [0, 𝑇 ]. Построим функцию

Φ ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)) : 𝑅Φ|𝑆 = 𝜙, Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), Φ𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥),

которую можно построить как решение задачи

(∆ − 1)Φ = (∆ − 1)𝑢0 + 𝑡(∆ − 1)𝑢1(𝑥), 𝑅Φ|Γ = 0.

Включение Φ ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)) вытекает из теоремы 1. Проверим выполнение

начальных условий. Имеем при 𝑡 = 0, что

(∆ − 1)Φ(𝑥, 0) = (∆ − 1)𝑢0(𝑥), 𝑅(0)Φ(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢0(𝑥).

В силу единственности решений этой задачи, Φ(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). Таким же образом,

если продифференцировать уравнение еще раз по 𝑡, получим

(∆−1)Φ𝑡𝑥, 0) = (∆−1)𝑢1(𝑥), 𝑅(0)Φ𝑡(𝑥, 0)+𝑅𝑡Φ(𝑥, 0) = 𝜙𝑡(𝑥, 0) = 𝑅𝑡(0)𝑢0(𝑥)+𝑅(0)𝑢1(𝑥).

Аналогично, имеем Φ𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥). Сделаем замену неизвестного 𝑉 = 𝑢 − Φ.

Тогда перепишем условия для функции 𝑉

𝐿0𝑉𝑡𝑡 + 𝐿1𝑉𝑡 + 𝐿2𝑉 = 𝑓 − 𝐿0Φ𝑡𝑡 − 𝐿1Φ𝑡 − 𝐿2Φ = 𝑔,

𝑅𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑉𝑡|𝑡=0 = 0.

Затем перепишем уравнение, с использованием теоремы 1, в виде:

𝑉 +

𝑡∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝐿−1
0 (𝐿1𝑉𝑡(𝑥, 𝜏) +𝐿2𝑉 (𝑥, 𝜏)) +𝑅0(𝑉 )(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝜉 =

𝑡∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝐿−1
0 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜉,

(1.37)
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где оператор 𝐿−1
0 определяется как и в теореме 2, а оператор 𝑅0(𝑉 ) сопоставляет

каждой функции 𝑉 решение задачи 𝐿0𝑣 = 0, 𝑅(𝑡)𝑣|Γ = 𝑅𝑡𝑡𝑉 + 2𝑅𝑡𝑉𝑡. Как и в

теореме 2, легко понять, что справедливы оценки (𝜏 ≤ 𝑇 ):

‖
𝑡∫︁

0

𝐿−1
0 𝐿1𝑉𝑡(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 𝑐𝜏 2−1/𝑝‖𝑉𝑡‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
, (1.38)

‖
𝑡∫︁

0

𝐿−1
0 𝐿2𝑉 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 𝑐𝜏 2−1/𝑝‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
, (1.39)

‖
𝑡∫︁

0

𝑅0𝑉 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿∞(0,𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐𝜏 2−1/𝑝‖𝑉 ‖𝑊 1
∞(0,𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
. (1.40)

Утверждение теоремы о разрешимости уравнения (1.37) в пространстве

𝐻𝜏 = 𝑊 1
∞(0, 𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)) на некотором промежутке времени [0, 𝜏 ] следует из тео-

ремы о неподвижной точке. Утверждение о разрешимости в целом по време-

ни получается повторением рассуждений на последующих промежутках [𝜏, 2𝜏 ],

[2𝜏, 3𝜏 ] и т.д. Легко увидеть, что решение будет удовлетворять оценке из утвер-

ждения теоремы.

Рассмотрим промежуток (0, 𝛾) (𝛾 ≤ 𝑇 ) и задачу (1.29) – (1.31), где 𝑢0 =

0, 𝑢1 = 0 𝜙 = 0 и возьмем в качестве 𝑓 функцию

𝑓0 =

{︃
𝑓, 𝑡 ≤ 𝛾

0, 𝑡 > 𝛾
∈ 𝐿𝑝(𝑄).

Тогда существует единственное решение 𝑢̃ задачи (1.29) – (1.31), удовлетво-

ряющее оценке:

‖𝑢̃‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢̃𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) = 𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝛾). (1.41)

В силу единственности 𝑢̃ совпадает на [0, 𝛾] с решением 𝑢 задачи (1.29) –

(1.31), где 𝑢0 = 0, 𝑢1 = 0 𝜙 = 0, тогда из оценки (1.17) получим

‖𝑢‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝛾).

Замечание. Легко формулируются аналоги теорем 2, 3 при любом 𝑝 ∈ (1,∞).

Однако, при получении основных результатов используется условие 𝑝 > 𝑛 на

параметр 𝑝. Поэтому, все теоремы формулируются именно в этом случае.
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ГЛАВА 2

Обратные задачи об определении функции источника и параметров среды

в моделях соболевского типа

2.1 Обратные задачи об определении источника в задачах фильтрации

и переноса

В 1960, Г.И. Баренблатт, Ю.П. Желтов И.Н. Кочина [71] для описания филь-

трации в трещиноватых средах предложили математическую модель вида

(𝜎 − ∆)𝑢𝑡 + 𝑘∆𝑢 = 𝑓, 𝑛 = 3,

где физический смысл функции 𝑢 – давление жидкости в трещинах. Среда рас-

сматривается как материал, состоящий из пор и проницаемых блоков, которые

разделены между друг другом другой системой трещин. В отличии от обычного

описания фильтрации в пористой среде отличительной особенностью является

тот факт, что вводятся два давления в жидкости: одно в порах, второе в трещинах

и принимается во внимание обмен жидкости между трещинами и порами.

При таком подходе модель фильтрации слабо сжимаемых жидкостей в тре-

щиноватых средах описывается как система уравнений:⎧⎨⎩ 𝜈∆𝑢1 + 𝛼(𝑢2 − 𝑢1) = 0,

𝜇(𝑚0𝑑1 + 𝑑2)𝑢2𝑡 + 𝛼(𝑢2 − 𝑢1) = 0,

где 𝑢1 = 𝑢1(𝑡, 𝑥) – давление жидкости в трещинах, а давление в порах –

𝑢2 = 𝑢2(𝑡, 𝑥). Здесь ∆ – Лапласиан; коэффициент проницаемости трещин обозна-

чается через 𝜈, вязкость жидкости это 𝜇, коэффициенты сжимаемости жидкости

блоков обозначаются через 𝑑1 и 𝑑2, а 𝑚0 – пористость блоков при стандартном

давлении. Интенсивность обмена между блоками и трещинами характеризуется

безразмерным коэффициентом 𝛼.

При исключении 𝑢2 из (2.1) переходим к псевдопараболическому уравнению

для 𝑢1. Поскольку интенсивность обмена жидкостью между трещинами и пора-

ми меняется со временем, коэффициент 𝛼 можно считать функцией, зависящей

46



от времени, т.е. 𝛼 = 𝛼(𝑡). В этом случае для 𝑢1 получаем уравнение:

𝑢1𝑡 − 𝜉∆𝑢1𝑡 − 𝜅∆𝑢1 = 0

𝜅 = 𝜈
𝜇(𝑚0𝑑1+𝑑2)

, 𝜉 = 𝜈
𝛼

(2.1)

Параметр 𝜅 – пьезопроводность трещиноватой среды. Коэффициент 𝜉 представ-

ляет собой специфическую характеристику трещиноватой среды. Давление жид-

кости в порах 𝑢2 удовлетворяет аналогичному уравнению. Если 𝜉 стремится к

нулю, то это означает, что размер блока уменьшается, а трещины увеличиваются.

В пределе уравнение (2.1) совпадает с обычным уравнением фильтрации. Коэф-

фициент пьезопроводности может зависеть от времени и давления (см. формулу

(1.206) и дальнейшие описания в [111], параграф 2.4.3 в [131] или параграф 4

гл. 2 и параграф 2 гл. 9 в [3]).

Обратная задача об определении коэффициента пьезопроводности, завися-

щего от времени, по интегральным условиям переопределения рассматривалась

в работах [45, 124–126]

Естественным обобщением модели (2.1) является класс уравнений

𝐿𝑢𝑡 +𝑀𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (2.2)

где, 𝐿,𝑀 – операторы второго порядка по переменным 𝑥, 𝐺 – ограниченная

область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение дополняется краевыми и

начальными условиями:

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (2.3)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥). (2.4)

Условия переопределения имеют вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚), (2.5)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺. Пусть в (2.2)

𝑓 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), (2.6)

где функции 𝑓𝑖 даны и 𝑐𝑖(𝑡) подлежат определению с использованием условий

(2.5). Рассматривается задача об определении вместе с решением 𝑢 неизвестных

функций 𝑐𝑖, входящих в правую часть 𝑓 .
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Пусть 𝐿 и 𝑀 операторы второго порядка.

𝐿𝑢 =
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝑀𝑢 =
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

Запишем условия на коэффициенты операторов 𝐿, 𝑀 . Мы фиксируем пара-

метр 𝑝 > 𝑛 и предположим что

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛),

𝑎𝑖, 𝑎0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)), 𝑏𝑖, 𝑏0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄).
(2.7)

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 1,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (2.8)

где 𝑛 – единичный вектор внешней нормали к Γ и 𝛿1 – некоторая положительная

постоянная.

𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆в случае условий с косой производной.

(2.9)

Дополним условия согласования (1.13):

𝜙(𝑥, 0)|Γ = 𝑅(0)𝑢0(𝑥)|Γ, 𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚). (2.10)

Будем считать, что оператор 𝐿 эллиптичен (см. определение в главе 1).

Условия корректности. Пусть 𝐵 матрица с элементами

𝑏𝑖𝑗 = 𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) и предположим, что существует постоянная 𝛿0 > 0 такая, что

|𝑑𝑒𝑡𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (2.11)

где 𝐿−1𝑓𝑖 есть решение задачи: 𝐿𝑢 = 𝑓𝑖, 𝑅𝑢|𝑆 = 0.

Рассматриваем задачу (2.2) – (2.6), где операторы 𝐿,𝑀 удовлетворяют выше

приведенным условиям.
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Теорема 4. Пусть коэффициенты операторов 𝐿,𝑀 удовлетворяют условиям

(2.7), и дополнительно условию (2.8) в случае краевых условий с косой производ-

ной, выполнены условия (2.10), (2.11) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺),

𝜙 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝜓𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑝 > 𝑛,

где 𝑠0 = 2 − 1/𝑝 в случае условий Дирихле и 𝑠0 = 1 − 1/𝑝 в противном случае.

Тогда существует единственное решение задачи (2.2) – (2.6) такое, что:

𝑢 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

Решение (𝑢, 𝑐1, .., 𝑐𝑚) удовлетворяет оценке:

‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑐𝑖(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) ≤ 𝑐(‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄)

+‖𝜙‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ)) +

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜓𝑖‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 )

+ ‖𝑢0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

),

где 𝑐 – некоторая постоянная.

Доказательство. Как и в теореме 2, построим функцию Φ(𝑥, 𝑡) такую, что

Φ,Φ𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)) :

𝑅Φ|𝑆 = 𝜙, Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥).

После замены

𝑢 = 𝑉 + Φ (𝑉 = 𝑢− Φ),

получим

𝐿𝑉𝑡 +𝑀𝑉 = 𝑓0 − 𝐿Φ𝑡 −𝑀Φ +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖 = 𝑔0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖,

где
𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) − Φ(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖 − Φ(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡),

𝑅𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0.
(2.12)

Приведем доказательство в случае краевых условий Дирихле. Изменения, ко-

торые необходимо сделать в доказательстве в случае других краевых условий
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более или менее очевидны. Все рассуждения те же самые, но появляется одно

дополнительное слагаемое в интегральном уравнении, которое требует некото-

рых небольших дополнительных рассмотрений.

Обращая 𝐿 получим:

𝑉𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑉 +𝑅0𝑉 = 𝐿−1𝑔0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿
−1𝑓𝑖, (2.13)

где оператор 𝐿−1 сопоставляет функции 𝑔 решение задачи:

𝐿𝑉 = 𝑔, 𝑅𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0,

и функция 𝑣 = 𝑅0𝑉 есть решение задачи 𝐿𝑣 = 0, 𝑅(𝑡)𝑣 = 𝑅𝑡𝑉 (таким образом,

𝑅0𝑉 ≡ 0 в случае условий Дирихле). Функция Φ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺;𝑊 1

𝑝 (0, 𝑇 )) и

значит (поскольку 𝑝 > 𝑛) после может быть изменения на множестве меры

ноль функция Φ(𝑥, 𝑡) непрерывна по 𝑥 при п.в. 𝑡 и Φ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐺;𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 )).

Следовательно,

Φ(𝑥𝑖, 𝑡) ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ),

тогда 𝜙𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ). Полагая 𝑥 = 𝑥𝑖 в (2.13) получим

𝜙𝑖𝑡 + (𝐿−1𝑀𝑉 +𝑅0𝑉 )(𝑥𝑖, 𝑡)) = 𝐿−1𝑔0(𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐿−1𝑓𝑗)(𝑥𝑖, 𝑡)𝑐𝑗(𝑡).

По условию (2.11) имеем:

|𝑑𝑒𝑡𝐵| ≥ 𝛿0 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝐵 = {𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡)}𝑚𝑖,𝑗=1.

Таким образом:

𝑐⃗ = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜙1𝑡 + (𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝑉 (𝑥1, 𝑡) − 𝐿−1𝑔0(𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

𝜙𝑚𝑡 + (𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝑉 (𝑥𝑚, 𝑡) − 𝐿−1𝑔0(𝑥𝑚, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐1

.

.

𝑐𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Получили уравнение для вектор-функции 𝑐⃗ = (𝑐1, 𝑐2, .., 𝑐𝑚), где 𝑉 = 𝑉 (𝑐) –

оператор сопоставляющий 𝑐⃗ решение задачи

𝐴0𝑉 = 𝐿𝑉𝑡 +𝑀𝑉 = 𝑔0 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖,

𝑅𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0.

(2.14)
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Используя теорему 2, представим функцию 𝑉 в виде

𝑉 = 𝐴−1
0 𝑔0 + 𝐴−1

0 (
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖) = 𝑉0 + 𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖).

Тогда систему для вектор-функции 𝑐⃗ можно записать в виде:

𝑐⃗ = 𝑐0 +𝑅(𝑐⃗), (2.15)

𝑐0 = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜙1𝑡 + (𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝑉0(𝑥1, 𝑡)(𝑥1, 𝑡) − 𝐿−1𝑔0(𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

𝜙𝑚𝑡 + (𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝑉0(𝑥𝑚, 𝑡) − 𝐿−1𝑔0(𝑥𝑚, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑅(𝑐⃗) = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝐴

−1
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

(𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝐴
−1
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑥𝑚, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отметим, что функции 𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) принадлежат 𝐿∞(0, 𝑇 ). Действительно,

𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) и 𝐿−1𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)). Таким образом, при

п.в. 𝑡 𝐿−1𝑓𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺). В силу теорем вложения (см., например, [119]) и условия

𝑝 > 𝑛 функция 𝐿−1𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) непрерывна после может быть изменения на множе-

стве меры 0 при п.в. 𝑡 и определен след 𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡). Имеем в силу теоремы 1 и

теорем вложения, что

‖𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ) ≤ 𝑐‖𝐿−1𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1‖𝑓𝑖‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)). (2.16)

Тогда будет справедлива оценка

‖𝐵−1𝑔⃗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐‖𝑔⃗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾),

для любого вектора 𝑔⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾) и 𝛾 ∈ [0, 𝑇 ], причем постоянная 𝑐 не зависит от

𝛾. В этом случае имеем

‖𝑅(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐
𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝐴
−1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤

𝑐1‖(𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝐴
−1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.
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Используя теорему 1, оценим правую часть 𝑦 через

𝑦 = 𝑐3(‖𝑀𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑅0𝐴
−1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.

Рассмотрим

𝑀𝑔0 =
∑︁

𝑏𝑖𝑗𝑔0𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑏𝑖𝑔0𝑥𝑖 + 𝑏0𝑔0,

где 𝑔0 = 𝐴−1
0 (
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑐𝑖𝑓𝑖). Достаточно оценить каждое слагаемое в этой сумме.

Имеем

‖𝑏𝑖𝑗𝑔0𝑥𝑖𝑥𝑗‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ ‖𝑏𝑖𝑗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿∞(𝐺))‖𝑔0𝑥𝑖𝑥𝑗‖𝐿∞(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐𝑖𝑗‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

,

‖𝑏𝑖𝑔0𝑥𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ ‖𝑏𝑖‖𝐿𝑝(𝑄)‖𝑔0𝑥𝑖‖𝐿∞(𝑄𝛾) ≤ 𝑐𝑖‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.

‖𝑏0𝑔0𝑥𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ ‖𝑏0‖𝐿𝑝(𝑄)‖𝑔0‖𝐿∞(𝑄𝛾) ≤ 𝑐0‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.

Складывая все оценки получим

‖𝑀𝑔0‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (2.17)

Из оценки (1.20) предыдущей главы вытекает неравенство

‖𝑅0𝑔0‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1‖𝑔0‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (2.18)

Далее

𝑔0 =

𝑡∫︁
0

𝑔𝜏(𝜏)𝑑𝜏

‖𝑔0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤
𝛾∫︁

0

‖𝑔0𝜏(𝜏)‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑑𝜏 ≤ (

𝛾∫︁
0

‖𝑔0𝜏‖𝑝𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑑𝜏)1/𝑝𝛾
𝑝−1
𝑝 .

Используя оценки из теоремы 2 и оценки (2.17), (2.18) (отметим, что все посто-

янные не зависят от 𝛾) получаем

𝑦 ≤ 𝛾
𝑝−1
𝑝 𝑐2‖

∑︁
𝑐𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) (2.19)

где постоянная 𝑐2 не зависит от 𝛾. Имеем

‖𝑐𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑝(𝑄𝛾) = (

𝛾∫︁
0

∫︁
𝐺

|𝑐𝑖|𝑝|𝑓𝑖|𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡)1/𝑝 =
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(

𝛾∫︁
0

|𝑐𝑖|𝑝(𝑡)
∫︁
𝐺

|𝑓𝑖|𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡)1/𝑝 ≤ ‖𝑓𝑖‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺))(

𝛾∫︁
0

|𝑐𝑖|𝑝(𝑡)𝑑𝑡)1/𝑝.

Таким образом, величина (2.19) оценивается через

𝑐3𝛾
(𝑝−1)/𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑐𝑖‖𝐿𝑝(0,𝑇 ).

Получили неравенство

‖𝑅(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐4𝛾
(𝑝−1)/𝑝‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ), (2.20)

где 𝑐4 не зависит от 𝛾. Тогда, при 𝑐4𝛾
(𝑝−1)/𝑝 = 𝑞0 < 1 уравнение (2.15) имеет

единственное решение.

Рассмотрим уравнение

𝑐⃗−𝑅(𝑐⃗) = 𝑐⃗0. (2.21)

Отметим, что без ограничения общности можем считать, что все постоянные

из доказательства оценки (2.20) не зависят от 𝛾.

Пусть 𝑐⃗ наше решение, определенное на промежутке [0, 𝛾]. Определим вектор

𝑐⃗1 =

{︃
𝑐⃗, 𝑡 ≤ 𝛾

0, 𝑡 > 𝛾.

Сделаем в (2.21) замену 𝑘⃗1 = 𝑐⃗ − 𝑐⃗1 (𝑘⃗1 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚)). Имеем, что 𝑘⃗1 = 0

при 𝑡 ≤ 𝛾 и 𝑘⃗1 − 𝑅(𝑘⃗1) = 𝑐⃗0 − 𝑐⃗1 + 𝑅(𝑐⃗1). Здесь правая часть обращается в ноль

на [0, 𝛾] и соответственно будем иметь, что 𝑅(𝑘⃗1) = 0 при 𝑡 ≤ 𝛾. Рассмотрим

систему

𝑘⃗1 −𝑅(𝑘⃗1) = 𝑐⃗0 − 𝑐⃗1 +𝑅(𝑐⃗1) (2.22)

на [𝛾, 2𝛾]. Если 𝑘⃗1 ∈ 𝐿𝑝(0, 2𝛾), то

‖𝑅(𝑘⃗1)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾) ≤ 𝑐
𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾)

≤ 𝑐2

𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1𝑀 +𝑅0)𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐3(‖𝑀𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑅0𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

)
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≤ 𝑐4‖𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿∞(𝛾,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐5𝛾
1−1/𝑝‖

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑝(𝑄𝛾) ≤ 𝑐6𝛾
1−1/𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(0,𝑇 ).

В итоге получим:

‖𝑅⃗(𝑘⃗1)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾) ≤ 𝑐7𝛾
1−1/𝑝‖𝑘⃗1‖𝐿𝑝(0,𝑇 ),

где без ограничения общности можем считать, что 𝑐7 та же постоянная, что и

в (2.20). Таким образом, уравнение (2.22) имеет единственное решение 𝑘⃗1 ∈
𝐿𝑝(0, 2𝛾) такое, что при 𝑡 ∈ (0, 𝛾) 𝑘⃗1 = 0. Следовательно, функция

𝑐⃗ = 𝑐⃗1 + 𝑘⃗1

есть решение (2.15) из 𝐿𝑝(0, 2𝛾). Повторяя рассуждения, построим решение 𝑐⃗

уравнения (2.15) на [0, 𝑇 ].

Построим функцию 𝑉 как решение задачи (2.14). Покажем, что построенная

функция 𝑉 удовлетворяет условиям (2.12). Обращая 𝐿 получим, что 𝑉 удовле-

творяет уравнению (2.13). Берем в (2.13) 𝑥 = 𝑥𝑖 и получаем

𝑉𝑡(𝑥𝑖, 𝑡)+𝐿−1𝑀𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡)+𝑅0𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝐿−1𝑔0(𝑥𝑖, 𝑡)+
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐿−1𝑐𝑗(𝑡)𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑡). (2.23)

Но вектор-функция 𝑐⃗ такова, что

𝜙𝑖𝑡(𝑡) + 𝐿−1𝑀𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝐿−1𝑔0(𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐿−1𝑐𝑗(𝑡)𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑡). (2.24)

Вычитая эти равенства, получаем

𝑉𝑡(𝑥𝑖, 𝑡) − 𝜙𝑖𝑡(𝑡) = 0

или 𝜕𝑡(𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) − 𝜙𝑖(𝑡)) = 0. Интегрируя от 0 до 𝑡 получим

𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) − 𝜙𝑖(𝑡) = 𝑉 (𝑥𝑖, 0) − 𝜙𝑖(0) = 0,

поскольку 𝑣(𝑥𝑖, 0) = 0 и 𝜙𝑖(0) = 𝜓𝑖(0) − 𝜑(𝑥𝑖, 0) = 𝜓𝑖(0) − 𝑢0(𝑥𝑖) = 0 в силу

условий согласования. Тогда 𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡) ∀𝑖 = 1, 2, ...,𝑚.
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Получим оценки для решения. Оценим ‖𝑐⃗‖, где 𝑐⃗ решение уравнения (2.15).

Имеем

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤
1

1 − 𝑞0
‖𝑐⃗0‖𝐿𝑝(0,𝛾)

≤ 𝑐1
1 − 𝑞0

(︃∑︁
𝑖

‖𝜙𝑖𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾) + ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄𝛾) + ‖Φ𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖Φ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

)︃
.

Далее

𝑘⃗1 −𝑅(𝑘⃗1) = 𝑐⃗0 − 𝑐⃗1 +𝑅(𝑐⃗1)

на промежутке [𝛾, 2𝛾] и значит

‖𝑘⃗1‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾) ≤
1

1 − 𝑞0
‖𝑐⃗0 − 𝑐⃗1 +𝑅(𝑐⃗1)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾)

≤ 𝑐2
1 − 𝑞0

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜙𝑖𝑡‖𝐿𝑝(0,2𝛾) + ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄2𝛾) + ‖Φ𝑡‖𝐿𝑝(0,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖Φ‖𝐿𝑝(0,2𝛾)

)︃
.

Тогда

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,2𝛾) ≤
𝑐3

1 − 𝑞0
(
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜙𝑖𝑡‖𝐿𝑝(0,2𝛾) + ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄2𝛾)

+‖Φ𝑡‖𝐿𝑝(0,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖Φ‖𝐿𝑝(0,2𝛾)).

Повторяя рассуждения получим неравенство вида:

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) ≤ 𝑐4(
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜙𝑖𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) + ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖Φ𝑡‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

).

Из свойств построенной функции Φ следует, что правая часть в этом нера-

венстве оценивается через

𝑐(‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊
2−1/𝑝
𝑝 (𝐺))

+
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜓𝑖𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) + ‖𝑢0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

),

откуда и вытекает утверждение теоремы об оценке. Ч.т.д.

Замечание 2.1. Как можно было заметить в процессе доказательства, случай

граничных условий Дирихле отличается от случая условий с косой производной

только наличием одного слагаемого 𝑅0𝑉 в соответствующих уравнениях, кото-

рый оценивается точно также как и остальные члены в уравнении. В остальном

доказательства полностью совпадают.
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2.2 Определение параметров среды в задачах фильтрации

Рассматривается обратная задача об определении неизвестных функций, ко-

торые входят как в правую часть уравнения, так и в сам оператор как коэффици-

енты. Задача в этом случае становится нелинейной. Фактически, коэффициенты

уравнения характеризуют различные параметры среды (см. примеры в [56]), в

частности, в моделях фильтрации типа (2.1) таким коэффициентом может яв-

ляться коэффициент пьезопроводности 𝑘 = 𝑘(𝑡), зависящий от времени. Такая

обратная задача, но с другим условием переопределения была рассмотрена в

работе [125].

Как и ранее, правая часть в (2.2) имеет вид

𝑓 =

𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟0), (2.25)

где функции 𝑓𝑖 даны. Часть коэффициентов оператора 𝑀 зависящих от 𝑡 счита-

ются неизвестными, и оператор 𝑀 имеет вид:

𝑀𝑢 = 𝑀𝑟0𝑢+
𝑟∑︀

𝑘=𝑟0+1

𝑐𝑘(𝑡)𝑀𝑘𝑢,

𝑀𝑘𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑏𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢.

Оператор 𝐿 имеет такой же вид как и в предыдущем параграфе:

𝐿𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢.

Фиксируя параметр 𝑝 > 𝑛 предполагается, что

𝑏𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), 𝑏𝑘𝑖 , 𝑏
𝑘
0 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑘 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟), (2.26)

𝑏𝑟0𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑏𝑟0𝑖 , 𝑏
𝑟0
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄)), (2.27)

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎𝑖, 𝑎0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛), (2.28)

𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎0 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(2.29)
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В случае краевых условия с косой производной требуется, чтобы

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 1,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (2.30)

Условия согласования имеют вид

𝛼𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖) (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟), 𝑅(𝑡)𝑢0|Γ = 𝜙(𝑥, 0). (2.31)

Задача состоит в нахождении решения уравнения (2.2), т.е. уравнения

𝐿𝑢𝑡 +𝑀𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (2.32)

удовлетворяющего краевым и начальным условиям

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (2.33)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥) (2.34)

и условиям переопределения

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝛼𝑖(𝑡), 𝛼𝑖(𝑡) ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟), (2.35)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺, и нахождении функций 𝑐𝑖(𝑡). Строится

функция Φ ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) (𝑝 > 𝑛) такая, что

Φ ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)),Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑅(𝑡)Φ|𝑆 = 𝜙.

(эта функция построена в самом начале доказательства теоремы 2). Строится

матрица 𝐵 со строками

𝐿−1𝑓1(𝑥𝑗, 𝑡), 𝐿
−1𝑓2(𝑥𝑗, 𝑡), ..., 𝐿

−1𝑓𝑟0(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1𝑀𝑟0+1Φ(𝑥𝑗, 𝑡), ...,−𝐿−1𝑀𝑟Φ(𝑥𝑗, 𝑡),

где 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑟, и предполагается, что существуют постоянные 𝛿0 > 0, 𝜏0 > 0

такие, что

| det𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0]. (2.36)

Здесь 𝐿−1𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи:

𝐿𝑢𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑢𝑖|𝑡=0 = 0, 𝑅(𝑡)𝑢𝑖|𝑆 = 0.
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В этом случае, локально по времени, условие (2.36) от выбора функции Φ не

зависит. Действительно, пусть Φ1 и Φ2 две такие функции. Рассматривается

|𝐿−1𝑀𝑖Φ1(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝐿−1𝑀𝑖Φ2(𝑥𝑗, 𝑡)| ≤ 𝑐‖𝑀𝑖Φ1(𝑥, 𝑡) −𝑀𝑖Φ2(𝑥, 𝑡)‖𝐿𝑝(𝐺)

≤ 𝑐‖Φ1(𝑥, 𝑡) − Φ2(𝑥, 𝑡)‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐𝑡1−1/𝑝‖Φ1𝑡 − Φ2𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.

Неравенство показывает, что если 𝐵1 и 𝐵2 матрицы построенные при помощи

Φ1 и Φ2, соответственно, и | det𝐵1| ≥ 𝛿0 > 0, то найдется 𝛾0 > 0 такая, что

при 𝑡 ∈ [0, 𝛾0] выполнено | det𝐵2| ≥ 𝛿0/2 > 0 и, таким образом, на интервале

[0, 𝛾0] | det𝐵𝑖| ≥ 𝛿0/2 > 0 для 𝑖 = 1, 2. Более того, можно в определении матри-

цы 𝐵 и в условии (2.36) вместо функций 𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) можно брать функции

𝐿−1𝑀𝑖𝑢0(𝑥𝑗). Доказательство проводится по аналогии, достаточно взять Φ2 = 𝑢0

и повторить вышеприведенную оценку. Действительно, имеется

|𝐿−1𝑀𝑖Φ1(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝐿−1𝑀𝑖𝑢0(𝑥𝑗, 𝑡)| ≤ 𝑐‖𝑀𝑖Φ1(𝑥, 𝑡) −𝑀𝑖𝑢0(𝑥, 𝑡)‖𝐿𝑝(𝐺)

≤ 𝑐‖Φ1(𝑥, 𝑡) − 𝑢0(𝑥)‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐𝑡1−1/𝑝‖Φ1𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.
(2.37)

Теорема 5. Пусть выполнены условия (2.26) – (2.31), (2.36) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺),

𝜙 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝛼𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑝 > 𝑛,

где 𝑠0 = 2 − 1/𝑝 в случае условий Дирихле и 𝑠0 = 1 − 1/𝑝 в противном случае.

Тогда существует постоянная 𝛾0 > 0 такая, что на промежутке [0, 𝛾0] суще-

ствует единственное решение (𝑢, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟) задачи (2.32) – (2.35), (2.25) такое,

что

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝛾0];𝑊
2
𝑝 (𝐺)), 𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾0;𝑊

2
𝑝 (𝐺)),

𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟),

Доказательство. Пусть

Φ ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)), Φ𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

решение задачи (см. теорему 2)

𝐿Φ𝑡 +𝑀𝑟0Φ = 𝑓0, Φ|𝑡=0 = 𝑢0, 𝑅(𝑡)Φ|𝑆 = 𝜙. (2.38)
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Тогда функция 𝑉 = 𝑢− Φ есть решение задачи

𝐿𝑉𝑡 +𝑀𝑉 =
𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝑀𝑖Φ,

𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑅(𝑡)𝑉 |𝑆 = 0.

(2.39)

Дальнейшие рассуждения приводятся в случае краевых условий Дирихле. Об-

щий случай почти ничем не отличается, как было отмечено в предыдущем па-

раграфе (см. замечание 2.1) и в этом случае можно воспользоваться оценками

из теоремы 2 для дополнительного слагаемого возникающего в интегральном

уравнении.

Найдется 𝛾0 > 0 такая, что на [0, 𝛾0] выполнено (2.36), где 𝛿0 заменено на

𝛿0/2. Стоит отметить, что 𝑢 решение задачи (2.32) – (2.35). Тогда

𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) = 𝛼𝑗(𝑡) − Φ(𝑥𝑗, 𝑡) = 𝛼̃𝑗(𝑡). (2.40)

Функция Φ ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺;𝑊 1

𝑝 (0, 𝑇 )) и значит после может быть изменения на

множестве меры 0

Φ ∈ 𝐶𝛼(𝐺̄;𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 )), 𝛼 ≤ 2 − 𝑛

𝑝

(см., например, вложение (5.4) в [67]). В частности, Φ(𝑥𝑖, 𝑡) ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), тогда

𝛼̃𝑗(𝑡) ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑗 = 1, 2, .., 𝑟). (2.41)

Обратим оператор 𝐿 в (2.39). Имеется:

𝑉𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑉 =

𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −

𝑟∑︁
𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖Φ. (2.42)

Также при почти всех 𝑡 определен след 𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) и более того

𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). Действительно, 𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺;𝐿𝑝(0, 𝑇 )) и

следовательно существует след [67, (5.4)], 𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ). Тогда

‖𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ) ≤ 𝑐1‖𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤

𝑐2‖𝑀𝑖Φ(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐3‖Φ(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

.

Таким образом,

‖𝐿−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡‖𝐿∞(0,𝑇 ) ≤ 𝑐‖Φ‖𝐶([0,𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (2.43)
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Аналогично доказывается, что 𝐿−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ) и эти следы определены.

Можно взять в (2.42) 𝑥 = 𝑥𝑗. Тогда

𝑉𝑡(𝑥𝑗, 𝑡) + 𝐿−1𝑀𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) =

𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) −

𝑟∑︁
𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡).

В силу условий переопределения:

𝛼̃𝑗𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑟0𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) =

𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡)

−
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) (𝑗 = 1, 2, .., 𝑟).

(2.44)

Равенство (2.44) можно записать в виде:

𝐵𝑐⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼̃1𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑟0𝑉 (𝑥1, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖𝑉 (𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

𝛼̃𝑟𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑟0𝑉 (𝑥𝑟, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖𝑉 (𝑥𝑟, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.45)

или в виде

𝑐⃗ = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼̃1𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑟0𝑉 (𝑥1, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖𝑉 (𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

𝛼̃𝑟𝑡 + 𝐿−1𝑀𝑟0𝑉 (𝑥𝑟, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖𝑉 (𝑥𝑟, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑅(𝑐⃗). (2.46)

На правую часть можно посмотреть как на оператор 𝑅(𝑐⃗), сопоставляющий век-

тору 𝑐⃗(𝑡) решение 𝑉 (𝑥, 𝑡) задачи (2.39) и затем сопоставляющее 𝑉 (𝑥, 𝑡) правую

часть (2.46). Необходимо исследовать свойства этого оператора. Фиксируется

𝑅0 = 2‖𝐵−1⃗̃𝛼‖𝐿𝑝(0,𝑇 ),
⃗̃𝛼 =

⎛⎜⎜⎝
𝛼̃1𝑡

..

𝛼̃𝑟𝑡

⎞⎟⎟⎠ .

По построению 𝛼̃𝑖𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ). В силу того, что элементы матрицы 𝐵 принад-

лежат 𝐿∞(0, 𝑇 ) имеем, что 𝐵−1⃗̃𝛼 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ). Как вытекает из теоремы 2, для
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любой вектор-функции

𝑐⃗(𝑡) ∈ 𝐵𝑅0,𝛾 = {𝑐⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾) : ‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑅0}, 𝛾 ≤ 𝑇,

задача

𝐿𝑉𝑡 +𝑀𝑉 =
𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖Φ,

𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑉 |𝑆 = 0

(2.47)

имеет единственное решение и совокупность величин

‖𝑉𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑉 ‖𝐶([0,𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

равномерно ограничена величиной, зависящей от 𝑅0.

Так как 𝑒−𝜆𝑡𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝑒−𝜆𝑡
𝑡∫︀
0

𝑉𝜏(𝜏)𝑑𝜏 при 𝜆 > 0, имеем

𝑒−𝜆𝑡‖𝑉 (𝑡, 𝑥)‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑒−𝜆𝑡
𝑡∫︁

0

‖𝑉𝜏‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑒−𝜆𝜏𝑒𝜆𝜏 𝑑𝜏

≤ 𝑒−𝜆𝑡
(︁ 𝑡∫︁

0

‖𝑉𝜏‖𝑝𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑒−𝜆𝑝𝜏𝑑𝑡
)︁1/𝑝

(

𝑡∫︁
0

𝑒𝜆𝜏𝑞 𝑑𝜏)1/𝑞

= 𝑒−𝜆𝑡(
𝑒𝜆𝑡𝑞 − 1

𝜆𝑞
)1/𝑞
(︁ 𝑡∫︁

0

‖𝑉𝜏‖𝑝𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑒−𝜆𝑝𝜏 𝑑𝜏
)︁1/𝑝

≤ 𝑒−𝜆𝑡𝑒𝜆𝑡

(𝜆𝑞)1/𝑞

(︁ 𝛾∫︁
0

‖𝑉𝑡‖𝑝𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑒−𝜆𝑝𝑡𝑑𝑡
)︁1/𝑝

, 𝑞 = 𝑝/(𝑝− 1).

Имеем

sup
𝑡
𝑒−𝜆𝑡‖𝑉 (𝑡, 𝑥)‖𝑊 2

𝑝 (𝐺)
≤ 1

|𝜆|1/𝑞

(︂∫︁ 𝛾

0

‖𝑉𝑡‖𝑝𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑒−𝜆𝑡𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝

. (2.48)

Из (2.47) вытекает, что

‖‖𝑉𝑡‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

𝑒−𝜆𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐(‖‖𝑀𝑉 ‖𝐿𝑝(𝐺)𝑒
−𝜆𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾)

+‖‖
𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖Φ‖𝐿𝑝(𝐺)𝑒

−𝜆𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾))

≤ 𝑐0
|𝜆|1/𝑞 (‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 1)‖𝑉𝑡𝑒−𝜆𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
+ 𝑐1‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾),

(2.49)
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где постоянная 𝑐0 не зависит от 𝜆 > 0, 𝛾 ≤ 𝑇 . Выбрав достаточное большое

𝜆 > 0 и оценив ‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) через 𝑅0 имеем, что

‖𝑉𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑉 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐2‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐(𝑅0), (2.50)

где 𝑐(𝑅0) не зависит от 𝑐⃗ ∈ 𝐵𝑅0,𝛾.

Можно получить дальнейшие оценки. Пусть 𝑐⃗ 1, 𝑐⃗ 2 – вектор-функции из

𝐿𝑝(0, 𝛾) и 𝑉 1, 𝑉 2 - соответствующие решения задачи (2.47). Таким образом

𝐿𝑉 𝑖
𝑡 +𝑀𝑟0𝑉

𝑖 +
𝑟∑︁

𝑗=𝑟0+1

𝑐𝑖𝑗(𝑡)𝑀𝑗𝑉
𝑖 =

𝑟0∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −
𝑟∑︁

𝑗=𝑟0+1

𝑐𝑖𝑗(𝑡)𝑀𝑗Φ. (2.51)

Функции 𝑉 𝑖 удовлетворяют оценке (2.50). Вычитая равенства (2.51) при 𝑖 = 1, 2

и обозначая 𝜔 = 𝑉 1 − 𝑉 2, можно получить

𝐿𝜔𝑡 +𝑀𝑟0𝜔 +
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)(𝑀𝑗𝜔) =
𝑟0∑︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)

−
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑀𝑗𝑉
2 −

𝑟∑︀
𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑀𝑗Φ.

(2.52)

Используя неравенство (2.50) и предыдущие рассуждения можно получить оцен-

ку

‖𝜔𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝜔‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐3‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾). (2.53)

Оценка справедлива для всех 𝑐⃗(𝑡) ∈ 𝐵𝑅0,𝛾. Приведем оценки для оператора 𝑅.

Имеем, используя (2.53), что

‖𝑅(𝑐1) −𝑅(𝑐2)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐
𝑟∑︀
𝑗=1

‖𝐿−1𝑀𝑟0(𝑉
1 − 𝑉 2)(𝑥𝑗, 𝑡)

+
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐1𝑖𝐿
−1𝑀𝑖𝑉

1(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝑐2𝑖𝐿
−1𝑀𝑖𝑉

2(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾)

≤
𝑟∑︀
𝑗=1

(‖
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1

(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑖𝑉

1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾)

+‖𝑐2𝑖 (𝐿−1𝑀𝑖𝑉
1(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝐿−1𝑀𝑖𝑉

2(𝑥𝑗, 𝑡))‖𝐿𝑝(0,𝛾)) + 𝑐4‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾).

(2.54)

Первая часть слагаемых в правой части оценивается следующим образом:

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1𝑀𝑖𝑉

1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾)

≤ ‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝐿−1𝑀𝑖𝑉
1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾).
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В силу теорем вложения и теоремы 1:

‖𝐿−1𝑀𝑖𝑉
1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾) ≤ ‖𝑀𝑖𝑉

1‖𝐿∞(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝑐‖𝑉 1(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐𝛾1/𝑞‖𝑉 1
𝑡 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
(1𝑞 + 1

𝑝 = 1).

Тогда можно получить оценку

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1𝑀𝑖𝑉

1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1𝛾
1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾), (2.55)

где постоянная 𝑐1 зависит от 𝑅0, но не зависит от 𝛾. Точно так же

‖𝑐2𝑖 (𝐿−1𝑀𝑖(𝑉
1(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝑉 2(𝑥𝑗, 𝑡)))‖𝐿𝑞(0,𝛾) ≤ 𝑅0‖𝑉 1(𝑥, 𝑡) − 𝑉 2(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝑅0𝑐𝛾
1/𝑞‖𝑉 1

𝑡 − 𝑉 2
𝑡 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 𝑐1𝛾

1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾).
(2.56)

Из (2.55), (2.56) и (2.54) имеется, что

‖𝑅(𝑐1) −𝑅(𝑐2)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐𝛾1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾). (2.57)

Пусть

𝛾0 : 𝑐𝛾
1/𝑞
0 = 1/2.

Тогда при всех

𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐵𝑅0,𝛾

с 𝛾 ≤ 𝛾0 выполняется неравенство (2.57). Кроме того

𝑅(𝑐⃗) = 𝑅(𝑐⃗) −𝑅(0) +𝑅(0)

и

‖𝑅(𝑐⃗)‖𝐿𝑞(0,𝛾) ≤ ‖𝑅(0)‖𝐿𝑞(0,𝛾) +
1

2
‖𝑐⃗‖𝐿𝑞(0,𝛾) ≤

𝑅0

2
+
𝑅0

2
= 𝑅0.

Таким образом 𝑅 переводит шар 𝐵𝑅0,𝛾0 в себя и является в нем сжимающим. По

теореме о неподвижной точке уравнение (2.47) разрешимо. По построению, 𝑉

является решением (2.39). То факт, что 𝑉 удовлетворяет (2.40) доказывается с

использованием определений также, как и в линейном случае (см. доказатель-

ство теоремы 4).

Приведем теорему характеризующую устойчивость решений задачи (2.32) –

(2.35). Пусть 𝐹 = (𝑓0, 𝜙, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟, 𝑢0) набор данных рассматриваемой задачи.

Построим матрицу 𝐵 = 𝐵(𝐹 ), 𝑗-я строка которой есть вектор

(𝐿−1𝑓1, 𝐿
−1𝑓2, . . . , 𝐿

−1𝑓𝑟0,−𝐿−1𝑀𝑟0+1𝑢0, . . . ,−𝐿−1𝑀𝑟𝑢0)|𝑥=𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑟.
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Фиксируем параметры 𝜏0, 𝛿0 и определим множество данных задачи

𝐶𝑅0
= {𝐹 = (𝑓0, 𝜙, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟, 𝑢0) :

𝐹 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) ×𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)) × (𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ))𝑟 ×𝑊 2

𝑝 (𝐺)

‖𝐹‖𝐻𝑇
= ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖𝑊 2

𝑝 (0,𝑇 ;𝑊
𝑠0
𝑝 (Γ))+∑︀𝑟

𝑖=1 ‖𝛼𝑖‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 )

+ ‖𝑢0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑅0,

| det𝐵(𝐹 )| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0], выполнены условия (2.31)}.

Также рассматриваются пространства 𝐻𝜏 c 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ). Норма в пространстве 𝐻𝜏

определяется как и выше (𝑄 заменяется на 𝑄𝜏 , интервал (0, 𝑇 ) заменяется на

(0, 𝜏)).

Теорема 6. Пусть выполнены условия (2.26) – (2.30). Тогда найдется параметр

𝜏1 ≤ 𝜏0 и постоянная 𝐶 > 0 такая, что для любой пары решений 𝑢1, 𝑢2 и

𝑐⃗1, 𝑐⃗2 рассматриваемой задачи (2.32) – (2.35) из указанного в теореме 5 класса

отвечающих данным 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝜏1 (𝑖 = 1, 2) справедлива оценка устойчивости

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝜏1;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+

𝑟2∑︁
𝑖=1

‖𝑐1𝑖 (𝑡) − 𝑐2𝑖 (𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝜏1) ≤ 𝐶‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝜏1
.

Доказательство. Даны наборы данных 𝐹𝑖 = (𝑓 𝑖0, 𝜙
𝑖, 𝛼𝑖1, . . . , 𝛼

𝑖
𝑟, 𝑢

𝑖
0). Построим

функции Φ𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝜏1;𝑊

2
𝑝 (𝐺)) такие, что Φ𝑖(0) = 𝑢𝑖0, 𝑅(𝑡)Φ𝑖|𝑆 = 𝜙𝑖 как ре-

шение задачи (2.38) c используемыми данными. В силу теоремы 3, найдутся

постоянные 𝑐(𝑅0), 𝑐1 такие, что

‖Φ𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(𝑅0),

‖Φ1 − Φ2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1(‖𝑢10 − 𝑢20‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

+ ‖𝑓 10 − 𝑓 20‖𝐿𝑝(0,𝛾)

+ ‖𝜙1 − 𝜙2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ))) (2.58)

для любого набора 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝜏0 и 𝛾 ≤ 𝜏0. Тогда из оценки (2.37) и определения

определителя вытекает, что найдется 𝛾0 ≤ 𝜏0 такое, что | det 𝐵̃(𝐹⃗𝑖)| ≥ 𝛿0/2 для

п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝛾0] и любых наборов 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝜏0. Как легко можно увидеть из доказа-

тельства теоремы 5, в этом случае найдутся постоянные 𝑐1(𝑅0) и 𝛾1 ≤ 𝛾0 такие,

что на промежутке [0, 𝛾] с 𝛾 ≤ 𝛾1 существуют решения 𝑢1, 𝑢2, 𝑐⃗1, 𝑐⃗2 задачи (2.32)

– (2.35) такие, что

‖𝑢𝑖‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+

𝑟2∑︁
𝑗=1

‖𝑐𝑖𝑗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1(𝑅0) (2.59)
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для любых наборов 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝛾1 и 𝛾 ≤ 𝛾1. Полагая 𝑉 𝑖 = 𝑢𝑖 − Φ𝑖, получим

𝐿𝑉 𝑖
𝑡 +𝑀𝑟0𝑉

𝑖 +
∑︀𝑟

𝑗=𝑟0+1 𝑐
𝑖
𝑗(𝑡)𝑀𝑗𝑉

𝑖 =∑︀𝑟0
𝑗=1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) −

∑︀𝑟
𝑗=𝑟0+1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝑀𝑗Φ

𝑖.
(2.60)

Пусть 𝜔 = 𝑉 1 − 𝑉 2. Тогда вычитая равенства (2.60) при 𝑖 = 1, 2, получим

𝐿𝜔𝑡 +𝑀𝑟0𝜔 +
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝑀𝑗𝜔 =

𝑟0∑︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) −
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑀𝑗𝑉
2
𝑡

−
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑀𝑗Φ
1 −

𝑟∑︀
𝑗=𝑟0+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝑀𝑗(Φ
1 − Φ2).

(2.61)

Повторяя соответствующие рассуждения в доказательстве предыдущей теоремы

получим аналог неравенства (2.53)

‖𝜔‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1(𝑅0)‖𝑐⃗1 − 𝑐⃗2‖𝐿𝑝(0,𝛾)+

𝑐2(𝑅0)‖Φ1 − Φ2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+ 𝑐3‖𝑓 10 − 𝑓 20‖𝐿𝑝(𝑄𝛾), 𝛾 ≤ 𝛾1.
(2.62)

Обращая оператор 𝐿 в (2.61) и полагая 𝑥 = 𝑥𝑖, получим

(𝛼̃1
𝑖𝑡 − 𝛼̃2

𝑖𝑡) + 𝐿−1𝑀𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑗𝜔(𝑥𝑖, 𝑡)

=
𝑟0∑︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑡) −

𝑟∑︀
𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑗𝑉

2
𝑡 (𝑥𝑖, 𝑡)

−
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑗Φ

1(𝑥𝑖, 𝑡) −
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝑀𝑗(Φ
1 − Φ2)(𝑥𝑖, 𝑡),

(2.63)

где 𝛼̃𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 − Φ𝑖(𝑥𝑗, 𝑡). Эту систему уравнений можно записать в виде

𝐵𝑐⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1 + 𝑆1(𝑐⃗)

. . .

. . .

𝛽𝑟 + 𝑆𝑟(𝑐⃗),

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

. . .

. . .

𝛽𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝑐⃗ = 𝑐⃗1 − 𝑐⃗2 = (𝑐11 − 𝑐21, . . . , 𝑐
1
𝑟 − 𝑐2𝑟)

𝑇 , 𝛽𝑖 = 𝛼̃1
𝑖𝑡 − 𝛼̃2

𝑖𝑡 +
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝑀𝑗(Φ
1 − Φ2)(𝑥𝑖, 𝑡),

𝑆𝑖(𝑐⃗) = 𝐿−1𝑀𝑟0𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑗𝜔𝑡(𝑥𝑖, 𝑡)

𝑟∑︀
𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑗𝑉

2
𝑡 (𝑥𝑖, 𝑡).
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Эти равенства можно записать также в виде

𝑐⃗ = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1 + 𝑆1(𝑐⃗)

. . .

. . .

𝛽𝑟 + 𝑆𝑟(𝑐⃗),

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑆(𝑐⃗). (2.64)

Далее, фактически повторяется конец доказательства предыдущей теоремы. По-

этому некоторые детали опускаются, записывая лишь результат. Оцениваем ве-

личину ‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) (см. вывод оценки (2.57) в предыдущей теореме). Покажем

как оцениваются различные слагаемые входящие в эту норму. Например, имеем

(используем (2.58))

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1𝑀𝑖𝑉

2
𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝐿−1𝑀𝑖𝑉

2(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾)

≤ 𝑐2‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑉 2||𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐3‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑉 2‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤
𝑐4‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾

1−1/𝑝‖𝑉 2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐5(𝑅0)‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾
1−1/𝑝,

где все постоянные не зависят от 𝛾. Аналогично (используем (2.62)) имеем, что

‖
𝑟∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1𝑀𝑗𝜔(𝑥𝑖, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝐶(𝑅0)‖𝜔‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶1(𝑅0)𝛾
1−1/𝑝‖𝜔‖𝑊 1

𝑝 (0,𝛾;𝑊
2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶3(𝑅0)𝛾
1−1/𝑝‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)

,

‖𝑅0𝜔(𝑥𝑖, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1‖𝑅0𝜔(𝑥, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐2‖𝜔‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐3𝛾
1−1/𝑝‖𝜔‖𝑊 1

𝑝 (0,𝛾;𝑊
2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝛾1−1/𝑝(𝑐4‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 𝑐5(𝑅0)‖Φ1 − Φ2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+ 𝑐6‖𝑓 10 − 𝑓 20‖𝐿𝑝(𝑄𝛾)).

Другие слагаемые входящие в норму ‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) оцениваются аналогично. Та-

ким образом, используя определение оператора 𝑆 и полученные выше оценки

(2.61), (2.58) получим, что

‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐(𝑅0)𝛾
1−1/𝑝‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 𝑐1(𝑅0)‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝜏1

. (2.65)

Выберем 𝛾2 ≤ 𝛾1 такое, что 𝑐(𝑅0)𝛾
1/𝑞
2 ≤ 1/2. Тогда из равенства (2.64) получим

оценку (𝛾 ≤ 𝛾2)

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 2‖𝛽‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 2𝑐1(𝑅0)‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝜏1
. (2.66)

Используя определение вектора 𝛽 и оценку (2.38) получим неравенство

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾2) ≤ 𝑐1‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝛾2
.

Тогда оценка (2.62) влечет утверждение теоремы.
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Таким образом, доказано, что рассматриваемые обратные задачи корректны,

по крайней мере локально по времени.

2.3 Линейные обратные задачи для математических моделей Бусси-

неска – Лява

Уравнение вида

(𝜎2 − ∆)𝑢𝑡𝑡 + 𝛾1(∆ − 𝛽1)𝑢𝑡 + 𝛾2(∆ − 𝛽2)𝑢 = 𝑓, 𝑛 ≥ 1. (2.67)

называется уравнением Буссинеска или Буссинеска – Лява. Это уравнение

описывает продольные колебания упругого стержня с учетом инерции и при

внешней нагрузке, движение длинных волн, распространение волн на мел-

кой воде, волновые процессы в плазме и ряд других физических процессов

[42, 46, 55, 110, 158]. Функция 𝑢 (в первом случае) есть продольное смещение,

другие параметры зависят от плотности, модуля Юнга, отношения Пуассона,

коэффициента упругости. При описании распространения волн на мелкой воде,

параметры 𝜎, 𝛾𝑖, 𝛽𝑖 (𝑖 = 1, 2), связывают число Бонда, глубину и гравитационную

постоянную. Функция 𝑢 определяет высоту волны в момент времени 𝑡 в точке 𝑥,

функция 𝑓 задает внешние силы. Если значения параметров заменить на некото-

рые определенные значения, то в класс уравнений (2.67) входит также уравнение

Соболева [150, 151], которое возникает при исследовании малых колебаний вра-

щающейся идеальной жидкости, и уравнение гравитационно-гироскопических

волн (см. [5–7]). Последнее уравнение может быть записано в виде

𝜕2𝜌

𝜕𝑡2
− 𝑐20

𝜕2𝜌

𝜕𝑥2
= 𝑚𝑐20𝜏

𝜕3𝜌

𝜕𝑡𝜕𝑥2
−𝑚𝑐20

𝜕4𝜌

𝜕𝑡2𝜕𝑥2
(2.68)

В полученном уравнении 𝜌 – плотность, 𝑐0 – скорость звука, 𝑡𝑎𝑢 – время ре-

лаксации. За затухание звуковой волны вследствии теплопроводности и вязко-

сти отвечает первый член в правой части, а второй член в правой части ре-

гулирует дисперсионные эффекты. Уравнение (2.68) описывает распростране-

ние гравитационно-гироскопических волн в диспергирующих средах, например,

поверхностно-акустические волны [48].

В работе рассматриваются обратные задачи об определении правой части

или неизвестных параметры среды. Ранее, в работах [23, 47] рассматривалась
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задача управления, в которой определялась правая часть 𝑓 а в работе [164] и об-

ратная задача об определении функции 𝑓 . В отличие от полученных результатов

все рассмотрения в этих работах проходят в классах непрерывных функций по

времени и все коэффициенты в уравнении не зависят от времени.

Этот параграф посвящен линейным задачам об определении правой части.

Рассматривается задача об определении вместе с решением 𝑢 неизвестной пра-

вой части и коэффициентов в уравнении:

𝐿0𝑢𝑡𝑡 + 𝐿1𝑢𝑡 + 𝐿2𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (2.69)

где, 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) – операторы второго порядка по переменным 𝑥, 𝐺 – ограни-

ченная область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение дополняется краевы-

ми и начальными условиями:

𝑅(𝑡)𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (2.70)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥). (2.71)

Задача состоит в определении неизвестной правой части 𝑓 , зависящей от вре-

мени по заданным условиям переопределения, в качестве которых мы рассмат-

риваем значения решения 𝑢 в отдельных точках. Таким образом, условия пере-

определения имеют вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚), (2.72)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺.

Предполагается ниже, что Γ ∈ 𝐶2 и считается, что операторы 𝐿𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2)

имеют вид

𝐿𝑘𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,

где все коэффициенты вещественны, а оператор 𝐿0 предполагается эллиптич-

ным, т.е. существует постоянная 𝛿0 > 0 такая, что:

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.
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Фиксируется параметр 𝑝 > 𝑛 (для простоты) и предполагается что

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)), 𝑄

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟2).

(2.73)
𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎00 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(2.74)

В случае краевых условия с косой производной также требуется, чтобы

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 2,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (2.75)

Пусть правая часть в (2.69) имеет вид:

𝑓 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), (2.76)

где функции 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) даны и 𝑐𝑖(𝑡) подлежат определению с исполь-

зованием условий (2.72). Условия согласования (1.13):

𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝜓𝑖𝑡(0) = 𝑢1(𝑥𝑖), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚),

𝜙(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢0(𝑥), 𝜙𝑡(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢1(𝑥) +𝑅𝑡(0)𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.
(2.77)

Условия корректности. Пусть 𝐵 матрица с элементами

𝑏𝑗𝑖 = 𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) и пусть существует 𝛿0 > 0 такая, что

| det𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (2.78)

где 𝐿−1
0 𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи: 𝐿0𝑢𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑅(𝑡)𝑢𝑖|𝑆 = 0.

Рассматривается задача (2.69) – (2.72), (2.76) считая, что операторы 𝐿𝑖 удо-

влетворяют вышеприведенным условиям.

Теорема 7. Пусть коэффициенты операторов 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) удовлетворяют

условиям (2.73), (2.74), (2.75), выполнены условия (2.77), (2.78) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢𝑗(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) (𝑗 = 0, 1),

𝜙 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)),

69



𝜓𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑝 > 𝑛.

Тогда существует единственное решение задачи (2.69) – (2.72), (2.76) такое,

что:

𝑢, 𝑢𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚).

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 3, необходимо построить

функцию Φ(𝑥, 𝑡) такую, что Φ ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑅(𝑡)Φ|𝑆 = 𝜙, Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥),

Φ𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥). Делая замену неизвестного: 𝑢 = 𝑉 + Φ (𝑉 = 𝑢 − Φ). Уравнение

приведется к виду:

𝐿0𝑉𝑡𝑡 + 𝐿1𝑉𝑡 + 𝐿2𝑉 = 𝑓0 − 𝐿0Φ𝑡𝑡 − 𝐿1Φ𝑡 − 𝐿2Φ +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖 = 𝑔0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖,

где функция 𝑉 удовлетворяет условиям:

𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) − Φ(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖 − Φ(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡),

𝑅(𝑡)𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑉𝑡|𝑡=0 = 0.
(2.79)

Обращая 𝐿0 получим:

𝑉𝑡𝑡 + 𝐿−1
0 𝐿1𝑉𝑡 + 𝐿−1

0 𝐿2𝑉 +𝑅0𝑉 = 𝐿−1
0 𝑔0 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿
−1
0 𝑓𝑖, (2.80)

где оператор 𝐿−1
0 сопоставляет функции 𝑔 решение задачи: 𝐿0𝑉 = 𝑔, 𝑅(𝑡)𝑉 |𝑆 =

0. Соответственно, оператор 𝑅0(𝑉 ) сопоставляет каждой функции 𝑉 решение

задачи 𝐿0𝑣 = 0, 𝑅(𝑡)𝑣|Γ = 𝑅𝑡𝑡𝑉 + 2𝑅𝑡𝑉𝑡. Функция Φ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺;𝑊 2

𝑝 (0, 𝑇 ))

и значит (так как 𝑝 > 𝑛) после может быть изменения на множестве меры

ноль, можно считать, что функция Φ(𝑥, 𝑡) непрерывна по 𝑥 как функция со зна-

чениями в банаховом пространстве 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ) (см. [66]) и более того Φ(𝑥, 𝑡) ∈

𝐶1(𝐺;𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 )). Следовательно, Φ(𝑥𝑖, 𝑡) ∈ 𝑊 2

𝑝 (0, 𝑇 ), тогда 𝜙𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ). По-

лагая 𝑥 = 𝑥𝑖, при 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. получим

𝜙𝑖𝑡𝑡 + (𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝐿−1

0 𝑔0(𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐿−1
0 𝑓𝑗)(𝑥𝑖, 𝑡)𝑐𝑗(𝑡).

В силу условия (2.78) из этого равенства вытекает, что

𝑐⃗ = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜙1𝑡𝑡 + (𝐿−1

0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝑉 (𝑥1, 𝑡) +𝑅0𝑉 (𝑥1, 𝑡) − 𝐿−1
0 𝑔0(𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

𝜙𝑚𝑡𝑡 + (𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝑉 (𝑥𝑚, 𝑡) +𝑅0𝑉 (𝑥𝑚, 𝑡) − 𝐿−1

0 𝑔0(𝑥𝑚, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝑐⃗ = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚)𝑇 .

Получили уравнение для нахождения вектор-функции 𝑐⃗ = (𝑐1, 𝑐2, .., 𝑐𝑚)𝑇 , где

𝑉 = 𝑉 (𝑐⃗) оператор сопоставляющий вектору 𝑐⃗ решение задачи

𝐴0𝑉 = 𝐿0𝑉𝑡𝑡 + 𝐿1𝑉𝑡 + 𝐿2𝑉 = 𝑔0 +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖,

𝑅(𝑡)𝑉 |𝑆 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑉𝑡|𝑡=0 = 0.

(2.81)

Представим функцию 𝑉 в следующем в виде:

𝑉 = 𝐴−1
0 𝑔0 + 𝐴−1

0 (
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖) = 𝑉0 + 𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖).

Тогда систему для нахождения 𝑐⃗ можно записать в виде:

𝑐⃗ = 𝑐0 +𝑅(𝑐⃗), (2.82)

𝑐⃗0 = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜙1𝑡𝑡 + (𝐿−1

0 (𝐿1 + 𝐿2) +𝑅0𝑉0)(𝑥1, 𝑡) − 𝐿−1
0 𝑔0(𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

𝜙𝑚𝑡𝑡 + (𝐿−1
0 (𝐿1 + 𝐿2) +𝑅0𝑉0)(𝑥𝑚, 𝑡) − 𝐿−1

0 𝑔0(𝑥𝑚, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑅(𝑐⃗) = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝐴

−1
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑥1, 𝑡)

. . .

. . .

(𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝐴

−1
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑥𝑚, 𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отметим, что функции 𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) принадлежат 𝐿∞(0, 𝑇 ). Действительно,

𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) и 𝐿−1𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)). Таким образом, при

почти всех 𝑡 𝐿−1𝑓𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺). В силу теорем вложения (см., например, [119]) и

условия 𝑝 > 𝑛 функция 𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) непрерывна после может быть изменения на

множестве меры 0 при почти всех 𝑡, и определен след 𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡). Имеем

‖𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ) ≤ 𝐶‖𝐿−1

0 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶1‖𝑓𝑖‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)).
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Также легко увидеть, что будет справедлива оценка ‖𝐵−1𝑔⃗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤
𝐶‖𝑔⃗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾), для любого вектора 𝑔⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾) и 𝛾 ∈ [0, 𝑇 ]. Отметим, что по-

стоянная 𝐶 не зависит от 𝛾. Таким образом,

‖𝑅(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝐶2

𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝐴

−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾). (2.83)

В силу теорем вложения и теоремы 1 правая часть оценивается через

𝐶3

𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝐴

−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶4(‖(𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2)𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑅0𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

).

(2.84)

Оценим выражение

𝐿1𝜕𝑡𝑢 =
∑︁

𝑎1𝑖𝑗𝑢𝑡𝑥𝑖𝑥𝑗 +
∑︁

𝑎1𝑖𝑢𝑡𝑥𝑖 + 𝑎10𝑢𝑡.

Для каждого слагаемого имеем:

‖𝑎1𝑖𝑗𝑢𝑡𝑥𝑖𝑥𝑗‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ ‖𝑎1𝑖𝑗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿∞(𝐺))‖𝑢𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝑐𝑖𝑗‖𝑢𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

,

‖𝑎1𝑖𝑢𝑡𝑥𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ ‖𝑎10‖𝐿𝑝(𝑄)‖𝑢𝑡𝑥𝑖‖𝐿∞(𝑄) ≤ 𝑐𝑖‖𝑢𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

,

‖𝑎10𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐0‖𝑢𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

,

где 𝑐𝑖𝑗, 𝑐𝑖 – постоянные. Таким образом, складывая оценки получим, что

‖𝐿1𝜕𝑡𝑢‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐‖𝑢𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (2.85)

Аналогично

‖𝐿2𝑢‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. (2.86)

Как и в теореме 3 (cм. оценку (1.40))

‖𝑅0𝑢‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐‖𝑢‖𝑊 1
∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
. (2.87)
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Постоянные в (2.85) – (2.87) не зависят от 𝛾. Учитывая оценки (2.83) – (2.87),

получим

‖𝑅(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝐶‖𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)(𝑥, 𝑡)‖𝑊 1
∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶3𝛾
1−1/𝑝‖𝐴−1

0 (
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶4𝛾
1−1/𝑝‖

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑝(𝑄𝛾).

Получим

‖𝑐𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑝(𝑄𝛾) = (

𝛾∫︁
0

|𝑐𝑖|𝑝(𝑡)
∫︁
𝐺

|𝑓𝑖|𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡)1/𝑝

≤ ‖𝑓𝑖‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺))(

𝛾∫︁
0

|𝑐𝑖|𝑝(𝑡)𝑑𝑡)1/𝑝.

Тогда выражение в правой части в вышеприведенной оценке оценивается через

𝐶5𝛾
𝑝−1
𝑝
∑︀𝑚

𝑖=1 ‖𝑐𝑖‖𝐿𝑝(0,𝑇 ). Окончательная оценка имеет вид:

‖𝑅(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝐶6𝛾
𝑝−1
𝑝 ‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ), (2.88)

где 𝐶6 не зависит от 𝛾. Тогда, если выполняется 𝐶6𝛾
𝑝−1
𝑝 = 𝑞0 < 1, то уравнение

(2.82) будет иметь единственное решение. Фиксируем 𝛾, удовлетворяющее этому

условию. Рассмотрим уравнение

𝑐⃗−𝑅(𝑐⃗) = 𝑐⃗0. (2.89)

Необходимо отметить, что без ограничения общности считаем, что все посто-

янные, возникающие в процессе доказательства оценки (2.88), не зависят от 𝛾.

Пусть 𝑐⃗ – решение, определенное на [0, 𝛾]. Построим вектор 𝑐⃗1 =

{︃
𝑐⃗, 𝑡 ≤ 𝛾

0, 𝑡 > 𝛾.

Сделаем замену в (2.89) 𝑘⃗1 = 𝑐⃗− 𝑐⃗1 (𝑘⃗1 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚)), если 𝑐⃗ решение урав-

нения (2.89) на [0, 2𝛾], то 𝑘⃗1 = 0 при 𝑡 ≤ 𝛾 и 𝑘⃗1 − 𝑅(𝑘⃗1) = 𝑐⃗0 − 𝑐⃗1 + 𝑅(𝑐⃗1). Здесь

правая часть обращается в ноль на [0, 𝛾] и, соответственно, имеем, что 𝑅(𝑘⃗1) = 0

при 𝑡 ≤ 𝛾. Решаем систему

𝑘⃗1 −𝑅(𝑘⃗1) = 𝑐⃗0 − 𝑐⃗1 +𝑅(𝑐⃗1) (2.90)
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уже на [𝛾, 2𝛾]. Таким образом, если 𝑘⃗1 ∈ 𝐿𝑝(0, 2𝛾), то повторяя вышеприведен-

ные рассуждения получим оценку

‖𝑅(𝑘⃗1)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾) ≤ 𝐶
𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝐴

−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾)

≤ 𝐶2

𝑚∑︁
𝑗=1

‖(𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2) +𝑅0)𝐴

−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶3(‖(𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2)𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑅0𝐴
−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

)

≤ 𝐶4‖𝐴−1
0 (

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝑊 1
∞(𝛾,2𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝐶5𝛾
𝑝−1
𝑝 ‖𝐴−1

0 (
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖)‖𝑊 2
𝑝 (𝛾,2𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶6𝛾
𝑝−1
𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾).

Здесь используется утверждение теоремы 3. Окончательная оценка имеет вид:

‖𝑅(𝑘⃗1)‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾) ≤ 𝐶7𝛾
𝑝−1
𝑝 ‖𝑘⃗1‖𝐿𝑝(𝛾,2𝛾),

где, без ограничения общности, можем считать, что 𝐶7 та же постоянная, что и в

(2.88). Тогда уравнение (2.90) имеет единственное решение 𝑘⃗1 ∈ 𝐿𝑝(0, 2𝛾) такое,

что при 𝑡 ∈ (0, 𝛾) 𝑘⃗1 = 0. Следовательно, функция 𝑐⃗ = 𝑐⃗1 + 𝑘⃗1 есть решение

(2.82) из 𝐿𝑝(0, 2𝛾). Повторяя рассуждения, построим решение 𝑐⃗ уравнения (2.82)

на всем промежутке [0, 𝑇 ].

Построим функцию 𝑉 , как решение задачи (2.81). Покажем, что построенная

функция 𝑉 удовлетворяет условиям (2.79). Обращая 𝐿0 получим, что 𝑉 удовле-

творяет уравнению (2.80). Берем в (2.80) 𝑥 = 𝑥𝑖 и получаем

𝑉𝑡𝑡(𝑥𝑖, 𝑡) + 𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2)𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) =

𝐿−1
0 𝑔0(𝑥𝑖, 𝑡) +

∑︀𝑚
𝑗=1 𝐿

−1
0 𝑐𝑗(𝑡)𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑡).

(2.91)

Но вектор-функция 𝑐⃗ такова, что

𝜙𝑖𝑡𝑡(𝑡) + 𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2)𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) =

𝐿−1
0 𝑔0(𝑥𝑖, 𝑡) +

∑︀𝑚
𝑗=1 𝐿

−1
0 𝑐𝑗(𝑡)𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑡).

(2.92)

Вычитая эти равенства, получаем 𝑉𝑡𝑡(𝑥𝑖, 𝑡)−𝜙𝑖𝑡𝑡(𝑡) = 0 или 𝜕2𝑡 (𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡)−𝜙𝑖(𝑡)) =

0. Интегрируя от 0 до 𝑡 дважды и используя условия согласования получим

𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) − 𝜙𝑖(𝑡) = 0. Таким образом 𝑉 (𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡) ∀𝑖 = 1, 2, ...,𝑚.
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2.4 Коэффициентные обратные задачи для уравнения Буссинеска – Ля-

ва

Рассматривается то же уравнение, что и в предыдущем параграфе, т.е.

𝐿0𝑢𝑡𝑡 + 𝐿1𝑢𝑡 + 𝐿2𝑢 = 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (2.93)

где, 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) – операторы второго порядка по переменным 𝑥, 𝐺 – ограни-

ченная область в 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 1) с границей Γ ∈ 𝐶2. Уравнение дополняется краевы-

ми и начальными условиями:

𝑅(𝑡)𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑆 = Γ × (0, 𝑇 ), (2.94)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥). (2.95)

Задача состоит в определении неизвестной правой части 𝑓 и коэффициентов

уравнения (2.93), зависящих от времени по заданным условиям переопределе-

ния, в качестве которых рассматриваются значения решения 𝑢 в отдельных точ-

ках. Таким образом, условия переопределения имеют вид

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟2), (2.96)

где 𝑥𝑖 произвольные точки лежащие в 𝐺. Как и в предыдущем параграфе правая

часть в (2.93) имеет вид:

𝑓 =
∑︀𝑟0

𝑖=1 𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖 = 1, 2, .., 𝑟0), (2.97)

где функции 𝑓𝑖 даны и 𝑐𝑖(𝑡) подлежат определению. Пусть также операторы 𝐿𝑠

(𝑠 = 0, 1, 2) имеют вид

𝐿0𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎0𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎00(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐿𝑠𝑢 = 𝐿0𝑠𝑢+
𝑟𝑠∑︀

𝑘=𝑟𝑠−1+1

𝑐𝑘(𝑡)𝐿
𝑘𝑢, 𝑠 = 1, 2

𝐿𝑘𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐿0𝑠𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑠𝑖𝑗 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎0𝑠𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0𝑠0 (𝑥, 𝑡)𝑢.
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Это возможно, что правая часть 𝑓 не содержит неизвестных функций 𝑐𝑖. Полага-

ем в этом случае, что 𝑟0 = 0 и 𝑓 = 𝑓0 – известная функция. Также возможно, что

оператор 𝐿1 не содержит неизвестных функций 𝑐𝑖. Полагаем в этом случае, что

𝑟1 = 𝑟0, 𝐿1 = 𝐿01 – известный оператор. Считаем, что либо оператор 𝐿1, либо

оператор 𝐿2 содержит неизвестные коэффициенты, поскольку противоположный

случай рассмотрен в предыдущем параграфе. В случае, если все коэффициенты

оператора 𝐿2 известны, полагаем 𝑟2 = 𝑟1 и тогда 𝐿2 = 𝐿02 – известный оператор.

Условия на коэффициенты уравнения имеют вид

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)),

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟2),

𝑎0𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)), 𝑎0𝑠𝑖 , 𝑎
0𝑠
0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑛, 𝑠 = 1, 2).

(2.98)
𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎00 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(2.99)

В случае краевых условия с косой производной также требуется, чтобы

𝜕𝑘𝑡 𝛾𝑖, 𝜕
𝑘
𝑡 𝜎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐶1(Γ)), 𝑘 ≤ 2,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆, (2.100)

Условия согласования:

𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝜓𝑖𝑡(0) = 𝑢1(𝑥𝑖), (𝑖 = 1, 2, ..,𝑚),

𝜙(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢0(𝑥), 𝜙𝑡(𝑥, 0) = 𝑅(0)𝑢1(𝑥) +𝑅𝑡(0)𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.
(2.101)

Пусть функция Φ ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) (𝑝 > 𝑛) такова, что Φ𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺)),

Φ|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), Φ𝑡|𝑡=0 = 𝑢1(𝑥), Φ|𝑆 = 𝜙 (эта функция была построена в самом на-

чале доказательства теоремы 3). Строится матрица 𝐵, 𝑗-я строка которой имеет

вид

𝐿−1
0 𝑓1(𝑥𝑗, 𝑡), 𝐿

−1
0 𝑓2(𝑥𝑗, 𝑡), . . . , 𝐿

−1
0 𝑓𝑟0(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟0+1Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,

−𝐿−1
0 𝐿𝑟1Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟1+1Φ(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,−𝐿−1
0 𝐿𝑟2Φ(𝑥𝑗, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟2,

и предполагается , что существуют 𝛿0 > 0, 𝜏0 > 0 такие, что

| det𝐵| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0], (2.102)
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где 𝐿−1
0 𝑓𝑖 есть решение 𝑢𝑖 задачи 𝐿0𝑢𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑅(𝑡)𝑢𝑖|𝑆 = 0. Легко показать, что

локально по времени условие (2.102) не зависит от выбора функции Φ (см. §2.2).

Более того, можно заменить матрицу 𝐵 матрицей 𝐵̃, у которой 𝑗-я строка имеет

вид

𝐿−1
0 𝑓1(𝑥𝑗, 𝑡), 𝐿

−1
0 𝑓2(𝑥𝑗, 𝑡), . . . , 𝐿

−1
0 𝑓𝑟0(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟0+1𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,

−𝐿−1
0 𝐿𝑟1𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟1+1𝑢0(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,−𝐿−1
0 𝐿𝑟2𝑢0(𝑥𝑗, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑟2,

Здесь функция 𝐿−1
0 𝐿𝑘𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡) строится следующим образом: вначале к функ-

ции 𝑢1(𝑥) применяется оператор 𝐿𝑘 = 𝐿𝑘(𝑥, 𝑡,𝐷𝑥), затем строится решение

задачи 𝐿0𝑣 = 𝐿𝑘𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑅𝑣|𝑆 = 0, далее вычисляются значения 𝑣(𝑥𝑗, 𝑡) =

𝐿−1
0 𝐿𝑘𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡). Можно показать, что если | det𝐵| ≥ 𝛿0 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝜏0], то

найдутся 𝛿1 > 0 и 𝜏1 такие, что | det 𝐵̃| ≥ 𝛿1 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝜏1]. Действительно,

например, если взять целое 𝑘 ∈ [𝑟0 + 1, 𝑟1] и рассмотреть

|𝐿−1
0 𝐿𝑘Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝐿−1

0 𝐿𝑘𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡)| ≤ 𝑐1‖𝐿𝑘Φ𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝐿𝑘𝑢1(𝑥, 𝑡)‖𝐿𝑝(𝐺)

≤ 𝑐2‖Φ𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑢1(𝑥)‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐3𝑡
1−1/𝑝‖Φ𝑡𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
, (2.103)

где 𝑐𝑖 – некоторые постоянные, зависящие от норм коэффициентов. Здесь

используются условия на коэффициенты, вложение 𝑊 2
𝑝 (𝐺) ⊂ 𝐶1(𝐺), тео-

рема 1 и формула Ньютона-Лейбница. Аналогично оценивается величина

|𝐿−1
0 𝐿𝑘Φ(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝐿−1

0 𝐿𝑘𝑢0(𝑥𝑗, 𝑡)|. Неравенство показывает, что если 𝐵 и 𝐵̃ мат-

рицы построенные при помощи Φ и 𝑢1, 𝑢0, соответственно, и | det𝐵| ≥ 𝛿0 > 0,

то найдется 𝛾0 > 0 такая, что при 𝑡 ∈ [0, 𝛾0] выполнено | det 𝐵̃| ≥ 𝛿0/2 > 0 и,

таким образом, на интервале [0, 𝛾0] |𝑑𝑒𝑡 𝐵̃| ≥ 𝛿0/2 > 0. Верно и обратное.

Теорема 8. Пусть выполнены условия (2.98) – (2.102) и

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑢𝑗(𝑥) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺) (𝑗 = 0, 1),

𝜙, 𝜙𝑡, 𝜙𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)),

𝜓𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟2, 𝑝 > 𝑛.

Тогда существует постоянная 𝛾0 > 0 такая, что на промежутке [0, 𝛾0] суще-

ствует единственное решение (𝑢, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟2) задачи (2.93) – (2.96) такое, что

𝑢, 𝑢𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝛾0];𝑊
2
𝑝 (𝐺)), 𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝([0, 𝛾0];𝑊

2
𝑝 (𝐺)),

𝑐𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟2).
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Доказательство. Пусть функция Φ есть решение задачи (см. теорему 3)

𝐿0Φ𝑡𝑡 = 𝑓0, Φ|𝑡=0 = 𝑢0, Φ𝑡|𝑡=0 = 𝑢1, 𝑅(𝑡)Φ|𝑆 = 𝜙. (2.104)

Известно, что Φ,Φ𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)), Φ𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)). Без ограниче-

ния общности можно считать, что с данной функцией Φ выполнено условие

корректности (2.102). Тогда функция 𝑉 = 𝑢− Φ есть решение задачи

𝐿0𝑉𝑡𝑡 + 𝐿1𝑉𝑡 + 𝐿2𝑉 =
𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −
𝑟1∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
𝑖Φ𝑡 −

𝑟2∑︀
𝑖=𝑟1+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
𝑖Φ,

𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑅(𝑡)𝑉 |𝑆 = 0.
(2.105)

𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) = 𝜓𝑗(𝑡) − Φ(𝑥𝑗, 𝑡) = 𝜓𝑗(𝑡). (2.106)

Функция Φ ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺;𝑊 2

𝑝 (0, 𝑇 )) и, значит, после может быть изменения на мно-

жестве меры 0 Φ ∈ 𝐶1(𝐺̄;𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 )) (см., например, вложение (5.4) в [67]). В

частности Φ(𝑥𝑖, 𝑡) ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ), тогда 𝜓𝑗(𝑡) ∈ 𝑊 2

𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑗 = 1, 2, .., 𝑟2). Найдет-

ся число 𝜏0 > 0 такое, что на [0, 𝜏0] выполнено условие (2.102) с некоторой

постоянной 𝛿0 > 0. Чтобы немного упростить изложение, проводятся дальней-

шие рассуждения для случая условий Дирихле. Используя теорему 1, обратим

оператор 𝐿0 в (2.105). Имеем

𝑉𝑡𝑡 + 𝐿−1
0 (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2)𝑉 =

∑︀𝑟0
𝑖=1 𝑐𝑖(𝑡)𝐿

−1
0 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)

−
∑︀𝑟1

𝑖=𝑟0+1 𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖Φ𝑡 −

∑︀𝑟2
𝑖=𝑟1+1 𝑐𝑖(𝑡)𝐿

−1
0 𝐿𝑖Φ.

(2.107)

Необходимо отметить, что при почти всех 𝑡 определены следы 𝐿−1
0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡)

(𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟1), 𝐿−1
0 𝐿𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟2) и, более того, каждая из

этих функций принадлежит 𝐿∞(0, 𝑇 ). Действительно, имеется 𝐿−1
0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥, 𝑡) ∈

𝑊 2
𝑝 (𝐺;𝐿𝑝(0, 𝑇 )), и, следовательно, существует след [67, (5.4)], 𝐿−1

0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡) ∈
𝐿𝑝(0, 𝑇 ). Тогда при почти всех 𝑡 имеется (используя теорему 1)

|𝐿−1
0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡| ≤ 𝑐‖𝐿−1

0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥, 𝑡‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑐1‖𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥, 𝑡)‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐1‖Φ𝑡(𝑥, 𝑡)‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

.

Таким образом,

‖𝐿−1
0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡‖𝐿∞(0,𝑇 ) ≤ 𝑐‖Φ𝑡‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
, 𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟1. (2.108)
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Аналогично доказывается, что 𝐿−1
0 𝐿𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟2) и что

𝐿−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). Возьмем в (2.107) 𝑥 = 𝑥𝑗. В силу условий переопреде-

ления имеется

𝜓𝑗𝑡𝑡 + 𝐿−1
0 (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) +

𝑟1∑︀
𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉𝑡(𝑥𝑗, 𝑡)

+
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 (𝑥𝑗, 𝑡) =

𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝑓𝑖(𝑥𝑗, 𝑡)

−
𝑟1∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖Φ𝑡(𝑥𝑗, 𝑡) −

𝑟2∑︀
𝑖=𝑟1+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖Φ(𝑥𝑗, 𝑡),

(2.109)

где 𝑗 = 1, 2, .., 𝑟2. Равенства (2.109) можно записать в виде

𝐵𝑐⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1 + 𝑆1(𝑐⃗)

. . .

. . .

𝛽𝑟2 + 𝑆𝑟2(𝑐⃗),

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

. . .

. . .

𝛽𝑟2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛽𝑖 = 𝜓𝑖𝑡𝑡,

где

𝑆𝑘(𝑐⃗) = 𝐿−1
0 (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝑉 (𝑥𝑘, 𝑡) +

𝑟1∑︀
𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉𝑡(𝑥𝑘, 𝑡)

+
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 (𝑥𝑘, 𝑡).

Для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0] эти равенства можно записать также в виде

𝑐⃗ = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1 + 𝑆1(𝑐⃗)

. . .

. . .

𝛽𝑟2 + 𝑆𝑟2(𝑐⃗),

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑆(𝑐⃗). (2.110)

На правую часть можно посмотреть, как на оператор 𝑆(𝑐⃗), сопоставляющий

вектору 𝑐⃗(𝑡) решение 𝑉 (𝑥, 𝑡) задачи (2.105) и затем сопоставляющее 𝑉 (𝑥, 𝑡)

правую часть (2.110). Исследуя свойства этого оператора, фиксируются 𝑅0 =

2‖𝐵−1𝛽‖𝐿𝑝(0,𝜏0). По построению 𝜓𝑖𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ). В силу того, что элементы мат-

рицы 𝐵 принадлежат 𝐿∞(0, 𝑇 ) имеется, что 𝐵−1𝛽 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝜏0). Из теоремы 3 вы-

текает, что для любой вектор-функции 𝑐⃗(𝑡) ∈ 𝐵𝑅0,𝛾 = {𝑐⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾) : ‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤
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𝑅0} задача

𝐿0𝑉𝑡𝑡 + (𝐿1𝜕𝑡 + 𝐿2)𝑉 =
𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)

−
𝑟1∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
𝑖Φ𝑡 −

𝑟2∑︀
𝑖=𝑟1+1

𝑐𝑖(𝑡)𝐿
𝑖Φ,

𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑉𝑡|𝑡=0 = 0, 𝑉 |𝑆 = 0,

(2.111)

имеет единственное решение 𝑉 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺)). Получено равенство

𝐿0𝑉𝑡𝑡 + (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝑉 +
∑︀𝑟1

𝑗=𝑟0+1 𝑐𝑗(𝑡)𝐿
𝑗𝑉𝑡 +

∑︀𝑟2
𝑗=𝑟1+1 𝑐𝑗(𝑡)𝐿

𝑗𝑉 =∑︀𝑟0
𝑗=1 𝑐𝑗(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −

∑︀𝑟1
𝑗=𝑟0+1 𝑐𝑗(𝑡)𝐿

𝑗Φ𝑡 −
∑︀𝑟2

𝑗=𝑟1+1 𝑐𝑗(𝑡)𝐿
𝑗Φ.

(2.112)

Пусть 𝑐⃗(𝑡) ∈ 𝐵𝑅0,𝛾 и 𝛾 ≤ 𝜏0. Из теоремы 3 и условий на данные вытекает оценка

‖𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1
(︀∑︀𝑟1

𝑗=𝑟0+1 ‖𝑐𝑗(𝑡)𝐿𝑗𝑉𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

+
∑︀𝑟2

𝑗=𝑟1+1 ‖𝑐𝑗(𝑡)𝐿𝑗𝑉 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

)︀
+ 𝑐2‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾).

(2.113)

Постоянные 𝑐2, 𝑐1 не будут зависеть от 𝛾. Каждое слагаемое, входящее в правую

часть вида 𝐽𝑗 = ‖𝑐𝑗(𝑡)𝐿𝑗𝑉𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)), оценивается через

𝐽𝑗 ≤ 𝛼𝑗‖𝑉𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

‖𝑐𝑗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾), (2.114)

где постоянная 𝛼𝑗 зависит от норм коэффициентов 𝑄 и не зависит от 𝛾 ≤ 𝜏0.

Аналогично имеется

‖𝑐𝑗(𝑡)𝐿𝑗𝑉 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝛼̃𝑗‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

‖𝑐𝑗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) (2.115)

Из оценок (2.113) – (2.115) вытекает оценка

‖𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐3(‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 1)(‖𝑉𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

)

+𝑐4‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾),

(2.116)

где все постоянные не зависят от 𝛾 ≤ 𝜏0. Оценку также можно записать в виде

‖𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐5(𝑅0)‖𝑉 ‖𝑊 1
∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
+ 𝑐4‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾), (2.117)

С другой стороны, поскольку функция 𝑉 удовлетворяет однородным начальным

условиям, имеется оценку (из формулы Ньютона – Лейбница)

‖𝑉𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑉 ‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 2𝛾1−1/𝑝‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

.
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Тогда оценка (2.117) переписывается в виде

‖𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐6𝛾
1−1/𝑝‖𝑉 ‖𝑊 2

𝑝 (0,𝛾;𝑊
2
𝑝 (𝐺))

+ 𝑐4‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾),

где постоянная 𝑐6 не зависит от 𝛾. Выберем число 𝛾0 ≤ 𝜏0 такое, что 𝑐6𝛾
1−1/𝑝
0 =

1/2. Тогда для всех 𝛾 ≤ 𝛾0 и 𝑐⃗ ∈ 𝐵𝑅0,𝛾 имеется оценка

‖𝑉 ‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 2𝑐4‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 2𝑐4𝑅0. (2.118)

Можно получить дальнейшие оценки. Пусть 𝑐⃗ 1, 𝑐⃗ 2 ∈ 𝐵𝑅0,𝛾 (𝛾 ≤ 𝛾0) и 𝑉 1, 𝑉 2 –

соответствующие решения задачи (2.111). Таким образом

𝐿0𝑉
𝑖
𝑡𝑡 + (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝑉

𝑖 +
∑︀𝑟1

𝑗=𝑟0+1 𝑐
𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗𝑉 𝑖
𝑡 +

∑︀𝑟2
𝑗=𝑟1+1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗𝑉 𝑖 =∑︀𝑟0
𝑗=1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) −

∑︀𝑟1
𝑗=𝑟0+1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗Φ𝑡 −
∑︀𝑟2

𝑗=𝑟1+1 𝑐
𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗Φ.
(2.119)

Необходимо отметить, что функции 𝑉 𝑖 удовлетворяют оценке (2.118). Вычитая

равенства (2.119) при 𝑖 = 1, 2 и обозначая 𝜔 = 𝑉 1 − 𝑉 2, можно получить

𝐿0𝜔𝑡𝑡 + (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝜔 +
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
𝑗𝜔𝑡 +

𝑟2∑︀
𝑗=𝑟1+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
𝑗𝜔 =

𝑟0∑︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) −
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗𝑉 2

𝑡

−
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗𝑉 2 −

𝑟1∑︀
𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗Φ𝑡

−
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗Φ.

(2.120)

Повторяя рассуждения, использованные выше при получении оценки (2.118),

придем к неравенству

‖𝜔‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐5‖𝑐⃗ 1 − 𝑐⃗ 2‖𝐿𝑝(0,𝛾), (2.121)
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где 𝛾 ≤ 𝛾0. Приведем оценки для оператора 𝑆. Имеем, используя определение

оператора, что

‖𝑆(𝑐⃗ 1) − 𝑆(𝑐⃗ 2)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐
𝑟2∑︀
𝑗=1

‖𝐿−1
0 (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)(𝑉

1 − 𝑉 2)(𝑥𝑗, 𝑡)

+
𝑟1∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐1𝑖𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡) −
𝑟1∑︀

𝑖=𝑟0+1

𝑐2𝑖𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 2

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡) +
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1+1

𝑐1𝑖𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡)

−
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1+1

𝑐2𝑖𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 2(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤

𝑟2∑︀
𝑗=1

(‖
𝑟1∑︀

𝑖=𝑟0+1

(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)

+
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1+1

(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) + ‖

𝑟1∑︀
𝑖=𝑟0+1

𝑐2𝑖 (𝐿
−1
0 𝐿𝑖(𝑉 1

𝑡 − 𝑉 2
𝑡 )(𝑥𝑗, 𝑡))

+
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1+1

(𝑐2𝑖𝐿
−1
0 𝐿𝑖(𝑉 1 − 𝑉 2)(𝑥𝑗, 𝑡))‖𝐿𝑝(0,𝛾)) + 𝑐4‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾).

(2.122)

Оценим слагаемые, входящие в первую часть в правой части, следующим обра-

зом:

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ ‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝐿−1
0 𝐿𝑖𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾),

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ ‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝐿−1

0 𝐿𝑖𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾).

Имеем в силу теорем вложения и теоремы 1, что

‖𝐿−1
0 𝐿𝑖𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾) ≤ 𝑐‖𝑉 1
𝑡 (𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐𝛾1/𝑞‖𝑉 1
𝑡𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
(1𝑞 + 1

𝑝 = 1).

‖𝐿−1
0 𝐿𝑖𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾) ≤ 𝑐‖𝑉 1(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐𝛾1/𝑞‖𝑉 1
𝑡 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
(1𝑞 + 1

𝑝 = 1).

Тогда имеются оценки

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1𝛾
1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾), (2.123)

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1𝛾

1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾), (2.124)

где постоянная 𝑐1 зависит от 𝑅0, но не зависит от 𝛾. Аналогично, используя

(2.118), (2.121), можно получить

‖𝑐2𝑖 (𝐿−1
0 𝐿𝑖(𝑉 1

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡) − 𝑉 2
𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)))‖𝐿𝑝(0,𝛾)

≤ 𝑅0‖𝑉 1
𝑡 (𝑥, 𝑡) − 𝑉 2

𝑡 (𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑅0𝑐𝛾
1/𝑞‖𝑉 1

𝑡𝑡 − 𝑉 2
𝑡𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 𝑐1𝛾

1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾).

(2.125)
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‖𝑐2𝑖 (𝐿−1
0 𝐿𝑖(𝑉 1(𝑥𝑗, 𝑡) − 𝑉 2(𝑥𝑗, 𝑡)))‖𝐿𝑝(0,𝛾)

≤ 𝑅0‖𝑉 1(𝑥, 𝑡) − 𝑉 2(𝑥, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑅0𝑐𝛾
1/𝑞‖𝑉 1

𝑡 − 𝑉 2
𝑡 ‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 𝑐1𝛾

1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾).

(2.126)

Из (2.122) – (2.126) и имеется, что

‖𝑆(𝑐1) − 𝑆(𝑐2)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐𝛾1/𝑞‖𝑐1 − 𝑐2‖𝐿𝑝(0,𝛾). (2.127)

Выбирается 𝛾1 ≤ 𝛾0 такое, что 𝑐𝛾1/𝑞1 ≤ 1/2. Тогда при всех 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐵𝑅0,𝛾 с 𝛾 ≤ 𝛾1

имеется неравенство (2.127). Кроме того 𝑅(𝑐⃗) = 𝑅(𝑐⃗) −𝑅(0) +𝑅(0) и

‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑞(0,𝛾) ≤ ‖𝑅(0)‖𝐿𝑞(0,𝛾) +
1

2
‖𝑐⃗‖𝐿𝑞(0,𝛾) ≤

𝑅0

2
+
𝑅0

2
= 𝑅0.

Таким образом, 𝑅 переводит шар 𝐵𝑅0,𝛾1 в себя и является в нем сжимающим. По

теореме о неподвижной точке уравнение (2.111) разрешимо. То, что 𝑉 является

решением (2.105) и удовлетворяет условиям, (2.106) доказывается также, как и

в линейном случае.

Приведем теорему, характеризующую устойчивость решений задачи (2.93) –

(2.96). Пусть 𝐹 = (𝑓0, 𝜙, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟2, 𝑢0, 𝑢1) набор данных нашей задачи. Постро-

им матрицу 𝐵 = 𝐵(𝐹 ), 𝑗-я строка которой имеет вид

𝐿−1
0 𝑓1(𝑥𝑗, 𝑡), 𝐿

−1
0 𝑓2(𝑥𝑗, 𝑡), . . . , 𝐿

−1
0 𝑓𝑟0(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟0+1𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,

−𝐿−1
0 𝐿𝑟1𝑢1(𝑥𝑗, 𝑡),−𝐿−1

0 𝐿𝑟1+1𝑢0(𝑥𝑗, 𝑡), . . . ,−𝐿−1
0 𝐿𝑟2𝑢0(𝑥𝑗, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑟2,

Фиксируем параметры 𝜏0, 𝛿0, 𝑅0 и определим множество данных задачи

𝐶𝑅0
= {𝐹 = (𝑓0, 𝜙, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟2, 𝑢0, 𝑢1) :

𝐹 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) ×𝑊 2
𝑝 (0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)) × (𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ))𝑟2 × (𝑊 2

𝑝 (𝐺))2

‖𝐹‖𝐻𝑇
= ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖𝑊 2

𝑝 (0,𝑇 ;𝑊
𝑠0
𝑝 (Γ))+∑︀𝑟2

𝑖=1 ‖𝜓𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝑇 )

+ ‖𝑢0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

+ ‖𝑢1‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

≤ 𝑅0,

| det𝐵(𝐹 )| ≥ 𝛿0 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏0], выполнены условия (2.31)}.

Также рассматриваются пространства 𝐻𝜏 c 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ). Норма в пространстве 𝐻𝜏

определяется как и выше (𝑄 заменяется на 𝑄𝜏 , интервал (0, 𝑇 ) заменяется на

(0, 𝜏)).
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Теорема 9. Пусть выполнены условия (2.98) – (2.102). Тогда найдется параметр

𝜏1 ≤ 𝜏0 и постоянная 𝐶 > 0 такая, что для любых двух решений 𝑢1, 𝑢2, 𝑐⃗1, 𝑐⃗2

задачи (2.93) – (2.96) из класса, указанного в теореме 8, отвечающих данным

𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝜏1 (𝑖 = 1, 2) справедлива оценка устойчивости

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 2
𝑝 (0,𝜏1;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+

𝑟2∑︁
𝑖=1

‖𝑐1𝑖 (𝑡) − 𝑐2𝑖 (𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝜏1) ≤ 𝐶‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝜏1
.

Доказательство. Даны наборы 𝐹𝑖 = (𝑓 𝑖0, 𝜙
𝑖, 𝜓𝑖1, . . . , 𝜓

𝑖
𝑟2
, 𝑢𝑖0, 𝑢

𝑖
1). Построим функ-

ции Φ𝑖 ∈ 𝑊 2
𝑝 (0, 𝜏1;𝑊

2
𝑝 (𝐺)) такие, что Φ𝑖(0) = 𝑢𝑖0, Φ𝑖

𝑡(0) = 𝑢𝑖1, 𝑅(𝑡)Φ𝑖|𝑆 = 𝜙𝑖 как

решение задачи (2.104). В силу теоремы 1, найдутся постоянные 𝑐(𝑅0), 𝑐1 такие,

что

‖Φ𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝜏0;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(𝑅0),

‖Φ1 − Φ2‖𝑊 2
𝑝 (0,𝜏0;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1(‖𝑢10 − 𝑢20‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

+

‖𝑢11 − 𝑢21‖𝑊 2
𝑝 (𝐺)

+ ‖𝜙1 − 𝜙2‖𝑊 2
𝑝 (0,𝜏0;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ))) (2.128)

для любого набора 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝜏0. Тогда из оценки (2.103) и определения определите-

ля вытекает, что найдется 𝛾0 ≤ 𝜏0 такое, что | det 𝐵̃(𝐹⃗𝑖)| ≥ 𝛿0/2 для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝛾0]

и любых наборов 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝜏0. Как легко можно увидеть из доказательства теоремы

8, в этом случае найдутся постоянные 𝑐1(𝑅0) и 𝛾1 ≤ 𝛾0 такие, что на промежутке

[0, 𝛾0] существуют решения 𝑢1, 𝑢2, 𝑐⃗1, 𝑐⃗2 задачи (2.93) – (2.96) такие, что

‖𝑢𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝜏1;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+

𝑟2∑︁
𝑗=1

‖𝑐𝑖𝑗(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝜏1) ≤ 𝑐1(𝑅0) (2.129)

для любых наборов 𝐹𝑖 ∈ 𝐻𝛾1. Полагая 𝑉 𝑖 = 𝑢𝑖 − Φ𝑖, получим

𝐿0𝑉
𝑖
𝑡𝑡 + (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝑉

𝑖 +
∑︀𝑟1

𝑗=𝑟0+1 𝑐
𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗𝑉 𝑖
𝑡 +

∑︀𝑟2
𝑗=𝑟1+1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗𝑉 𝑖 =

𝑓 𝑖0 +
∑︀𝑟0

𝑗=1 𝑐
𝑖
𝑗(𝑡)𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) −

∑︀𝑟1
𝑗=𝑟0+1 𝑐

𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗Φ𝑖
𝑡 −
∑︀𝑟2

𝑗=𝑟1+1 𝑐
𝑖
𝑗(𝑡)𝐿

𝑗Φ𝑖.
(2.130)
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Пусть 𝜔 = 𝑉 1 − 𝑉 2. Тогда, вычитая равенства (2.130) при 𝑖 = 1, 2, получим

𝐿0𝜔𝑡𝑡 + (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝜔 +
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
𝑗𝜔𝑡 +

𝑟2∑︀
𝑗=𝑟1+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
𝑗𝜔 =

𝑓 10 − 𝑓 20 +
𝑟0∑︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) −
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗𝑉 2

𝑡

−
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗𝑉 2 −

𝑟1∑︀
𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗Φ1

𝑡 −
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
𝑗Φ1

−
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝐿
𝑗(Φ1

𝑡 − Φ2
𝑡 ) −

𝑟2∑︀
𝑗=𝑟1+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝐿
𝑗(Φ1 − Φ2).

(2.131)

Повторяя соответствующие рассуждения в доказательстве предыдущей теоремы

получим аналог неравенства (2.121)

‖𝜔‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾1;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐1(𝑅0)‖𝑐⃗ 1 − 𝑐⃗ 2‖𝐿𝑝(0,𝛾1)+

𝑐2(𝑅0)‖Φ1 − Φ2‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾1;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+ 𝑐3‖𝑓 10 − 𝑓 20‖𝐿𝑝(𝑄𝛾1).
(2.132)

Обращая оператор 𝐿0 в (2.131) и полагая 𝑥 = 𝑥𝑗, получим

(𝜓1
𝑖𝑡𝑡 − 𝜓2

𝑖𝑡𝑡) + 𝐿−1
0 (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +

𝑟1∑︀
𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝜔𝑡(𝑥𝑖, 𝑡)

+
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝐿−1

0 (𝑓 10 − 𝑓 20 )(𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑟0∑︀
𝑗=1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝑓𝑗(𝑥𝑖, 𝑡)

−
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝑉 2

𝑡 (𝑥𝑖, 𝑡) −
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝑉 2(𝑥𝑖, 𝑡)

−
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗Φ1

𝑡 (𝑥𝑖, 𝑡) −
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗Φ1(𝑥𝑖, 𝑡)

−
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝐿
𝑗(Φ1

𝑡 − Φ2
𝑡 )(𝑥𝑖, 𝑡) −

𝑟2∑︀
𝑗=𝑟1+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝐿
𝑗(Φ1 − Φ2)(𝑥𝑖, 𝑡).

(2.133)

Эту систему уравнений можно записать в виде

𝐵𝑐⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1 + 𝑆1(𝑐⃗)

. . .

. . .

𝛽𝑟2 + 𝑆𝑟2(𝑐⃗),

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1

. . .

. . .

𝛽𝑟2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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где

𝑐⃗ = 𝑐⃗1 − 𝑐⃗2 = (𝑐11 − 𝑐21, . . . , 𝑐
1
𝑟2
− 𝑐2𝑟2)

𝑇 , 𝛽𝑖 = 𝜓1
𝑖𝑡𝑡 − 𝜓2

𝑖𝑡𝑡 − 𝐿−1
0 (𝑓 10 − 𝑓 20 )(𝑥𝑖, 𝑡)+

𝑟1∑︀
𝑗=𝑟0+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝐿
𝑗(Φ1

𝑡 − Φ2
𝑡 )(𝑥𝑖, 𝑡) +

𝑟2∑︀
𝑗=𝑟1+1

𝑐2𝑗(𝑡)𝐿
𝑗(Φ1 − Φ2)(𝑥𝑖, 𝑡),

𝑆𝑖(𝑐⃗) = 𝐿−1
0 (𝐿01𝜕𝑡 + 𝐿02)𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +𝑅0𝜔(𝑥𝑖, 𝑡) +

𝑟1∑︀
𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝜔𝑡(𝑥𝑖, 𝑡)

+
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝜔(𝑥𝑖, 𝑡)+

𝑟1∑︀
𝑗=𝑟0+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝑉 2

𝑡 (𝑥𝑖, 𝑡) +
𝑟2∑︀

𝑗=𝑟1+1

(𝑐1𝑗 − 𝑐2𝑗)(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝑉 2(𝑥𝑖, 𝑡)

Эти равенства можно записать также в виде

𝑐⃗ = 𝐵−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1 + 𝑆1(𝑐⃗)

. . .

. . .

𝛽𝑟2 + 𝑆𝑟2(𝑐⃗),

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑆(𝑐⃗). (2.134)

Далее, фактически повторяется конец доказательства предыдущей теоремы. По-

этому можно опустить некоторые детали, записывая лишь результат. Далее оце-

ниваем величину ‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) (см. оценку (2.122) и дальнейшие рассуждения) в

предыдущей теореме. Покажем как оцениваются различные слагаемые, входя-

щие в эту норму. Например, используя (2.129), получим

‖(𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖 )𝐿
−1
0 𝐿𝑖𝑉 2

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐1‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝐿−1
0 𝐿𝑖𝑉 2

𝑡 (𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾)

≤ 𝑐2‖𝑐1𝑖 − 𝑐2𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑉 2
𝑡 ||𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤

𝑐3‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾
1−1/𝑝‖𝑉 2‖𝑊 2

𝑝 (0,𝛾;𝑊
2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐4(𝑅0)‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾
1−1/𝑝,

где все постоянные не зависят от 𝛾. Аналогично (используем (2.132)) имеется,

что

‖
𝑟1∑︀

𝑗=𝑟0+1

𝑐1𝑗(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗𝜔𝑡(𝑥𝑗, 𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝐶(𝑅0)‖𝜔𝑡‖𝐿∞(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝐶1(𝑅0)𝛾
1−1/𝑝‖𝜔‖𝑊 2

𝑝 (0,𝛾;𝑊
2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝛾1−1/𝑝(𝑐(𝑅0)‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)+

𝑐3‖Φ1 − Φ2‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛾;𝑊

2
𝑝 (𝐺))

+ 𝑐4‖𝑓 10 − 𝑓 20‖𝐿𝑝(𝑄𝛾)).

Другие слагаемые, входящие в норму ‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾), оцениваются аналогично. Та-

ким образом, используя определение оператора 𝑆 (см. оценку (2.122) и дальней-

шие рассуждения), и полученные выше оценки (2.131), (2.129) получим, что

‖𝑆(𝑐⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐(𝑅0)𝛾
1−1/𝑝‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 𝑐1(𝑅0)‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝛾

. (2.135)
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Выберем 𝛾2 ≤ 𝛾1 такое, что 𝑐(𝑅0)𝛾
1/𝑞
2 ≤ 1/2. Тогда из равенства (2.134) получим

оценку (𝛾 ≤ 𝛾2)

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 2‖𝛽‖𝐿𝑝(0,𝛾) + 2𝑐1(𝑅0)‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝛾
. (2.136)

Используя определение вектора 𝛽 и оценку (2.128), получим неравенство

‖𝑐⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾2) ≤ 𝑐1‖𝐹1 − 𝐹2‖𝐻𝛾2
. (2.137)

Тогда оценка (2.132) влечет утверждение теоремы.

2.5 Алгоритм численного решения обратных задач для математиче-

ских моделей фильтрации

В этом параграфе приводится описание численных алгоритмов решения об-

ратных задач вида (2.69) – (2.72). Они основаны на способе построения при-

ближенного решения в теоремах существования. Кроме того, используется со-

ответствующая теорема об устойчивости решений соответствующих обратных

задач. Считается, что условия, при выполнении которых обратная задача кор-

ректна, выполнены. Стандартные численные методы решения обратных задач

очень часто основываются на сведении задачи к задаче управления и затем к

минимизации соответствующего квадратичного функционала. Можно сослаться,

например, на монографии [1, 108, 132, 140], где описаны классические методы,

используемые для численного решения обратных задач. Однако, эти подходы,

с одной стороны, довольно трудоемкие с точки зрения объема вычислений, а

с другой стороны, не всегда приводят к нужному результату: обратная задача

и соответствующая задача управления не всегда эквивалентны. Поэтому про-

блема построения простых и достаточно быстрых методов решения обратных

задач имеется. Среди работ, посвященных численному решения прямых задач

для уравнений соболевского типа, стоит выделить работы [68] – [159]. Одна-

ко, работ, посвященных численному решению обратных задач для уравнений

соболевского типа, не так много (имеются только отдельные примеры). Алго-

ритм, приведенный ниже, использует некоторые интегральные тождества. Сна-

чала, используется метод конечных элементов и сведение прямой задачи к систе-

ме обыкновенных дифференциальных уравнений. Система решается с помощью
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метода конечных разностей (неявная схема). Обратная задача решается с помо-

щью специальной итерационной процедуры. Сначала определяются начальные

значения неизвестных коэффициентов (правой части) и решения. Предполагает-

ся, что построены приближение неизвестных коэффициентов (или правой части)

и решения на 𝑛− 1 слое по времени. Задав построенное значение коэффициен-

тов в качестве их значений на 𝑛 слое, строится приближение решения на 𝑛 слое

(из соответствующего конечно-разностного уравнения). Используя условие пе-

реопределения, определяется новое приближение коэффициентов на 𝑛 слое и

затем снова строится приближение решения на 𝑛 слое. Процедура повторяется

до тех пор, пока норма невязки не станет достаточно малой. Построенные зна-

чения коэффициентов и решения фиксируются и полагаются равными значению

коэффициентов и решения на 𝑛 слое. Далее, переходя на 𝑛 + 1 слой, повторяем

процедуру. Схема, в целом, аналогична схеме предиктор-корректор и дает воз-

можность оптимального устойчивого восстановления неизвестных коэффициен-

тов (или правой части). Вся эта схема описана ниже в случае коэффициентных

обратных задач фильтрации. Эта схема применима без особых изменений и в

случае уравнений соболевского типа четвертого порядка.

2.5.1 Описание алгоритма для коэффициентной обратной задачи

Опишем идею построения алгоритма. Чтобы упростить представление, сде-

лаем это в модельном случае. В частности, в класс задач входит задача опре-

деления коэффициента пьезопроводности для уравнения Баренблатта – Желтова

– Кочиной. Используются некоторые интегральные тождества. Рассматривается

задача

𝐿0𝑢𝑡 + 𝑘(𝑡)𝐿1𝑢 = 𝑓, (2.138)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
|Γ = 𝑔, 𝑢(0) = 𝑢0(𝑥), (2.139)

𝑢(𝑥0, 𝑡) = 𝜓0(𝑡), (2.140)

где

𝐿0𝑢 = −𝑑𝑖𝑣(𝑎0(𝑥, 𝑡)∇𝑢𝑡) + 𝑏0(𝑥, 𝑡) · ∇𝑢+ 𝑐0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐿1𝑢 = −𝑑𝑖𝑣(𝑎1(𝑥, 𝑡)∇𝑢) + 𝑏1(𝑥, 𝑡) · ∇𝑢+ 𝑐1(𝑥, 𝑡)𝑢,
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и 𝑎0, 𝑎1, 𝑐0, 𝑐1 скалярные функции и 𝑏0, 𝑏1 вектор-функции размера 𝑛. Функции

𝑢 и 𝑘(𝑡) неизвестны. Предполагается, что выполнены все условия теоремы 5.

Пусть функция Φ решение задачи (2.138), (2.139). Так как теорема существова-

ния локальна по времени, можно заменить условие (2.36) следующим условием:

пусть существует 𝑡0 > 0 такое, что

|𝐿−1
0 𝐿1Φ(𝑥0, 𝑡)| ≥ 𝛿0 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑡0],

или записать в простом виде

|𝐿−1
0 𝐿1𝑢0(𝑥0)| ≥ 𝛿0 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑡0], (2.141)

Пусть 𝜙 ∈ 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑞 (𝐺)) (1/𝑞+ 1/𝑝 = 1) - тестовая функция, и пусть функция

𝑢 является решением уравнения задачи (2.138), (2.139) из класса, указанного в

теореме 5. Интегрируя по частям

(𝐿0𝑢𝑡, 𝜙) + 𝑘(𝑡)(𝐿1𝑢, 𝜙) = (𝑓, 𝜙), 𝜙 ∈ 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑞 (𝐺)), (2.142)

приходим к уравнению

𝑎(𝑢𝑡, 𝜙) + 𝑘(𝑡)𝑏(𝑢, 𝜙) = 𝑙(𝜙) + 𝑘(𝑡)𝑙1(𝜙), (2.143)

где

𝑎(𝑢𝑡, 𝜙) = (𝑎0∇𝑢𝑡,∇𝜙) + (𝑏0 · ∇𝑢𝑡 + 𝑐0𝑢𝑡, 𝜙),

𝑏(𝑢, 𝜙) = (𝑎1∇𝑢,∇𝜙) + (𝑏1 · ∇𝑢+ 𝑐1𝑢, 𝜙),

𝑙(𝜙) = (𝑓, 𝜙) + 𝑙0(𝜙),

𝑙0(𝜙) =

∫︁
Γ

𝑎0𝑔𝑡𝜙𝑑Γ,

𝑙1(𝜙) =

∫︁
Γ

𝑎1𝑔𝜙𝑑𝑡.

Затем ищется решение 𝜙0(𝑥, 𝑡) задачи

𝐿*
0𝜙0 = 𝛿(𝑥− 𝑥0), 𝑎0

𝜕𝜙0

𝜕𝑛 + 𝑏 · 𝑛𝜙0|Γ = 0, (2.144)

где 𝐿*
0 формально сопряжен с 𝐿0, и 𝛿 это дельта-функция Дирака. Подставляя 𝜙0

в (2.143), получается, что

𝜓𝑡 + 𝑘(𝑡)(𝑏(𝑢, 𝜙0) − 𝑙1(𝜙)) = 𝑙(𝜙0). (2.145)
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Отсюда заключается, что

𝑘(𝑡)(𝑏(𝑢, 𝜙0) − 𝑙1(𝜙0)) = 𝑙(𝜙0) − 𝜓𝑡. (2.146)

Отметим, что из определения 𝜙0 следует, что 𝑏(𝑢, 𝜙0) − 𝑙1(𝜙0) = 𝐿−1
0 𝐿1𝑢(𝑥0, 𝑡).

Так как |𝐿−1
0 𝐿1𝑢0(𝑥0)| > 𝛿0 > 0 на некотором отрезке [0, 𝑡0] можно сказать, что

|(𝑏(𝑢, 𝜙0) − 𝑙1(𝜙0))| > 0 на некотором отрезке времени. Интегральное тождество

(2.146) позволяет построить итерационную процедуру, реализованную в доказа-

тельстве теоремы 5. Чтобы избежать чрезмерных вычислений, можно опустить

определение Φ в рассматриваемом случае. Пусть 𝑘0 = (𝑙0(𝜙0) − 𝜓𝑡)/(𝑏(𝑢0, 𝜙0) −
𝑙1(𝜙0))|𝑡=0. Функции 𝑘𝑖 даны, можно построить 𝑢𝑖+1 как решение задачи (2.138),

(2.139) с 𝑘(𝑡) = 𝑘𝑖(𝑡) и определить следующую итерацию 𝑘𝑖+1 из одного из

равенств

𝑘𝑖+1(𝑡) = (𝑙(𝜙0) − 𝜓𝑡)/(𝑏(𝑢
𝑖+1, 𝜙0) − 𝑙1(𝜙0)), (2.147)

𝑘𝑖+1 = (𝑙(𝜙0) − 𝜓𝑡 − 𝑘𝑖𝑏(𝑢𝑖+1 − 𝑢0, 𝜙0))/(𝑏(𝑢0, 𝜙0) − 𝑙1(𝜙0)). (2.148)

Последняя формула почти соответствует итерационной процедуре при доказа-

тельстве теоремы о неподвижной точке для оператора 𝑆, построенного в тео-

реме 8. Особенность заключается в том, что функция Φ заменена на функцию

𝑢0. В этом случае легко понять, что все выводы остаются в силе. Знаменатель

(2.148) отличен от нуля на некотором промежутке [0, 𝑡0]. Первая формула (2.147)

соответствует другому оператору 𝑆, но те же выводы могут быть использованы

для доказательства того, что итерационная процедура (2.147) сходится так же на

некотором промежутке времени [0, 𝑡0].

2.5.2 Численная реализация алгоритма

Алгоритм является итерационным и опирается на метод конечных элемен-

тов. Определим триангуляцию 𝐺, узлы сетки 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑁 , и соответствующие

кусочно-линейные функции {𝜙𝑖(𝑥)} таким образом 𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, где 𝛿𝑖𝑗 символ

Кронекера. Без ограничения общности можно считать, что точка наблюдения 𝑥0
является узлом сетки 𝑥𝑗0. Приближенное решение задачи (2.138), (2.139) ищется

в виде 𝑢 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡)𝜙𝑖(𝑥). Для определения функций 𝑐𝑖 используется интеграль-

ное тождество (2.143). Вектор-функция 𝐶(𝑡) = (𝑐1(𝑡), 𝑐2(𝑡), ..., 𝑐𝑁(𝑡))𝑇 является
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решением системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

𝐴𝐶𝑡 + 𝑘(𝑡)𝐵𝐶 = 𝐹, 𝐶(0) = (𝑢0(𝑥1), 𝑢0(𝑥2), . . . , 𝑢0(𝑥𝑁))𝑇 , (2.149)

где 𝐴,𝐵 являются матрицами с элементами 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎(𝜙𝑗, 𝜙𝑖), 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏(𝜙𝑗, 𝜙𝑖), и

𝐹 = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑁)𝑇 , 𝐹𝑖(𝑡) = 𝑙0(𝜙𝑖) + 𝑘(𝑡)𝑙1(𝜙𝑖). Для решения (2.149), использу-

ется метод конечных разностей (неявная схема) и замена (2.149) на конечно-

разностное уравнение

𝐴𝑛
𝐶𝑛 − 𝐶𝑛−1

𝜏
+ 𝑘𝑛𝐵𝑛𝐶𝑛 = 𝐹0,𝑛 + 𝑘𝑛𝐹1,𝑛, 𝐶0 = 𝐶(0), (2.150)

где 𝑛 = 1, 2, . . . ,𝑀 , 𝜏 = 𝑇/𝑀 , и 𝐹0𝑛, 𝐹1𝑛, 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 - значения правой части

в (2.149), и матрицы 𝐴,𝐵 при 𝑛𝜏 . Предположим здесь, что аппроксимация

𝑘 к 𝑘 является кусочно-постоянной функцией, принимающей значение 𝑘𝑛 на

((𝑛−1)𝜏, 𝑛𝜏 ]. Соответственно, кусочно-постоянная аппроксимация решения 𝐶(𝑡)

на (2.149) является кусочно-постоянной функцией, равной вектору 𝐶𝑛 на мно-

жестве ((𝑛 − 1)𝜏, 𝑛𝜏 ]. Дан вектор 𝐶, обозначим его 𝑗 − 𝑡ℎ координату как (𝐶)𝑗.

Аналог условий переопределения выглядит следующим образом:(︁𝐶𝑛 − 𝐶𝑛−1

𝜏

)︁
𝑗0

= 𝜓0𝑡((𝑛− 1)𝜏). (2.151)

Поскольку полученные результаты являются локальными по времени, ис-

пользуется идея схемы предиктор-корректор. Найдем 𝑘0 = ((𝐴−1
0 𝐹0,0)𝑗0 −

𝜓𝑡(0))/((𝐴−1
0 𝐵0𝐶0)𝑗0 − (𝐴−1

0 𝐹1,0)𝑗0). Предположим, что 𝑘11 = 𝑘0. Пусть извест-

но приближение 𝑘𝑖1 для величины 𝑘1. Найдем решение 𝐶 𝑖
1 для уравнения (2.150)

с 𝑛 = 1 и 𝑘1 = 𝑘𝑖1, то есть

𝐴1
𝐶 𝑖

1 − 𝐶0

𝜏
+ 𝑘𝑖1𝐵𝑛𝐶

𝑖
1 = 𝐹0,1 + 𝑘𝑖1𝐹1,1. (2.152)

Следующее приближение определяется как

𝑘𝑖+1
1 = ((𝐴−1

1 𝐹0,1)𝑗0 − 𝜓𝑡(0))/((𝐴−1
1 𝐵1𝐶

𝑖
1)𝑗0 − (𝐴−1

1 𝐹1,1)𝑗0). (2.153)

Повторяем, пока |𝑘𝑖+1
1 − 𝑘𝑖1| < 𝜀, где 𝜀 некоторое малое число. Затем возьмем

𝑘1 := 𝑘𝑖+1
1 . Полагаем 𝐶1 := 𝐶 𝑖+1

1 . Предположим, что найдены 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 (𝑚 <

𝑀 ) и вектор 𝐶1, . . . , 𝐶𝑚. Возьмем 𝑘1𝑚+1 := 𝑘𝑚 и вычислим 𝑘𝑖𝑚+1 для всех 𝑖.
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Предположим, что 𝑘𝑖𝑚+1 известна. Найдем решение 𝐶 𝑖
𝑚+1 уравнения (2.150) с

𝑛 = 𝑚+ 1 и 𝑘𝑛 = 𝑘𝑖𝑚+1, то есть

𝐴𝑚+1
𝐶 𝑖
𝑚+1 − 𝐶𝑚

𝜏
+ 𝑘𝑖𝑚+1𝐵𝑚+1𝐶

𝑖
𝑚+1 = 𝐹0,𝑚+1 + 𝑘𝑖𝑚+1𝐹1,𝑚+1. (2.154)

Далее вычислим

𝑘𝑖+1
𝑚+1 = ((𝐴−1

𝑚+1𝐹0,𝑚+1)𝑗0 − 𝜓𝑡(𝑚𝜏))/𝑙𝑖𝑚+1, (2.155)

где 𝑙𝑖𝑚+1 = ((𝐴−1
𝑚+1𝐵𝑚+1𝐶

𝑖
𝑚+1)𝑗0 − (𝐴−1

𝑚+1𝐹1,𝑚+1)𝑗0). Рассуждения повторяются,

пока |𝑘𝑖+1
𝑚+1 − 𝑘𝑖𝑚+1| < 𝜀. В этом случае положим, что 𝑘𝑚+1 := 𝑘𝑖+1

𝑚+1 и 𝐶𝑚+1 :=

𝐶 𝑖+1
𝑚+1. Вычисления повторяются до 𝑚 = 𝑀 . Возможно, что процесс остановится

на некоторой итерации (например, если знаменатель в (2.155) станет равным

нулю). Это возможно из-за нелинейности задачи. Формула (2.155) соответствует

равенству (2.147).

2.5.3 Описание алгоритма определения функции источника

Идея так же описывается в модельном случае. Рассматривается задача

𝐿0𝑢𝑡 + 𝑘(𝑡)𝐿1𝑢 = 𝑓 = 𝑓0 +
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑡), (2.156)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
|Γ = 𝑔, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (2.157)

𝑢(𝑦𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, (2.158)

где

𝐿0𝑢 = −𝑑𝑖𝑣(𝑎0(𝑥, 𝑡)∇𝑢𝑡) + 𝑏0(𝑥, 𝑡) · ∇𝑢+ 𝑐0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐿1𝑢 = −𝑑𝑖𝑣(𝑎1(𝑥, 𝑡)∇𝑢) + 𝑏1(𝑥, 𝑡) · ∇𝑢+ 𝑐1(𝑥, 𝑡)𝑢,

и 𝑎0, 𝑎1, 𝑐0, 𝑐1 скалярные функции и 𝑏0, 𝑏1 вектор-функции размера 𝑛. Функции

𝑢 и 𝑞𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, ..𝑟) неизвестны. Предполагается, что выполнены все условия

теоремы 5. Пусть 𝜙 ∈ 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑞 (𝐺)) (1/𝑞+1/𝑝 = 1) будет тестовой функцией,

а функция 𝑢 – решение уравнения задачи (2.156), (2.157) из класса, указанного

в теореме 5. Интегрируя по частям

(𝐿0𝑢𝑡, 𝜙) + 𝑘(𝑡)(𝐿1𝑢, 𝜙) = (𝑓, 𝜙), 𝜙 ∈ 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑞 (𝐺)), (2.159)
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приходим к уравнению

𝑎(𝑢𝑡, 𝜙) + 𝑘(𝑡)𝑏(𝑢, 𝜙) = 𝑙(𝜙) + 𝑘(𝑡)𝑙1(𝜙) +
𝑟∑︁

𝑘=1

𝑞𝑘(𝑡)(𝑓𝑘, 𝜙)), (2.160)

где 𝑎(𝑢𝑡, 𝜙) = (𝑎0∇𝑢𝑡,∇𝜙)+(𝑏0 ·∇𝑢𝑡+ 𝑐0𝑢𝑡, 𝜙), 𝑏(𝑢, 𝜙) = (𝑎1∇𝑢,∇𝜙)+(𝑏1 ·∇𝑢+

𝑐1𝑢, 𝜙), 𝑙(𝜙) = (𝑓0, 𝜙) + 𝑙0(𝜙), 𝑙0(𝜙) =
∫︀
Γ

𝑎0𝑔𝑡𝜙𝑑Γ, 𝑙1(𝜙) =
∫︀
Γ

𝑎1𝑔𝜙𝑑𝑡.

Затем рассматриваем решение 𝜙𝑗(𝑥, 𝑡) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟) задачи

𝐿*
0𝜙𝑗 = 𝛿(𝑥− 𝑦𝑗), 𝑎0

𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑛 + 𝑏 · 𝑛𝜙𝑗|Γ = 0, (2.161)

где 𝐿*
0 формально сопряжен с 𝐿0, и 𝛿 это дельта-функция Дирака. Подставляя 𝜙𝑗

в (2.160), получаем

𝜓𝑗𝑡 + 𝑘(𝑡)(𝑏(𝑢, 𝜙𝑗) − 𝑙1(𝜙𝑗)) = 𝑙(𝜙𝑗) +
∑︀𝑟

𝑘=1 𝑞𝑘(𝑡)(𝑓𝑘, 𝜙𝑗). (2.162)

Отсюда получаем, что∑︀𝑟
𝑘=1 𝑞𝑘(𝑡)(𝑓𝑘, 𝜙𝑗) = 𝜓𝑗𝑡 + 𝑘(𝑡)(𝑏(𝑢, 𝜙𝑗) − 𝑙1(𝜙𝑗)) − 𝑙(𝜙𝑗). (2.163)

Отметим, что из определения 𝜙𝑗 следует, что

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘(𝑡)(𝑓𝑘, 𝜙𝑗) =
𝑟∑︁

𝑘=1

𝑞𝑘(𝑡)𝐿
−1𝑓𝑘(𝑦𝑗, 𝑡).

Таким образом, это выражение можно записать как 𝑅𝑞⃗ и с учетом условий кор-

ректности определитель матрицы 𝑅 не обращается в ноль. Интегральное тож-

дество позволяет построить итерационную процедуру, реализованную в доказа-

тельстве теоремы 5. Пусть 𝑞⃗0 = 𝑅−1𝐹0 и 𝐹0𝑗 = 𝜓𝑗𝑡+𝑘(𝑡)(𝑏(𝑢0, 𝜙𝑗)−𝑙1(𝜙𝑗))−𝑙(𝜙𝑗).
Функции 𝑞⃗𝑖 даны, можно построить 𝑢𝑖+1 как решение задачи (2.156), (2.157) с

𝑞⃗ = 𝑞⃗𝑖 и определить следующую итерацию 𝑞⃗𝑖+1 из равенства

𝑞⃗𝑖+1 = 𝑅−1𝐹𝑖, 𝐹𝑖 = (𝐹𝑖1, . . . , 𝐹𝑖𝑟),

𝐹𝑖𝑗 = 𝜓𝑗𝑡 + 𝑘(𝑡)(𝑏(𝑢𝑖+1, 𝜙𝑗) − 𝑙1(𝜙𝑗)) − 𝑙(𝜙𝑗).
(2.164)

Последняя формула почти соответствует итерационной процедуре при доказа-

тельстве теоремы о неподвижной точке для оператора 𝑆, построенного в теореме

8.
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2.5.4 Численная реализация алгоритма

Алгоритм также является итерационным и опирается на метод конечных

элементов. Определяем триангуляцию области, узлы сетки и соответствующие

кусочно-линейные функции. Без ограничения общности можно считать, что точ-

ка наблюдения 𝑦𝑗 является узлом сетки 𝑥𝑚𝑗
(𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟). Приближенное ре-

шение задачи (2.156), (2.157) ищется в виде 𝑢𝑁 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑞𝑖(𝑡)𝜙𝑖(𝑥). Предполагаем,

что 𝑎(𝑢, 𝜙) = (𝑎0∇𝑢,∇𝜙) + (𝑏0 · ∇𝑢+ 𝑐0𝑢, 𝜙), 𝑏(𝑢, 𝜙) = (𝑎1∇𝑢,∇𝜙) + (𝑏1 · ∇𝑢+

𝑐1𝑢, 𝜙), 𝑙(𝜙) = (𝑓0, 𝜙) + 𝑙0(𝜙), 𝑙0(𝜙) =
∫︀
Γ

𝑎0𝑔𝑡𝜙𝑑Γ, 𝑙1(𝜙) =
∫︀
Γ

𝑎1𝑔𝜙𝑑𝑡.

Вектор-функция 𝐶(𝑡) = (𝑐1(𝑡), 𝑐2(𝑡), ..., 𝑐𝑁(𝑡))𝑇 является решением системы

ОДУ

𝐴𝐶𝑡 + 𝑘(𝑡)𝐵𝐶 = 𝐹0 + 𝐹1, 𝐶(0) = (𝑢0(𝑥1), 𝑢0(𝑥2), . . . , 𝑢0(𝑥𝑁))𝑇 , (2.165)

где 𝐴,𝐵 это матрицы с элементами 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎(𝜙𝑗, 𝜙𝑖), 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏(𝜙𝑗, 𝜙𝑖), и 𝐹0 =

(𝐹01, . . . , 𝐹0𝑁)𝑇 , 𝐹0𝑖(𝑡) = 𝑙(𝜙𝑖) + 𝑘(𝑡)𝑙1(𝜙𝑖), 𝐹1 = (𝐹11, . . . , 𝐹1𝑁)𝑇 , где 𝐹1𝑗 =∑︀𝑟
𝑘=1 𝑞𝑘(𝑡)(𝑓𝑘, 𝜙𝑗). Таким образом вектор 𝐹1 представляется как 𝐹1 = 𝑅𝑞⃗, где

матрица 𝑅 = {𝑟𝑖𝑗} содержит 𝑟𝑖𝑗 = (𝑓𝑗, 𝜙𝑖). Тогда система уравнений имеет вид:

𝐴𝐶𝑡 + 𝑘(𝑡)𝐵𝐶 = 𝐹0 +𝑅𝑞⃗, 𝐶(0) = (𝑢0(𝑥1), 𝑢0(𝑥2), . . . , 𝑢0(𝑥𝑁))𝑇 , (2.166)

Для того, чтобы решить (2.166) используется метод конечных разностей (неявная

схема) и замена (2.166) на конечно-разностное уравнение

𝐴𝑛
𝐶𝑛 − 𝐶𝑛−1

𝜏
+ 𝑘𝑛𝐵𝑛𝐶𝑛 = 𝐹0,𝑛 +𝑅𝑛𝑞⃗𝑛, 𝐶0 = 𝐶(0), (2.167)

где 𝑛 = 1, 2, . . . ,𝑀 , 𝜏 = 𝑇/𝑀 , и 𝐹0𝑛, 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝑅𝑛 – значения правой ча-

сти в (2.166), и матрицы 𝐴,𝐵 при 𝑛𝜏 . Предположим здесь, что аппроксима-

ция 𝑞⃗𝑛 является кусочно-постоянной функцией, принимающей значение 𝑞⃗𝑛 на

((𝑛−1)𝜏, 𝑛𝜏 ]. Соответственно, кусочно-постоянная аппроксимация решения 𝐶(𝑡)

на (2.165) является кусочно-постоянной функцией, равной вектору 𝐶𝑛 на мно-

жестве ((𝑛 − 1)𝜏, 𝑛𝜏 ]. Аналог условий переопределения выглядит следующим

образом:
(𝐶𝑛)𝑚𝑗

− (𝐶𝑛−1)𝑚𝑗

𝜏
= 𝜓𝑗𝑡((𝑛− 1)𝜏), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟, (2.168)
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где (𝐶𝑛)𝑚𝑗
это 𝑚𝑗-ая координата вектора 𝐶𝑛. Из (2.168) имеем

𝜓𝑗𝑡((𝑛− 1)𝜏) + 𝑘𝑛((𝐴𝑛)
−1𝐵𝑛𝐶𝑛)𝑚𝑗

− ((𝐴𝑛)
−1𝐹0,𝑛)𝑚𝑗

= ((𝐴𝑛)
−1𝑅𝑛𝑞⃗𝑛)𝑚𝑗

, (2.169)

где 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Обозначим через 𝛼𝑛𝑖𝑗 элементы матрицы (𝐴𝑛)
−1𝑅𝑛. Правая

часть в (2.169) может быть записана как 𝑆𝑛𝑞⃗𝑛 и 𝑆𝑛 это матрица с элемента-

ми 𝛽𝑛𝑗,𝑙 = 𝛼𝑛𝑚𝑗 𝑙
. Левая часть – вектор 𝐺𝑛 с координатами 𝐺𝑛

𝑗 = 𝜓𝑗𝑡((𝑛 − 1)𝜏) +

𝑘𝑛((𝐴𝑛)
−1𝐵𝑛𝐶𝑛)𝑚𝑗

− ((𝐴𝑛)
−1𝐹0,𝑛)𝑚𝑗

, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Таким образом, можно рас-

смотреть уравнение

𝐺𝑛 = 𝑆𝑛𝑞⃗𝑛. (2.170)

Рассмотрим численный алгоритм. Находим вектор 𝑞⃗0 из равенства

𝐺0 = 𝑆0𝑞⃗0, (2.171)

где координаты вектора 𝐺0 имеют вид: 𝐺0
𝑗 = 𝜓𝑗𝑡(0) + 𝑘0((𝐴0)

−1𝐵0𝐶0)𝑚𝑗
−

((𝐴0)
−1𝐹0,0)𝑚𝑗

(𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟). Далее, положим, что 𝑞⃗ 11 = 𝑞⃗0 и найдем вектор

𝐶1
1 из равенства

𝐴𝑛
𝐶 𝑖
𝑛 − 𝐶𝑛−1

𝜏
+ 𝑘𝑛𝐵𝑛𝐶𝑛 = 𝐹0,𝑛 +𝑅𝑛𝑞⃗

𝑖
𝑛, 𝐶0 = 𝐶(0), (2.172)

где 𝑖 = 1 и 𝑛 = 1. Пусть 𝐺𝑖
𝑛 это вектор с координатами 𝐺𝑗 = 𝜓𝑗𝑡((𝑛 − 1)𝜏) +

𝑘𝑛((𝐴𝑛)
−1𝐵𝑛𝐶

𝑖
𝑛)𝑚𝑗

− ((𝐴𝑛)
−1𝐹0,𝑛)𝑚𝑗

, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Найдем вектор 𝑞⃗ 21 из равен-

ства

𝐺𝑖
𝑛 = 𝑆𝑛𝑞⃗

𝑖+1
𝑛 , (2.173)

где 𝑛 = 1 и 𝑖 = 1. Подставляя вектор 𝑞⃗ 2
1 в (2.172) с 𝑛 = 1 и 𝑖 = 2, можно найти

вектор 𝐶2
1 и так далее. Повторяем рассуждения, пока ‖𝑞⃗ 𝑖+1

1 − 𝑞⃗ 𝑖1 ‖ < 𝜀, где 𝜀 > 0

некоторое малое число. Затем возьмем 𝐶1 = 𝐶 𝑖+1
1 , 𝑞⃗ 1 = 𝑞⃗ 𝑖+1. Предположим,

что найдены вектора 𝐶𝑛−1, 𝑞⃗ 𝑛−1. Возьмем 𝑞⃗ 1
𝑛 = 𝑞⃗ 𝑛−1 и вычислим вектор 𝐶1

𝑛 из

(2.172) при 𝑖 = 1. Определим вектор 𝐺1
𝑛 и найдем 𝑞⃗ 2

𝑛 из (2.173) при 𝑖 = 1. Повто-

ряем рассуждения, пока ‖𝑞⃗ 𝑖+1
𝑛 − 𝑞⃗ 𝑖𝑛‖ < 𝜀. В этом случае положим, что 𝑞⃗ 𝑛 = 𝑞⃗ 𝑖+1

𝑛 ,

𝐶𝑛 = 𝐶 𝑖+1
𝑛 . Повторяя рассуждения можно найти все величины 𝑞⃗1, 𝑞⃗2, . . . , 𝑞⃗𝑀 ,

𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑀 .

В целом, алгоритм численного решения задачи об определении параметров

среды и функции источника в математических моделях фильтрации сводится к

следующим этапам.
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Этап 1. При помощи метода конечных элементов прямая задача об опреде-

лении давления в математической модели фильтрации сводится к системе обык-

новенных дифференциальных уравнений, которая далее заменяется разностной

схемой для ее решения.

Этап 2. Выписываются дополнительные соотношения, связывающие давле-

ние и данные из условия переопределения.

Этап 3. Строится итерационная процедура для определения решения. Ис-

пользуется идея схемы предиктор-корректор. На каждом временном слое про-

изводится несколько итераций для построения приближения самого решения

(давления) в модели и неизвестных параметров (коэффициента пьезопроводно-

сти или неизвестных функций входящих в правую часть). Следующая итерация

неизвестных параметров вычисляется из условий переопределения и последую-

щая итерация для решения вычисляется из соответствующей разностной схемы

для определения решения прямой задачи. Процесс прекращается, если норма

невязки становится меньше наперед заданного 𝜀. Далее происходит переход на

следующий временной слой.

2.6 Описание комплекса программ и результаты численных экспери-

ментов

Реализация описанного алгоритма для коэффициентной обратной задачи

представлена зарегистрированной программой "Программа численного опреде-

ления коэффициента средних гидравлических характеристик в обратных зада-

чах фильтрации". Средой разработки был выбран MatLab. Язык MatLab явля-

ется высокоуровневым интерпретируемым языком программирования, который

включает основанные на матрицах структуры данных, широкий спектр функций,

интегрированную среду разработки, объектно-ориентированные возможности и

интерфейсы к программам, написанным на других языках программирования.

Является одним из самых подходящих вариантов, так как он имеет достаточно

удобную среду для программирования и реализации различных расчетов, а так-

же возможностью визуализации полученных результатов. Для MatLab имеется

возможность создавать специальные наборы инструментов, расширяющих его
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функциональность. Наборы инструментов представляют собой коллекции функ-

ций, написанных на языке MatLab для решения специализированных задач.

Рисунок 2.1 — Блок схема алгоритма численного решения обратных задач, с

определением коэффициента средних гидравлических характеристик в

математических моделях теории фильтрации

97



Библиотеки MatLab отличаются высокой скоростью численных вычислений.

Матрицы являются основой автоматического решения и составлений уравнений

состояния динамических объектов и систем. MatLab один из наиболее мощных

универсальных интегрированных пакетов компьютерной математики. Также сто-

ит отметить кроссплатформенность пакета, так как он работает на большинстве

современных операционных систем. Поэтому работа с программой возможна на

любом ПК, на котором установлен MatLab.

Программа может быть применена при необходимости численного определе-

ния коэффициента средних гидравлических характеристик в обратных задачах

фильтрации. Блок схема алгоритма представлена на рисунке 2.1. Вначале опре-

деляется зона и формируется матрица области, затем строится триангуляционная

сетка, с помощью встроенной функции initmesh(). Затем для повышения точно-

сти она преобразуется функцией refinemesh(), которая разделяет все заданные

треугольники на четыре треугольника. Количество повторений преобразований

вводится пользователем. Затем находятся исходные точки замера, а все введен-

ные данные переводятся из символьных в числовые. Перед началом цикла по

времени инициализируется генерация случайных возмущений, уровень которых

также задается пользователем. В начале цикла определяются матрицы масс и

жесткости, определяется вектор правой части, к которому затем добавляются

граничные условия. После этого происходит расчет 𝑢 и запускается цикл, вы-

числяющий приближенные значения 𝑢 и приближения коэффициентов средних

гидравлических характеристик в определенный момент времени (функции 𝑝).

Расчет ведется, пока разница на соседних итерациях не станет меньше некото-

рого малого числа (определяемого также пользователем).

Входные данные могут быть введены пользователем вручную или добавлены

с помощью загрузки готового файла с данными. Для начала работы необходимо

определить основные параметры: ввести младшие коэффициенты, старшие ко-

эффициенты, указать точки наблюдения, выбрать количество слоев, указать на-

чальные условия, выбрать степень разбиения сетки, ввести моделируемое урав-

нение, ввести уровень точности и, если необходимо, уровень случайно генери-

руемых возмущений.

Программа обеспечивает выполнение следующих функций:

- вычисление граничных векторов и вектора правой части;
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Рисунок 2.2 — Блок схема процедуры расчета коэффициента пьезопроводности

и функции источника в задачах фильтрации
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- определение и размельчение триангуляционной сетки;

- поиск координат середин треугольников;

- расчет возмущений;

- поиск приближения искомых функций;

- вывод графиков триангуляционной сетки, приближения функции;

- формированием *.mtl файлов содержащих геометрические параметры вы-

водимых моделей решений;

- сохранение результатов вычислений;

- экспорт результатов.

Результатом программы являются кусочно разностное приближение решения

уравнения и коэффициентов. Полученные результаты сохраняются в самой про-

грамме и могут быть использованы в дальнейшем для построения отдельных

расчетов или графиков. Результаты при необходимости можно экспортировать в

сторонние приложения.

Для того, чтобы иметь возможность включить в комплекс алгоритм опре-

деления функции источника, необходимо было несколько изменить структуру

входных данных, в частности правой части - добавилась возможность ввода

функций источника 𝑞𝑖. Так же добавлен блок, который рассчитывает приближе-

ние этих функций по алгоритму определения функции источника. В целом, блок

схема, представленная на рисунке 2.1, соответствует полученной программе, но

у пользователя появился выбор: решать коэффициентную задачу или задачу об

определении функций источника при, при выборе одного из них другой счи-

тается известным или отсутствует. Часть алгоритма, отвечающая за расчет 𝑢 и

приближений функций 𝑝, заменятся процедурой, описанной блок схемой, пред-

ставленной на рисунке 2.2. Остальной функционал можно применять для новых

решений и расчетов.

Характеристики компьютера, на котором производились расчеты следующие:

процессор Intel(R) Core(TM) i3-8100 CPu @ 3.60GHz 3.60GHz; ОЗУ: 10,00 ГБ;

при использовании 64-разрядной операционной системы Windows 10 Pro.
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2.6.1 Определение коэффициента пьезопроводности в задачах фильтра-

ции

В результате вычислений получены приближенные значения решения

(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑘(𝑡)) задачи (2.138) – (2.139) в точках (𝑡1, 𝑡2, . . . 𝑡𝑁). Здесь точка (𝑥, 𝑦)

принадлежит единичной окружности с центром в (0, 0), 𝑡 ∈ (0, 1). Ниже приво-

дятся результаты расчетов для функций 𝑘(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑦, 1). Чтобы установить устой-

чивость определения решения при случайных возмущениях данных проводим

численные эксперименты добавляя к данным переопределения случайные воз-

мущения: 𝜓𝑡(𝑥0, 𝑡) = 𝜓𝑡(𝑥0, 𝑡)(1 + 𝛿(2𝜎 − 1)), где 𝛿 задается пользователем, а

𝜎 ∈ [0, 1] определяется генератором случайных чисел Matlab, а именно – функ-

цией rand.

Для численного решения задачи используются 3 сетки для описанной обла-

сти с количеством узлов 𝑁1 = 197, 𝑁2 = 751 и 𝑁3 = 2933 (Рис. 2.3).

a) 𝑁1 = 197 b) 𝑁2 = 751 c) 𝑁3 = 2933

Рисунок 2.3 — Построение сеток с разным количеством узлов

Дополнительная информация (2.140) задана в точке наблюдения 𝑥𝑗0 =

(𝑥0, 𝑦0) = (−0.3, 0.3).

Вначале рассматриваем математическую модель Баренблатта – Желтова – Ко-

чиной (2.1) и задачу

𝑢𝑡 − 𝜉∆𝑢𝑡 − 𝑘(𝑡)∆𝑢 = 𝑓

𝜕𝑢
𝜕𝑛|Γ = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦).

(2.174)

Сначала опишем входные данные, которые имеют следующий вид:

граничные условия: 𝑔 = (𝑥(3𝑥2 − 1)/2 + 𝑦2)(𝑡+ 1)/2;

начальные данные: 𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦2 − 𝑥+ 1;
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дополнительная информация: 𝜓(𝑥𝑗0, 𝑡) = (𝑥30 + 𝑦20 − 𝑥+ 1);

коэффициенты: 𝑎0 = 𝜉 = 0, 5, 𝑎1 = 1, 𝑏0,1 = 𝑏0,2 = 𝑏1,1 = 𝑏1,2 = 0, 𝑐0 = 1,

𝑐1 = 0;

правая часть: 𝑓 = 𝑥3 − 4𝑥+ 𝑦2 − 2𝑡2 · (3𝑥+ 1)/(𝑡+ 1).

На рисунке (2.4) представлен график искомой функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥3 +𝑦2−
𝑥+ 1)(𝑡+ 1)/2 в точке 𝑡 = 1.

Рисунок 2.4 — Решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 1)

В результате численных расчетов были получены приближения функций

𝑘(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡). Полученные графики приближения функций 𝑢(𝑥, 𝑦, 1) представ-

лены на рисунке (2.5).

a) возмущение 5 % b) возмущение 10 %

Рисунок 2.5 — Приближенное решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 1) при случайных возмущениях

Полученные графики исходной функции 𝑘(𝑡) = 𝑡3 − 𝑡2 и ее приближения

представленны на рисунке (2.6) для случая сетки с количеством узлов 𝑁1. Ре-
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зультаты построения приближения функции 𝑘(𝑡) при добавлении случайного

возмущения представлены на рисунке (2.7)

Рисунок 2.6 — График сравнения функции 𝑘(𝑡) (красный) и ее

приближения(синий)

a) возмущение 5 % b) возмущение 10 %

Рисунок 2.7 — График сравнения функции 𝑘(𝑡) (красный) и ее

приближения(синий) при случайных возмущениях
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Дальнейшие вычислительные эксперименты можно разбить на две группы в

зависимости от неизвестных функций 𝑢, 𝑘, граничных условий, процента слу-

чайных возмущений 𝛿, ошибок между итерациями 𝜀, коэффициентов уравнения

𝑎0, 𝑎1, 𝑏0,1, 𝑏0,2, 𝑏1,1, 𝑏1,2, 𝑐0, 𝑐1 и правой части 𝑓 .

Используются граничные условия Неймана (2.143), которые представлены в

виде
𝜕𝑢

𝜕𝑛
|Γ = (𝑢𝑥𝑥+ 𝑢𝑦𝑦) = 𝑔.

Данные первой группы следующие:

исходные данные: 𝑢|𝑡=0 = 𝑥2 + 𝑦2 + 1;

граничные условия Неймана: 𝑔 = 2(𝑥2 + 𝑦2)(1 + 𝑡);

дополнительная информация: 𝜓(𝑥𝑗0, 𝑡) = (𝑥20 + 𝑦20 + 1) · (1 + 𝑡);

коэффициенты: 𝑎0 = 0.5, 𝑎1 = 4/(1 + 𝑡), 𝑏0,1 = 𝑏0,2 = 𝑏1,1 = 𝑏1,2 = 0, 𝑐0 =

1/(𝑥21 + 𝑥22 + 1), 𝑐1 = 1/(1 + 𝑡);

правая часть: 𝑓 = 𝑡2 · (𝑥2 + 𝑦2 − 15) − 1.

Сравниваются результаты расчетов для трех сеток для данных без добавле-

ния возмущений (рисунок (2.8)), т.е. 𝛿 = 0. Берется 𝜀 = 10−3 – ошибка, определя-

емая пользователем. Через 𝜏 обозначается время работы алгоритма в секундах.

Вводится еще одна ошибка алгоритма по равенству 𝜀0 = max
𝑚

|⃗𝑘 𝑖
𝑚 − 𝑘⃗(𝑚∆𝑡)|,

где 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Рассматривается промежуток [0, 𝑇 ], где 𝑇 = 1 и берется

∆𝑡 = 𝑇/𝑁 , 𝑁 = 100.

Полученное решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥2 + 𝑦2 + 1) · (1 + 𝑡). Полученные графики

исходных функций 𝑘(𝑡) = 𝑡2 и их приближение для трех разных сеток почти оди-

наковы. Для следующих экспериментов добавлены случайные возмущения 5, 10

и 20 процентов. Из-за почти полного совпадения графиков оригинала и прибли-

женной функции проводятся только графики с возмущениями в 20 процентов и

𝜀 = 10−3 (рисунок (2.9)).

Рисунок (2.9) показывает, что полученные графики исходных функций 𝑘(𝑡)

(красный) и их приближение (синий) проходят рядом друг с другом и, независи-

мо от уровня случайных возмущений 𝛿, результаты расчетов повторяют искомые

функции или расположены рядом с ними. Таблица (2.1) показывает результаты

для разных входных данных.

Исходя из результатов численных экспериментов для первой группы данных,

можно сделать вывод, что увеличение числа узлов в 4 раза приводит к увеличе-
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a) 𝑁1: 𝜏 = 9.81, 𝜀0 = 0.0058 b) 𝑁2: 𝜏 = 131.62, 𝜀0 = 0.0015

c) 𝑁3: 𝜏 = 3820.1, 𝜀0 = 0.00035

Рисунок 2.8 — График сравнения функции 𝑘(𝑡) (красный) и ее

приближения(синий) для разных сеток

нию времени вычисления в среднем в ≈ 12 раз (для сеток N1 и N2) и ≈ 42 раз

(для сеток N2 и N3), но не приводит к значительному повышению точности.

Данные второй группы:

исходные данные: 𝑢|𝑡=0 = (𝑥2 + 1) · (𝑦2 + 1);

граничные условия Неймана: 𝑔 = 2(𝑡+ 1)(𝑦(𝑥2 + 1) + 𝑥(𝑦2 + 1));

дополнительная информация: 𝜓(𝑥𝑗0, 𝑡) = (𝑥20 + 1) · (𝑦20 + 1) · (1 + 𝑡);

коэффициенты: 𝑎0 = (𝑡+1)(𝑥2+1), 𝑎1 = (𝑡2+𝑦+4)/(𝑥2+1), 𝑏0,1 = 𝑥3𝑡, 𝑏0,2 =

(𝑥+ 𝑦)𝑡, 𝑏1,1 = 𝑦2/(𝑡+ 1), 𝑏1,2 = 𝑥𝑡/(𝑦+ 1), 𝑐0 = 𝑡𝑦/(𝑥2 + 1), 𝑐1 = (𝑥+ 𝑡)/(2 + 𝑦);

правая часть: 𝑓 = (2(𝑥2 + 1)2)/(𝑡+ 1) + (𝑡− 0.5)3(((𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1))/(𝑡+ 1)2−
(2𝑦 + 2𝑡2 + 8)/(𝑡+ 1) − (2𝑦)/(𝑡+ 1) − (2(𝑦2 + 1)(𝑦 + 𝑡2 + 4))/((𝑥2 + 1)(𝑡+ 1)) +

(2𝑥𝑦2(𝑦2 + 1))/(𝑡+ 1)2 + (4𝑥2(𝑦2 + 1)(𝑦 + 𝑡2 + 4))/((𝑥2 + 1)2(𝑡+ 1)) + (2𝑡𝑥𝑦(𝑥2 +
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a) 𝑁1: 𝜏 = 8.41, 𝜀0 = 0.0286 b) 𝑁2: 𝜏 = 110.5, 𝜀0 = 0.0231

c) 𝑁3: 𝜏 = 3983.1, 𝜀0 = 0.0232

Рисунок 2.9 — График сравнения функции 𝑘(𝑡) (красный) и ее

приближения(синий) при случайных возмущениях 20%

1))/((𝑡+1)(𝑦+1)))+(2(𝑥2+1)(𝑦2+1))/(𝑡+1)+(4𝑥2(𝑦2+1))/(𝑡+1)−(2𝑡𝑥4(𝑦2+

1))/(𝑡+1)2−((𝑥2+1)(𝑦2+1))/((𝑡+1)2(𝑥2+𝑦2+1))−(2𝑡𝑦(𝑥2+1)(𝑥+𝑦))/(𝑡+1)2.

Полученное решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥2 + 1) · (𝑦2 + 1) · (1 + 𝑡) и функция 𝑘(𝑡) =

(𝑡− 0.5)3.

Поскольку результаты для разных сеток аналогичны они представляются для

сетки 𝑁1, как и в случае первой группы.

Как видно, уменьшение 𝜀 не приводит к значительному повышению точности

и сокращению времени вычислений.

В следующих двух экспериментах уменьшается шаг по времени в пять раз.
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Таблица 2.1 — Результаты численных экспериментов (первая группа)

No exp. Grid 𝛿 𝜀0 𝜏

1 𝑁1 0 0.0058 8.41

2 𝑁1 0.1 0.0106 8.8

3 𝑁1 0.2 0.0166 8.51

4 𝑁1 0.3 0.0187 8.3

5 𝑁2 0 0.0015 110.5

6 𝑁2 0.1 0.0066 109.4

7 𝑁2 0.2 0.0114 114.32

8 𝑁2 0.3 0.018 118.57

9 𝑁3 0 0.00035 3983.1

10 𝑁3 0.1 0.0058 3773.3

11 𝑁3 0.2 0.0117 3730.4

12 𝑁3 0.3 0.0174 3821.9

Таблица 2.2 — Результаты численных экспериментов (вторая группа)

No exp. Grid 𝛿 𝜀 𝜀0 𝜏

1 𝑁1 0 10−4 0.0035 7.1

2 𝑁1 0 10−5 0.0035 6.35

3 𝑁1 0 10−6 0.0035 6.59

4 𝑁1 0 10−7 0.0035 7.02

5 𝑁1 0.1 10−4 0.0156 6.2

6 𝑁1 0.1 10−5 0.0126 5.85

7 𝑁1 0.1 10−6 0.0151 6

8 𝑁1 0.1 10−7 0.0137 6.6

9 𝑁1 0.2 10−4 0.0291 6.38

10 𝑁1 0.2 10−5 0.0246 6.94

11 𝑁1 0.2 10−6 0.0262 8.08

12 𝑁1 0.2 10−7 0.0273 8.2
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Таблица 2.3 — Результаты численных экспериментов для второй группы, шаг по

времени 0.002

No exp. Grid 𝛿 𝜀 𝜀0 𝜏

1 𝑁1 0 10−4 0.0031 36.41

2 𝑁1 0 10−5 0.0031 32.69

3 𝑁1 0 10−6 0.0031 32.41

4 𝑁1 0 10−7 0.0031 35.56

5 𝑁1 0.1 10−4 0.0147 47.44

6 𝑁1 0.1 10−5 0.0146 37.77

7 𝑁1 0.1 10−6 0.0142 36.28

8 𝑁1 0.1 10−7 0.0153 42.46

9 𝑁1 0.2 10−4 0.0263 45.27

10 𝑁1 0.2 10−5 0.0269 56.34

11 𝑁1 0.2 10−6 0.0273 56.35

12 𝑁1 0.2 10−7 0.0272 54.81

Подводя итоги, можно сказать, что использование сетки с большим количе-

ством узлов показывает лучшую точность, но время вычисления увеличивается

на величину, равную отношению количества узлов сеток. Уменьшение перемен-

ной 𝜀 ведет к увеличению времени вычисления 𝜏 , но не приводит к значитель-

ному повышению точности.

108



2.6.2 Определение функции источника в задачах фильтрации

При определении функции источника в результате вычислений получены

приближенные значения решения (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑞⃗(𝑡)) задачи (2.156) – (2.157) в точ-

ках (𝑡1, 𝑡2, . . . 𝑡𝑁). Здесь точка (𝑥, 𝑦) принадлежит окружности с центром в (0, 0).

Приводятся результаты расчетов для функций 𝑞⃗.

В данном случае используются 2 сетки с количеством узлов 𝑁1 = 263 и

𝑁2 = 1015 (Рис. 2.10).
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b) 𝑁2 = 1015

Рисунок 2.10 — Построение сеток

Рассматривается уравнение (2.156), где 𝑟 = 3, и используются следующие

данные:

исходные данные: 𝑢|𝑡=0 = (𝑥2 + 1) · (𝑦2 + 1);

граничные условия Неймана: 𝑔 = 2(𝑡+ 1)(𝑦(𝑥2 + 1) + 𝑥(𝑦2 + 1));

дополнительная информация: 𝜓𝑖(𝑡) = (𝑥2𝑖 + 1) · (𝑦2𝑖 + 1) · (1 + 𝑡);

коэффициенты: 𝑎0 = (𝑡 + 1)(𝑥2 + 1), 𝑎1 = (𝑡2 + 𝑦 + 4)/(𝑥2 + 1), 𝑏0,1 = 𝑥3 · 𝑡,
𝑏0,2 = (𝑥 + 𝑦) · 𝑡, 𝑏1,1 = 𝑦2/(𝑡 + 1), 𝑏1,2 = 𝑥𝑡/(𝑦 + 1), 𝑐0 = 1/(𝑥2 + 𝑦2 + 1),

𝑐1 = 1/(1 + 𝑡);

правая часть: 𝑓 = 𝑦2− 12𝑥6(𝑦2 + 1)(𝑡+ 1) + 𝑥(𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1)− 2(𝑥2 + 1)(𝑥6 +

1)(𝑡+1)−2(𝑥6+1)(𝑦2+1)(𝑡+1)+2𝑡𝑥(𝑦2+1)(𝑥+𝑥3)−2𝑡𝑥3(𝑥2+1)(𝑡+1)−8𝑡𝑥3(𝑦2+

1)(𝑡+1)+2𝑡𝑦(𝑥2+1)(𝑥+𝑦)+2𝑡𝑥𝑦(𝑥2+1)(𝑡+1)/(𝑦+1)−𝑥(𝑡2+2)−1−𝑦(𝑡−2)3.

Используются граничные условия Неймана из (2.160), которые представлены

как
𝜕𝑢

𝜕𝑛
|Γ = (𝑢𝑥𝑥+ 𝑢𝑦𝑦) = 𝑔.
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Дополнительная информация (2.158) задана в точках наблюдения 𝑥𝑚1
=

(𝑥1, 𝑦1) = (0.3,−0.3), 𝑥𝑚2
= (𝑥2, 𝑦2) = (0.1, 0), 𝑥𝑚3

= (𝑥3, 𝑦3) = (−0.5, 0.5).

Все проводимые вычислительные эксперименты можно разбить на груп-

пы в зависимости от неизвестных функций 𝑢, 𝑞⃗, граничных условий, случай-

ных возмущений 𝛿, ошибок между итерациями 𝜀, коэффициентов уравнения

𝑎0, 𝑎1, 𝑏0(𝑥, 𝑡) = (𝑏0,1, 𝑏0,2), 𝑏1(𝑥, 𝑡) = (𝑏1,1, 𝑏1,2), 𝑐0, 𝑐1, и правой части 𝑓 . Если 𝛿 ̸= 0

тогда условия переопределения в момент времени ∆𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 (∆𝑡 это

шаг по времени) определяется как: 𝜓𝑖𝑡(∆𝑡𝑘) = 𝜓𝑡(∆𝑡𝑘)(1+𝛿(2𝜎𝑖𝑘−1)), где числа

𝜎𝑖𝑘 ∈ [0, 1] определяются генератором случайных чисел Матлаба (функция rand).

Полученное решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥2+1)·(𝑦2+1)·(1+𝑡) и функции 𝑞1 = 1, 𝑞2 =

𝑡2 + 2, 𝑞3 = (𝑡− 2)3. На рисунке 2.11 сравниваются результаты расчетов для двух

сеток без добавления возмущений, т.е. 𝛿 = 0. Рассматривается интервал [0, 𝑇 ],

𝑇 = 1, и ∆𝑡 = 𝑇/𝑁 , 𝑁 = 100 количество слоев. Берется 𝜀 = 10−3 – ошибка,

определяемая пользователем.
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Рисунок 2.11 — Построение функций 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 при 𝑁 = 100:

Затем рассматриваются результаты расчетов при тех же условиях, но с уве-

личенным количеством слоев, т.е. 𝑁 = 400 (Рис. 2.12).

В следующем эксперименте при расчетах добавили случайные возмущения

𝛿 = 1. Данные результаты приведены только для второй сетки с 𝑁2 = 1015

узлами, но с разными 𝑁 (Рис. 2.13).

Исходя из результатов численных экспериментов, можно сделать вывод, что

увеличение числа узлов сетки в 4 раза приводит к увеличению расчетного време-

ни более, чем в 10 раз. Зато это приводит к значительному увеличению точности
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Рисунок 2.12 — Построение функций 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 при 𝑁 = 400:
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a) 𝑁 = 100
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b) 𝑁 = 400

Рисунок 2.13 — Результаты расчетов при случайных возмущениях 1%

алгоритма. Также, уменьшение значения 𝜀 не приводит к значительному увели-

чению точности. Уменьшение шага по времени показывает хороший результат.

Увеличивается точность без больших потерь во времени. Увеличение количе-

ства шагов по времени, в достаточной мере, устраняет негативный эффект от

добавления случайных возмущений.
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ГЛАВА 3

Обратные задачи для математических моделей квазистационарных

электромагнитных волн

3.1 Описание математической модели

Рассматриваются математические модели, описывающие процессы распро-

странения электромагнитных волн в анизотропных средах [56] и нестационар-

ных внутренних волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся жид-

кости [6]. Особенности распространения электромагнитных волн в анизотроп-

ных средах определяются спецификой материальных уравнений. Если длина

волны мала по сравнению с пространственными неоднородностями, то эти урав-

нения можно записать в виде, учитывающем только временную дисперсию

𝐷𝑖(𝑟, 𝑡) = 𝐸𝑖(𝑟, 𝑡) + 4𝜋𝑃𝑖(𝑟, 𝑡)

𝐵𝑖(𝑟, 𝑡) = 𝐻𝑖(𝑟, 𝑡) + 4𝜋𝑀𝑖(𝑟, 𝑡)

𝑃𝑖(𝑟, 𝑡) = 𝜇̂𝑖𝑗*𝐸𝑗(𝑟, 𝑡) + 𝑃𝑖0(𝑟, 𝑡)

𝑀𝑖(𝑟, 𝑡) = 𝜒̂𝑖𝑗*𝐻𝑗(𝑟, 𝑡) +𝑀𝑖0(𝑟, 𝑡)

(3.1)

если не оговорено противное, во всех формулах предполагается суммирование

по повторяющимся индексам 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Используются следующие обозна-

чения: 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐷(𝑟, 𝑡), 𝐵(𝑟, 𝑡) и 𝐸(𝑟, 𝑡), 𝐻(𝑟, 𝑡) – векторы индукции и на-

пряженности электромагнитного поля, 𝑃 (𝑟, 𝑡),𝑀(𝑟, 𝑡) – векторы поляризации и

намагниченности среды, 𝑃0(𝑟, 𝑡),𝑀0(𝑟, 𝑡) – заданные векторы, вообще говоря,

зависящие от времени, определяемые начальным распределением поляризации

и намагниченности среды, 𝜇̂𝑖𝑗* и 𝜒̂𝑖𝑗* – свёрточные вольтерровские операторы:

𝜇̂𝑖𝑗*𝑓(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜇𝑖𝑗(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏, 𝜒̂𝑖𝑗*𝑓(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜒𝑖𝑗(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

При этом интегрирование ведется в пределах от 0 до 𝑡, поскольку, с одной

стороны, предполагается, что до момента времени 𝑡 = 0 колебания в среде отсут-

ствовали, а с другой стороны, в силу физического принципа причинности, поля

в среде в данный момент времени могут зависеть только от полей в предше-

ствующие моменты времени. В простейшем случае функции 𝜇𝑖𝑗(𝑡, 𝜏) и 𝜒𝑖𝑗(𝑡, 𝜏)
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зависят от разности аргументов: 𝜇𝑖𝑗(𝑡− 𝜏), 𝜒𝑖𝑗(𝑡− 𝜏). Предполагается также, что

данные функции принадлежат классу 𝐶2[0; +∞).

В случае квазистационарного электромагнитного поля к материальным урав-

нениям (3.1) необходимо добавить следующие уравнения электромагнитного по-

ля (см. например Ландау [43]):

𝑑𝑖𝑣𝐷 = 4𝜋𝜌𝑒𝑥𝑡, 𝑟𝑜𝑡𝑅 = 0

𝑑𝑖𝑣𝐵 = 0, 𝑟𝑜𝑡𝐻 = 0
(3.2)

Макроскопический ток 𝑗𝑒𝑥𝑡 сторонних зарядов предполагается отсутствую-

щим. Вводя потенциалы электрического и магнитного полей по формулам

𝐸(𝑟, 𝑡) = −∇𝜙(𝑟, 𝑡), 𝐻(𝑟, 𝑡) = −∇𝜓(𝑟, 𝑡) (3.3)

из уравнений (3.1) – (3.3), получим

∑︀3
𝑙=1(𝐼 + 4𝜋𝜇̂𝑙𝑙*)𝜕

2𝜙(𝑟,𝑡)
𝜕𝑥2𝑙

= 4𝜋
3,3∑︀
𝑖 ̸=𝑗
𝜇̂𝑖𝑗*𝜕

2𝜙(𝑟,𝑡)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

= 𝐹𝑑(𝑟, 𝑡) − 4𝜋𝜌𝑒𝑥𝑡

∑︀3
𝑙=1(𝐼 + 4𝜋𝜒̂𝑙𝑙*)𝜕

2𝜓(𝑟,𝑡)
𝜕𝑥2𝑙

= 4𝜋
3,3∑︀
𝑖̸=𝑗

𝜒̂𝑖𝑗*𝜕
2𝜓(𝑟,𝑡)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

= 𝐹𝑏(𝑟, 𝑡),

(3.4)

где 𝐹𝑏(𝑟, 𝑡) = 4𝜋𝑑𝑖𝑣𝑀0(𝑟, 𝑡), 𝐹𝑑(𝑟, 𝑡) = 4𝜋𝑑𝑖𝑣𝑃0(𝑟, 𝑡). В дальнейшем операторные

тензоры электрической и магнитной восприимчивостей

𝜇̂* =

⎛⎜⎜⎝
𝜇̂11*𝜇̂12*𝜇̂13*
𝜇̂21*𝜇̂22*𝜇̂23*
𝜇̂31*𝜇̂32*𝜇̂33*

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜒̂* =

⎛⎜⎜⎝
𝜒̂11*𝜒̂12*𝜒̂13*
𝜒̂21*𝜒̂22*𝜒̂23*
𝜒̂31*𝜒̂32*𝜒̂33*

⎞⎟⎟⎠ ,

удовлетворяют условиям 𝜇̂𝑖𝑗* = −𝜇̂𝑗𝑖*, 𝜒̂𝑖𝑗* = −𝜒̂𝑗𝑖* при 𝑖 ̸= 𝑗. В этом случае

с учетом (3.1) уравнения (3.4) примут диагональный вид

∑︀3
𝑙=1(𝐼 + 4𝜋𝜇̂𝑙𝑙*)𝜕

2𝜙(𝑟,𝑡)
𝜕𝑥2𝑙

= −4𝜋𝜌𝑒𝑥𝑡 + 𝐹𝑑(𝑟, 𝑡)∑︀3
𝑙=1(𝐼 + 4𝜋𝜒̂𝑙𝑙*)𝜕

2𝜓(𝑟,𝑡)
𝜕𝑥2𝑙

= 𝐹𝑏(𝑟, 𝑡).
(3.5)
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Уравнения вида (3.5) также возникают при рассмотрении нестационарных внут-

ренних волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся жидкости [5–7].

Таким образом, придем к уравнениям (см. [56], стр. 28)

3∑︁
𝑖=1

(1 + 4𝜋𝜅𝑖*)𝜙𝑥𝑖,𝑥𝑖 = −4𝜋𝜌+ 𝐹𝑑,
3∑︁
𝑖=1

(1 + 4𝜋𝜅𝑖*)𝜓𝑥𝑖,𝑥𝑖 = 𝐹𝑏, (3.6)

где 𝜅𝑖 – диагональные элементы тензоров электрической и магнитной воспри-

имчивости и 𝜅𝑖*𝜙(𝑥, 𝑡) =
∫︀ 𝑡
0 𝜅𝑖(𝑡− 𝜏)𝜙(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 . В некоторых случаях модельные

задачи о нестационарных волнах в средах c анизотропной дисперсией cводятcя

к интегро-дифференциальным уравнениям вида (3.6) c ядрами cверточных опе-

раторов, имеющими вид cинуcа, полинома или экспоненты. В таких cлучаях

возможна редукция исходной векторной системы уравнений на оcнове введения

обобщенных потенциалов квазистационарного электрического и магнитного по-

лей уже к исследованию уравнений составного типа вида (см. [6])

𝑃𝑠(𝜕𝑡)∆Φ(𝑥, 𝑡) + 𝑃𝑚𝑖𝑗(𝜕𝑡)
3∑︁

𝑖,𝑗=1

Φ𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝐹,

где 𝑃𝑠, 𝑃𝑚𝑖𝑗 многочлены степеней 𝑠,𝑚, соответственно уже без операторов

свертки.

Рассматриваются обратные задачи об определении коэффициентов 𝑘𝑖 для об-

щих уравнений вида

𝐿0𝑢+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜅𝑖*𝐿𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓, (3.7)

где
𝐿𝑘𝑢 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎

𝑘
𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖,𝑥𝑗 +

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎

𝑘
𝑖 (𝑥, 𝑡) + 𝑎𝑘0(𝑥, 𝑡)𝑢,

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), 𝐺 ⊂ R𝑛.

Уравнение (3.7) дополняется условиями переопределения

Ψ𝑗(𝑢)(𝑡) = 𝜓𝑗(𝑡), (3.8)

где Ψ𝑖 – некоторые функционалы, условия на которые мы приведем ниже, и

краевыми условиями

𝐵𝑢|𝑆 = 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝑆 = 𝜕𝐺× (0, 𝑇 ), (3.9)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢.
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3.2 Вспомогательные построения и результаты

Лемма 3.1. Справедливы неравенства

‖𝑢 * 𝑣‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ ‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑣‖𝐿1(0,𝛾),

‖𝑢 * 𝑣‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝛾1−1/𝑝‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝛾).
(3.10)

‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞(0,𝛾) ≤ 𝛾1−1/𝑝‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾), 𝑢(0) = 0. (3.11)

‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝛾‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾), 𝑢(0) = 0. (3.12)

Неравенства (3.10) известны (см., например, Лемма 3.1 в [107]). Неравенства

(3.11), (3.12) — очевидное следствие формулы Ньютона-Лейбница.

Рассматривается поставленная задача при выполнении следующих условий.

Считается, что все коэффициенты операторов 𝐿𝑘 (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚) веще-

ственны, а оператор 𝐿0 предполагается эллиптичным, т.е. существует постоянная

𝛿0 > 0 такая, что:

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎0𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀ 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Фиксируется параметр 𝑝 > 𝑛 (для простоты) и предполагается, что

𝑎0𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎0𝑖 , 𝑎
0
0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺)), 𝑎0𝑖𝑗𝑡, 𝑎

𝑘
𝑖𝑗𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐿∞(𝐺)),

𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝑄), 𝑎𝑘𝑖 , 𝑎
𝑘
0 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)), 𝑎𝑘0𝑡, 𝑎

𝑘
𝑖𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄)

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚),

𝛾𝑖, 𝛾𝑖𝑡, 𝜎, 𝜎𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶1(Γ)) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛),

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛾𝑖𝑛𝑖 ≥ 𝛿1 > 0 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆,

𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄 в случае условий Дирихле и 𝑎00 ≤ 0 п.в. в 𝑄

и 𝑎0 < 0 п.в. в некоторой окрестности

границы 𝑆 и 𝜎 ≥ 0 на 𝑆 в случае условий с косой производной.

(3.13)

где 𝑛⃗ = (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑛) – единичный вектор внешней нормали к 𝑆.

Условия корректности. Пусть 𝐵 матрица с элементами 𝑏𝑖𝑗 =

Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)) и существует 𝛿2 > 0 такая, что

| det𝐵| ≥ 𝛿2 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3.14)
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где 𝐿−1
0 𝑓 есть решение 𝑣0 задачи: 𝐿0𝑣0 = 𝑓, 𝐵𝑣0|Γ = 0.

Рассматривается задача (3.7), (3.8), (3.9), и считается, что функционалы Ψ𝑗

удовлетворяют условиям

Ψ𝑗 ∈ 𝐿(𝑊 2
𝑝 (𝐺),R), Ψ𝑗(𝑢0) = 𝜓𝑗(0), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (3.15)

и, таким образом, Ψ𝑗 ∈ (𝑊 2
𝑝 (𝐺))*. Символ 𝐿(𝐴,𝐵) для данных пространств 𝐴,𝐵

обозначает пространство линейных непрерывных операторов, определенных на

𝐴 со значениями в 𝐵.

Предполагается, что решение задачи (3.7), (3.8), (3.9) обладает свойством

𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)), выполнены условия (3.13), 𝑔 ∈
𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝑔𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)) (𝑠0 = 2 − 1/𝑝 в случае условий Дири-

хле и 𝑠0 = 1−1/𝑝 в противном случае), 𝑘𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ) для всех 𝑖, 𝑓, 𝑓𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄).

После взятия 𝑡 = 0 в (3.7), получится то, что 𝐿0(𝑥, 0)𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥, 0). Приме-

нив теорему 1, находится величина 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) как решение задачи (1.5) при

𝑡 = 0. Из краевых условий вытекает равенство

𝐵𝑢0(𝑥) = 𝑔(𝑥, 0). (3.16)

Используя условия (3.9), получается необходимое условие разрешимости

Ψ𝑗(𝑢0(𝑥)) = 𝜓𝑗(0) 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (3.17)

Далее, дифференцируя (3.7) по 𝑡 можно получить

(𝐿0𝑢)𝑡 +
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)(𝐿𝑖𝑢𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) + 𝐿𝑖𝑡𝑢(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏 =

𝑓𝑡 −
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝑡)𝐿𝑖(𝑥, 0)𝑢0(𝑥).

(3.18)

Строится вспомогательная функция Φ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) такая, что Φ𝑡 ∈

𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝐵Φ|𝑆 = 𝑔(𝑥, 𝑡), Φ(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). Взяв в качестве Φ решение

задачи (1.5), где оператор 𝑅 заменен на оператор 𝐵 и сделав замену 𝑢 = 𝑣 + Φ,

получим задачу

(𝐿0𝑣)𝑡 +
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)(𝐿𝑖𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 =

−
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝑡)𝐿𝑖(𝑥, 0)𝑢0(𝑥) −
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)(𝐿𝑖Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑓0,

(3.19)
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𝐵𝑣|Γ = 0, 𝑣(𝑥, 0) = 0, (3.20)

Ψ𝑗(𝑣) = 𝜓𝑗 − Ψ𝑗(Φ) = 𝜓𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (3.21)

Теорема 10. Пусть 𝑓, 𝑓𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), выполнены условия (3.13)–(3.17), 𝑔 ∈
𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)), 𝑔𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)) (𝑝 > 𝑛), 𝜓𝑗 ∈ 𝑊 1

𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚).

Тогда задача (3.19), (3.20), (3.21) об определении функций 𝑣, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 из класса

𝑣𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑣 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑘𝑖 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚) экви-

валентна задаче (3.7), (3.8), (3.9) об определении функций 𝑢, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 таких,

что 𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑘𝑖 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚).

Доказательство. Фактически, рассуждения, приведенные перед теоремой, по-

казывают, что если 𝑢, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 – решение задачи (3.7), (3.8), (3.9) из указанного

в формулировке теоремы класса, то функции 𝑣, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 есть решение зада-

чи (3.19), (3.20), (3.21). Поэтому достаточно проверить обратное утверждение.

Итак, 𝑣, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 есть решение задачи (3.19), (3.20), (3.21). Полагая 𝑣 = 𝑢 − Φ

и используя равенство 𝑓𝑡 = (𝐿0Φ)𝑡, равенство (3.19) можно записать в виде

𝜕𝑡(𝐿0𝑢) + 𝜕𝑡
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)𝐿𝑖𝑢(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑓𝑡, (3.22)

Интегрируя его от 0 до 𝑡, получим

𝐿0𝑢+
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)𝐿𝑖𝑢(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡) + 𝐿0𝑢(𝑥, 0) − 𝑓(𝑥, 0).

Поскольку 0 = 𝑣(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 0) − Φ(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 0) − 𝑢0(𝑥), 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),

и в силу определения функции 𝑢0, вытекает, что 𝐿𝑢(𝑥, 0) − 𝑓(𝑥, 0) = 0, т.е.

выполнено уравнение (3.7). Выполнение условия (3.9) очевидно.

Пусть 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 . Определим пространство 𝐻(𝛼, 𝛽) как пространство

функций 𝑣(𝑥, 𝑡) таких, что 𝑣𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑣 ∈ 𝐶([𝛼, 𝛽];𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝐵𝑣|Γ = 0.

Вводится норма ‖𝑣|𝐻(𝛼,𝛽) = ‖𝑣‖𝐶([𝛼,𝛽];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑣𝑡‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

. Далее под нормой

вектора понимается сумма норм координат.

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (3.13). Тогда справедливы неравенства

‖(𝐿𝑗𝑣)𝑡‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐‖𝑣‖𝐻(𝛼,𝛽) ∀𝑣 ∈ 𝐶([𝛼, 𝛽];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) :

𝑣𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺)),

(3.23)
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‖𝐿𝑗𝑡𝑣‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐‖𝑣‖𝐶([𝛼,𝛽];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

∀𝑣 ∈ 𝐶([𝛼, 𝛽];𝑊 2
𝑝 (𝐺)) :

𝑣𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺)),

(3.24)

где 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 и постоянная 𝑐 не зависит от 𝛼, 𝛽, 𝑗.

Доказательство. Доказательство оценок более или менее очевидно. Можно до-

казать, например, неравенство (3.24). Выражение 𝐿𝑗𝑡𝑣 содержит слагаемые вида

𝑎𝑗𝑖𝑘𝑡𝑣𝑥𝑖𝑥𝑘 , 𝑎
𝑗
𝑘𝑡𝑣𝑥𝑘 , 𝑎

𝑗
0𝑡𝑣. Используя теоремы вложения, имеется

‖𝑎𝑗𝑖𝑘𝑡𝑣𝑥𝑖𝑥𝑘‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) ≤
(︁ 𝛽∫︀
𝛼

‖𝑎𝑗𝑖𝑘𝑡‖
𝑝
𝐿∞(𝐺) 𝑑𝑡

)︁1/𝑝
‖𝑣𝑥𝑖𝑥𝑘‖𝐿∞(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝑐𝑗𝑖𝑘(𝛼, 𝛽)‖𝑣‖𝐻(𝛼,𝛽).

(3.25)

Аналогично,

‖𝑎𝑗𝑘𝑡𝑣𝑥𝑘‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ ‖𝑎𝑗𝑘𝑡‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺))‖𝑣𝑥𝑘‖𝐿∞(𝛼,𝛽;𝐿∞(𝐺)) ≤ 𝑐𝑗𝑘(𝛼, 𝛽)‖𝑣‖𝐻(𝛼,𝛽).

(3.26)

‖𝑎𝑗0𝑡𝑣‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝑐𝑗0(𝛼, 𝛽)‖‖𝑣‖𝐻(𝛼,𝛽). (3.27)

Здесь, кроме всего прочего, использовалось вложение 𝑊 1
𝑝 (𝐺) ⊂ 𝐿∞(𝐺) (см.

[119]). В качестве искомой постоянной в (3.24) можно использовать, например,

сумму постоянных 𝑐𝑗𝑖𝑘, 𝑐
𝑗
𝑖 , 𝑐

𝑗
0 по всем индексам.

Лемма 3.3. Пусть выполнены условия (3.13). Тогда для любой функции 𝑤 ∈
𝐶([𝛼, 𝛽];𝑊 2

𝑝 (𝐺)) такой, что 𝑤𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), справедливы неравенства

‖
∫︀ 𝑡
0 𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑤)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝑐1𝛾
1−1/𝑝‖𝑘𝑗‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑤‖𝐻(0,𝛾), 𝛾 ≤ 𝑇,

(3.28)

‖
∫︀ 𝑡
𝑙 𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑤)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿𝑝(𝑙,𝑙+𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝑐1𝛾
1−1/𝑝‖𝑘𝑗‖𝐿𝑝(𝑙,𝑙+𝛾)‖𝑤‖𝐻(0,𝛾), 𝑙 + 𝛾 ≤ 𝑇,

(3.29)

‖
∫︀ 𝑡−𝑙
0 𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑤)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿𝑝(𝑙,𝑙+𝛾;𝐿𝑝(𝐺))

≤ 𝑐1𝛾
1−1/𝑝‖𝑘𝑗‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑣‖𝐻(𝑙,𝑙+𝛾), 𝑙 + 𝛾 ≤ 𝑇,

(3.30)

где постоянная 𝑐1 не зависит от 𝛾, 𝑙, 𝑗.
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Доказательство. Чтобы доказать (3.28), вначале используется неравенство

Минковского и вносится норма в 𝐿𝑝(𝐺) под знак интеграла. Далее использу-

ется лемма 3.1 и затем лемма 3.2. Чтобы доказать (3.29), используется замена

переменных (сдвиг на параметр 𝑙). Имеется

‖
∫︀ 𝑡
𝑙 𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑤)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿𝑝(𝑙,𝑙+𝛾;𝐿𝑝(𝐺)) =

‖
∫︀ 𝑟
0 𝑘𝑗(𝜏1 + 𝑙)(𝐿𝑗𝑤)𝑡(𝑥, 𝑟 − 𝜏1) 𝑑𝜏1‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)).

Таким образом, пришли к интегралу вида (3.28), оценка которого производится

аналогично. Оценка нормы последнего интеграла с помощью замены перемен-

ных сводится уже к оценке выражения

‖
∫︁ 𝑟

0

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑤)𝑡(𝑥, 𝑟 + 𝑙 − 𝜏) 𝑑𝜏‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝐿𝑝(𝐺)),

которое снова имеет такой же вид, что и левая часть (3.28), и значит имеет место

оценка (3.30).

Рассматривается вспомогательное уравнение

𝐿0𝑣𝑡 + 𝐿0𝑡𝑣 +
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)(𝐿𝑖𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑓0, (3.31)

Теорема 11. Пусть 𝑓0, 𝑓0𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑝 > 𝑛), выполнены условия (3.13), 𝑘𝑖 ∈
𝐿𝑝(0, 𝑇 ) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚). Тогда существует единственное решение задачи

(3.31), (3.20) такое, что 𝑣 ∈ 𝐻(0, 𝑇 ). Найдется постоянная 𝑐 > 0, не завися-

щая от 𝛾 ∈ (0, 𝑇 ] и 𝑓 такая, что решение задачи (3.31), (3.20) удовлетворяет

оценке:

‖𝑣‖𝐶([0,𝛾];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑣𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐(‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄𝛾) + ‖𝑓0𝑡‖𝐿𝑝(𝑄𝛾)).

Доказательство. Задача сводится к интегральному уравнению. Из (3.31) полу-

чим, что

𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝐿−1
0

𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)(𝐿𝑖𝑣)𝜉(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝜉 =

𝐿−1
0

𝑡∫︀
0

𝑓0(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑓1,

(3.32)

где 𝐿−1
0 𝑓 сопоставляет функции 𝑓 решение задачи (1.5) c 𝑔 = 0. Сначала дока-

зывается локальная разрешимость. Уравнение имеет вид

𝑣 + 𝑆(𝑣) = 𝑓1 (3.33)
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Можно оценить ‖𝑆(𝑣)‖𝐻(0,𝛾) (𝛾 ≤ 𝑇 ). Используя следствие 1.1 и лемму 3.3,

получается, что

‖𝑆(𝑣)‖𝐻(0,𝛾) ≤ 𝑐𝛾1−1/𝑝‖𝑣‖𝐻(0,𝛾)‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑐𝛾1−1/𝑝‖𝑣‖𝐻(0,𝛾)‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ), (3.34)

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝛾 и 𝑘⃗ = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚). Следовательно, при

𝛾 ≤ 𝛾0 c 𝛾
1−1/𝑝
0 𝑐‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) = 1/2, имеем, что ‖𝑆(𝑣)‖𝐻(0,𝛾) ≤ ‖𝑣‖𝐻(0,𝛾)/2 и в

силу теоремы о неподвижной точке уравнение (3.33) разрешимо на промежутке

[0, 𝛾0]. Доказывается, что уравнение разрешимо и на любом промежутке [0, 𝑙𝛾0 +

𝜏0], где 𝑙𝛾0 < 𝑇 , 𝑙 = 1, 2, . . ., 𝜏0 ≤ min(𝛾0, 𝑇 − 𝑙𝛾0). Продолжая по индукции,

предполагается, что уже доказана разрешимость уравнения (3.33) на промежутке

[0, 𝑙𝛾0]. Переписывая уравнение (3.33) в виде

𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑆0(𝑣) = 𝑓1 − 𝑆(𝑣) + 𝑆0(𝑣) = 𝑓2, (3.35)

𝑆0(𝑣) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑡 ≤ 𝑙𝛾0,

𝐿−1
0

∫︀ 𝑡
𝑙𝛾0

∫︀ 𝜉−𝑙𝛾0
0

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖(𝜏)(𝐿𝑖𝑣)𝜉(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝜉, 𝑡 ∈ (𝑙𝛾0, 𝑙𝛾0 + 𝜏0)

⎫⎬⎭
(3.36)

легко убедиться, что выражение −𝑆(𝑣)+𝑆0(𝑣) содержит лишь значения функции

𝑣 на промежутке [0, 𝑘𝛾0] и следовательно это выражение можно считать уже из-

вестной функцией. В силу следствия 1.1 и леммы 3.3, оператор 𝑆0(𝑣) допускает

оценку

‖𝑆0(𝑣)‖𝐻(0,𝑙𝛾0+𝜏0) ≤ 𝑐𝛾
1−1/𝑝
0 ‖𝑣‖𝐻(𝑙𝛾0,𝑙𝛾0+𝜏0)‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾0) ≤ ‖𝑣‖𝐻(0,𝛾)/2, (3.37)

(здесь, как легко увидеть, в качестве постоянной 𝑐 можно взять ту же посто-

янную, что была в неравенстве (3.34)). Следовательно, уравнение (3.35) разре-

шимо. Очевидным образом, решение уравнения (3.35) с правой частью 𝑓2 есть

продолжение решения уравнения (3.33) на промежуток [𝑙𝛾0, 𝑙𝛾0 + 𝜏0].

3.3 Основные результаты

В этом параграфе доказывается основная теорема о корректности поставлен-

ной задачи в целом по времени.
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Теорема 12. Пусть 𝑓, 𝑓𝑡 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), выполнены условия (3.13), (3.16), (3.17), (3.14),

(3.15), 𝑔 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 𝑠0
𝑝 (Γ)), 𝑔𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 𝑠0

𝑝 (Γ)) (𝑝 > 𝑛), 𝜓𝑗 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 )

(𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚). Тогда существует единственное решение задачи (3.7), (3.8),

(3.9) такое, что 𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺)), 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 2

𝑝 (𝐺)), 𝑘⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 )

𝑘⃗ = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚). Для любых двух решений (𝑢1, 𝑘⃗1), (𝑢2, 𝑘⃗2) задачи (3.7), (3.8),

(3.9) отвечающим данным 𝑓𝑖, 𝑔𝑖, 𝜓⃗𝑖 (𝑖 = 1, 2) и удовлетворяющих условиям тео-

ремы, имеет место оценка

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐶([0,𝑇 ];𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+ ‖𝑢1𝑡 − 𝑢2𝑡‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

+
𝑚∑︀
𝑖=1

‖𝑘1 − 𝑘2‖𝐿𝑝(0,𝑇 )

≤ 𝑐(‖𝑓1 − 𝑓2‖𝑊 1
𝑝 (0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺)) + ‖𝑔1 − 𝑔2‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊

𝑠0
𝑝 (Γ)) + ‖𝜓⃗1 − 𝜓⃗2‖𝑊 1

𝑝 (0,𝑇 )
),

(3.38)

где переменная 𝑐 зависит, в частности, от нормы данных в соответствующих

пространствах и констант в условиях (3.15).

Доказательство. Рассматривается эквивалентная задача

(𝐿0𝑣)𝑡 +
𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑖(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

+
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝑡)𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥) = 0,

(3.39)

𝐵𝑣|Γ = 0, 𝑣(𝑥, 0) = 0, (3.40)

Ψ𝑗(𝑣) = 𝜓𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (3.41)

Строится система для нахождения функций 𝑘𝑖. Обращая оператор 𝐿0 можно

получить уравнение

𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝐿−1
0 𝐿0𝑡𝑣 + 𝐿−1

0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)

+(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑣0(𝑣) =

−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝑡)𝐿
−1
0 𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥),

(3.42)

где 𝐿−1
0 𝑓 сопоставляет функции 𝑓 решение задачи (1.5) c 𝑔 = 0 и функция

𝑣0(𝑣) в случае условий Дирихле есть просто ноль, а в случае задачи с косой

производной 𝑣0(𝑣) есть решение задачи 𝐿0𝑣0 = 0, 𝐵𝑣0 = 𝐵𝑡𝑣 (𝐵𝑡 – оператор
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𝐵 с коэффициентами, продифференцированными по 𝑡. Уравнение (3.39) также

записывается в виде

𝐿0𝑣(𝑥, 𝑡) = −
𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏)) 𝑑𝜏𝑑𝜉

−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑡∫︀
0

𝑘𝑗(𝜉) 𝑑𝜉𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥) = 𝐺(𝑣)

(3.43)

или в виде

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝐿−1
0 𝐺(𝑣). (3.44)

Применяя функционал Ψ𝑖 к (3.42), получим, что

𝜓𝑖𝑡 + Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡𝑣) + Ψ𝑖(𝐿

−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏)

+Ψ𝑖(𝑣0) = −
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝑡)Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥))

−Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏).

(3.45)

В силу условия (3.14) вытекает, что

𝑘⃗ = 𝐵−1𝐹 −𝐵−1𝐴(𝑘⃗), (3.46)

где 𝐹 имеет координаты 𝐹𝑖 = −𝜓𝑖𝑡 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚) и оператор 𝐴(𝑘⃗)

координаты

𝐴𝑖(𝑘⃗) = Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡𝑣) + Ψ𝑖(𝐿

−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)

+(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏) + Ψ𝑖(𝑣0(𝑣)),

где 𝑣 = 𝑣(𝑘⃗) решение задачи (3.39), (3.40). Получили систему для нахожде-

ния вектор-функции 𝑘⃗ = (𝑘1, 𝑘2, .., 𝑘𝑚). Необходимо доказать ее разрешимость.

В силу теоремы 11 (используемой на промежутке [0, 𝛾], а не на всем [0, 𝑇 ])

при данном 𝑘⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾) (𝛾 ≤ 𝑇 ) можно однозначно восстановить функцию

𝑣 = 𝑣(𝑘⃗) ∈ 𝐻(0, 𝛾) как решение уравнения (3.44). После этого можно полу-

чить оценки. Полагается, что 𝑅 = 2‖𝐵−1𝐹‖𝐿𝑝(0,𝑇 ). Вектор 𝑘⃗ ищется в шаре

𝐵𝛾
𝑅 = {𝑘⃗ ∈ 𝐿𝑝(0, 𝛾) : ‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝑅}. Пусть 𝑘⃗ ∈ 𝐵𝛾

𝑅. Оценим ‖𝐿−1
0 𝐺(𝑣)‖𝐻(0,𝛾).
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Имеем

𝐺(𝑣) −𝐺(0) =

𝑡∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝜏)(𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝜉.

Из следствия 1.1, леммы 3.3 и неравенства (3.12) получены неравенства

‖𝐿−1
0 (𝐺(𝑣) −𝐺(0))‖𝐻(0,𝛾) = ‖𝐿−1

0 (𝐺(𝑣) −𝐺(0))‖𝐻(0,𝛾)

≤ 𝑐1𝛾
1−1/𝑝‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖𝑣‖𝐻(0,𝛾)

(3.47)

‖𝐿−1
0 𝐺(0)‖𝐻(0,𝛾) ≤ 𝑐1𝛾

1−1/𝑝‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)‖Φ‖𝐻(0,𝛾) + 𝑐2‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾) . (3.48)

Здесь 𝑐1, 𝑐2 – некоторые постоянные, не зависящие от 𝛾 и искомых функций.

Таким образом, если

𝛾
1−1/𝑝
0 𝑐1𝑅 = 1/2, (3.49)

то при 𝛾 ≤ 𝛾0 решение уравнения (3.44) удовлетворяет оценке

‖𝑣‖𝐻(0,𝛾) ≤ 2‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)(𝑐1‖Φ‖𝐻(0,𝑇 )𝛾
1−1/𝑝
0 + 𝑐2) = 2‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝑐3, (3.50)

которую также можно записать в виде

‖𝑣‖𝐻(0,𝛾) ≤ 2𝑅𝑐3, (3.51)

Перейдем к оценкам слагаемых в (3.46), используя следствие 1.1 и теоремы о

следах (§4.7, [119]), получим

‖𝑣0‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐‖𝐵𝑡𝑣‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊
𝑠0
𝑝 (Γ))

≤ 𝑐4‖𝑣‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊
2−1/𝑝
𝑝 (Γ))

≤ 𝑐5‖𝑣‖𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

,
(3.52)

где константа 𝑐5 не зависит от 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 . Пусть 𝜅0 = max𝑖 ‖Ψ𝑖‖𝐿(𝑊 2
𝑝 (𝐺),R).

Используя (3.15), (3.52), (3.11), (3.50), получим, что

𝑚∑︀
𝑖=1

‖Ψ𝑖(𝑣0)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝜅0𝑐5‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2
𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐6𝛾
1−1/𝑝‖𝑣𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 2𝑐3𝑐6𝛾

1−1/𝑝‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾).

(3.53)

Как и при выводе неравенства (3.24), дополнительно используя (3.11), следствие

1.1 и (3.50), можно получить

𝑚∑︀
𝑗=1

‖Ψ𝑗(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡𝑣)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ 𝜅0𝑐7‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))

≤ 𝑐8𝛾
1−1/𝑝‖𝑣𝑡‖𝐿𝑝(0,𝛾;𝑊 2

𝑝 (𝐺))
≤ 2𝑐3𝑐8𝛾

1−1/𝑝‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾),

(3.54)

123



где постоянная 𝑐8 не зависят от 𝛾 и 𝑘⃗ = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚). Далее, используя (3.15),

следствие 1.1, лемму 3.3 получим, что

𝑚∑︀
𝑖=1

‖Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤

𝜅0𝑐1‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾
1−1/𝑝(‖𝑣‖𝐻(0,𝛾) + ‖Φ‖𝐻(0,𝑇 )) ≤ ‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝑐9𝛾

1−1/𝑝,

(3.55)

где 𝑐9 = 𝜅0𝑐1(2𝑅𝑐3 + ‖Φ‖𝐻(0,𝑇 )). Из оценок (3.53) – (3.55) вытекает оценка

‖𝐵−1𝐴(𝑘⃗)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ ‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾
1−1/𝑝𝑐10, 𝑐10 = (2𝑐3(𝑐6 + 𝑐8) + 𝑐9). (3.56)

Выбирается 𝛾1 ≤ 𝛾0 такое, что

𝑐10𝛾
1−1/𝑝
1 = 1/2. (3.57)

Тогда при 𝛾 ≤ 𝛾1 оператор 𝐵−1𝐹 − 𝐵−1𝐴(𝑘⃗) будет переводить шар 𝐵𝛾
𝑅 в себя.

Надо показать, что он также является сжимающим при подходящих 𝛾. Итак,

пусть 𝑘⃗1, 𝑘⃗2 ∈ 𝐵𝛾
𝑅 (𝛾 ≤ 𝛾1). Обозначив через 𝑣1, 𝑣2 соответствующие решения

уравнения (3.44). Получим

𝐿0𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) = −
𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑖𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣𝑖)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝜉

−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑡∫︀
0

𝑘𝑖𝑗(𝜉) 𝑑𝜉𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥) −
𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑖𝑗(𝜏)(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝐺(𝑣𝑖),

𝑖 = 1, 2.

(3.58)

Вычитая эти два равенства получим, что

𝐿0(𝑣1 − 𝑣2) =

−
𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

(𝑘1𝑗 − 𝑘2𝑗 )(𝜏)(𝐿𝑗𝑣1)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) + 𝑘2𝑗 (𝜏)(𝐿𝑗𝑣1 − 𝐿𝑗𝑣2)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝜉

−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑡∫︀
0

(𝑘1𝑗 − 𝑘2𝑗 )(𝜉) 𝑑𝜉𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)

−
𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

(𝑘1𝑗 − 𝑘2𝑗 )(𝜏)(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) 𝑑𝜏.

(3.59)

Как и при получении (3.50) (см. также оценку (3.47) и (3.49)), имеем

‖𝑣1 − 𝑣2‖𝐻(0,𝛾) ≤ 4𝛾1−1/𝑝𝑐1𝑐3𝑅‖𝑘1 − 𝑘2‖𝐿𝑝(0,𝛾)

+2𝑐3‖𝑘1 − 𝑘2‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ ‖𝑘1 − 𝑘2‖𝐿𝑝(0,𝛾)4𝑐3.
(3.60)
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Таким образом, по сравнению с оценкой (3.50) появилось одно дополнительное

слагаемое. Далее необходимо рассмотреть разность 𝐴(𝑘⃗1) − 𝐴(𝑘⃗2). Пусть

𝐴𝑖(𝑘⃗1) − 𝐴𝑖(𝑘⃗2) =

Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘1𝑗 (𝜏)(𝐿𝑗𝑣1)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) − 𝑘2𝑗 (𝜏)(𝐿𝑗𝑣2)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏)

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿𝑡(𝑣1 − 𝑣2)) + Ψ𝑖(𝑣0(𝑣1 − 𝑣2))

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

(𝑘1𝑗 − 𝑘2𝑗 )(𝜏)(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏).

Повторяя рассуждения с использованием уже полученных оценок (3.60), (3.51)

(справедливой для функций 𝑣1, 𝑣2) получим

‖𝐵−1𝐴(𝑘⃗1) −𝐵−1𝐴(𝑘⃗2)‖𝐿𝑝(0,𝛾) ≤ ‖𝑘⃗1 − 𝑘⃗2‖𝐿𝑝(0,𝛾)𝛾
1−1/𝑝𝑐11,

𝑐11 = (𝑐10 + 4𝜅0𝑐1𝑅𝑐3).
(3.61)

Далее находится 𝛾2 ≤ 𝛾1 такое, что 𝛾
1−1/𝑝
2 𝑐11 = 1/2. Тогда при всех 𝛾 ≤ 𝛾2

уравнение (3.46) будет иметь единственное решение в шаре 𝐵𝛾
𝑅.

Перейдем к вопросу о глобальной разрешимости уравнения (3.46). Рассуж-

дения примерно такие же, как и в доказательстве теоремы 11. Показывается, что

найдется такое 𝛾3 ≤ 𝛾2, что из того, что система (3.46) разрешима на проме-

жутке [0, 𝑙𝛾3] (𝑙 = 1, 2, . . . ,) вытекает, что система разрешима на [𝑙𝛾3, 𝑙𝛾3 + 𝜏0],

где 𝜏0 = min(𝛾3, 𝑇 − 𝑙𝛾3). Предположим, что система разрешима на промежутке

[0, 𝑙𝛾3] (𝑙𝛾3 < 𝑇 ). Получим некоторые оценки. Пусть

𝑘(𝑡) =

{︃
𝑘⃗(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑙𝛾3, 𝑙𝛾3 + 𝜏0]

0, 𝑡 < 𝑙𝛾3
, 𝑘(𝑡) =

{︃
0, 𝑡 ∈ [𝑙𝛾3, 𝑙𝛾3 + 𝜏0]

𝑘⃗(𝑡), 𝑡 < 𝑙𝛾3
.

Функция 𝑘(𝑡) уже известна и необходимо найти функцию 𝑘(𝑡). Используя обо-

значения 𝑆0(𝑣) из теоремы 11, где 𝛾0 заменяется на 𝛾3 перепишем уравнение

(3.43) в виде

𝑣 + 𝑆0𝑣 = 𝑆1(𝑘) + 𝑓3, (3.62)

где правая часть совпадает с 𝐿−1
0 𝐺(𝑣) для 𝑡 ≤ 𝑙𝛾3 и для 𝑡 > 𝑙𝛾3. Имеем
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𝑆1(𝑘) = −𝐿−1
0

𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝜉(𝑥, 𝜉 − 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝜉(𝑥, 𝜉 − 𝜏)) 𝑑𝜏𝑑𝜉

−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝐿−1
0

𝑡∫︀
0

𝑘𝑗(𝜉) 𝑑𝜉𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥),

𝑓3 = −𝐿−1
0

𝑡∫︀
0

𝜉∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝜉 − 𝜏)) 𝑑𝜏𝑑𝜉

−𝐿−1
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑡∫︀
0

𝑘𝑗(𝜉) 𝑑𝜉𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥) + 𝑆0(𝑣).

Функция 𝑓3 вычисляется с использованием значений функций 𝑣, 𝑘 на промежут-

ке [0, 𝑙𝛾2], и значит можно считать, что это уже известная функция. Из (3.62)

можно заметить, что по сути функция 𝑣 выражается линейным образом через

функцию 𝑘. Из доказательств оценки (3.47) и леммы 4 имеем в силу определе-

ния величины 𝛾2, что

‖𝑆0𝑣‖𝐻(0,𝑙𝛾3+𝜏0) ≤ 𝑐1𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾3)‖𝑣‖𝐻(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)

≤ ‖𝑣‖𝐻(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)/2.
(3.63)

Пусть 𝑣1 = (𝐼 + 𝑆0)
−1𝑆1(𝑘⃗). Из оценки (3.63) вытекает, что

‖(𝐼 + 𝑆0)
−1𝑣‖𝐻(0,𝑙𝛾3+𝜏0) ≤ 2‖𝑣‖𝐻(0,𝑙𝛾3+𝜏0)

для всех 𝑣 ∈ 𝐻(0, 𝑙𝛾3 + 𝜏0). Тогда имеет место оценка (используются следствие

1.1, лемма 3.3 и (3.49) – (3.51))

‖𝑣1‖𝐻(0,𝑙𝛾3+𝜏0) ≤ 2𝑐1𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)(‖𝑣‖𝐻(0,𝛾3) + ‖Φ‖𝐻(0,𝛾3))

+2𝑐2‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0) ≤ 4𝑐3‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0).
(3.64)

Следовательно, сама функция 𝑣 = 𝑣1 + (𝐼 + 𝑆0)
−1𝑓3 оценивается через

‖𝑣‖𝐻(0,𝑙𝛾3+𝜏0) ≤ 4𝑐3‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0) + 2‖𝑓3‖𝐻(0,𝑙𝛾3+𝜏0)). (3.65)

Запишем представление для 𝐴𝑗(𝑘⃗) при 𝑡 ≥ 𝑙𝛾3.

𝐴𝑖(𝑘⃗) = 𝐴𝑖(𝑘) + 𝑓4𝑖, 𝐴𝑖(𝑘) = Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡𝑣1) + Ψ𝑖(𝑣0(𝑣1))

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣1)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏)

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡−𝑙𝛾3∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑣1)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏),
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𝑓4𝑖 = Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡(𝐼 + 𝑆0)

−1𝑓3) + Ψ𝑖(𝑣0((𝐼 + 𝑆0)
−1𝑓3)

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
𝑡−𝛾3𝑙

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏)

+Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡−𝑙𝛾3∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗(𝐼 + 𝑆0)
−1𝑓3(𝑘))𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏)

Мы выделили функцию 𝑓4𝑖, зависящую только от значений 𝑘 на промежутке

(0, 𝑙𝛾3). Оставшееся выражение есть некоторый линейный оператор от 𝑘. Да-

лее, получим некоторые оценки. Носитель функции 𝑣1 принадлежит промежутку

[𝑙𝛾2, 𝑙𝛾2 + 𝜏0]. Как и при получении оценок (3.53), (3.54) имеем, что

𝑚∑︀
𝑖=1

(‖Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡𝑣1‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0) + ‖Ψ𝑖(𝑣0(𝑣1))‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0))

≤ (𝑐6 + 𝑐8)𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑣1‖𝐻(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0) ≤ 𝛾

1−1/𝑝
3 (𝑐6 + 𝑐8)4𝑐3‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)

(3.66)

Как и ранее в оценке (3.55) заключаем

𝑚∑︀
𝑖=1

‖Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) + (𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏)‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)

≤ 𝜅0𝑐1𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)(‖𝑣‖𝐻(0,𝛾3) + ‖Φ‖𝐻(0,𝑇 ))

≤ 𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)(𝑐9 + 2𝑅𝑐3).

(3.67)

Кроме того,

𝑚∑︀
𝑖=1

‖Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡−𝑙𝛾3∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)((𝐿𝑗𝑣1)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏)‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)

≤ 𝜅0𝑐1𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑘⃗‖𝐿𝑝(0,𝛾3)4𝑐3‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)

≤ 𝜅0𝑐1𝛾
1−1/𝑝
3 2𝑅𝑐3‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0).

(3.68)

Таким образом,

‖𝐵−1𝐴(𝑘)‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)

≤ 𝛾
1−1/𝑝
3 ‖𝑘‖𝐿𝑝(𝑙𝛾3,𝑙𝛾3+𝜏0)((𝑐6 + 𝑐8)4𝑐3 + (𝑐9 + 2𝑅𝑐3) + 𝜅0𝑐12𝑅𝑐3).

(3.69)

Следовательно, если выберем 𝛾3 таким образом, чтобы

𝛾
1−1/𝑝
3 ((𝑐6 + 𝑐8)4𝑐3 + (𝑐9 + 2𝑅𝑐3) + 𝜅0𝑐12𝑅𝑐3) = 1/2,
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то оператор 𝐵−1𝐴(𝑘) будет сжимающим, и значит из того, что система (3.46)

разрешима на промежутке [0, 𝑙𝛾3] (𝑙 = 1, 2, . . . ,), будет вытекать, что система

разрешима на [𝑙𝛾3, 𝑙𝛾3 + 𝜏0], где 𝜏0 = min(𝛾3, 𝑇 − 𝑙𝛾3). Отсюда вытекает, что

система (3.46) разрешима на [0, 𝑇 ]. Необходимо показать, что соответствующая

функция 𝑣 = 𝑣(𝑘) (решение задачи (3.39), (3.40)) удовлетворяет условиям (3.41).

Обращая оператор 𝐿0 можно заметить, что выполнено равенство (3.42). Приме-

няя функционал Ψ𝑗 к (3.45), получим, что

(Ψ𝑖(𝑣))𝑡 + Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿0𝑡𝑣) + Ψ𝑖(𝐿

−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗𝑣)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏)

+Ψ𝑖(𝑣0) = −
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝑡)Ψ𝑖(𝐿
−1
0 𝐿𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥))

−Ψ𝑖(𝐿
−1
0

𝑡∫︀
0

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗(𝜏)(𝐿𝑗Φ)𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏).

Вычитая это равенство из (3.45), придем к равенству (Ψ𝑖(𝑣))𝑡 − 𝜓𝑖𝑡 = 0, или (в

силу (3.17), (3.21)) Ψ𝑖(𝑣) = 𝜓𝑖, т. е. равенства (3.41) выполнены. Утверждение

вытекает из теоремы 10.

3.4 Численное определение параметров среды

3.4.1 Описание алгоритма

Опишем численный алгоритм в случае краевых условий Дирихле при 𝑚 =

2. Рассматривается модельная задача об определении диагональных элементы

тензоров электрической (или) магнитной восприимчивости в уравнении (3.6).

Уравнение

∆𝑢+

𝑡∫︁
0

2∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚(𝑠)𝑢𝑥𝑚𝑥𝑚(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (3.70)

рассматриваемое в области 𝑄 = 𝐺 × (0, 𝑇 ), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺 ⊂ 𝑅2, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Уравнение (3.70) дополняется граничными условиями

𝑢|𝑠 = 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 0)|Γ = 𝑔(𝑥, 0). (3.71)
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Функция 𝑝𝑚(𝑠) определяется на основное дополнительных измерений вида

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2. (3.72)

Алгоритм основывается на преобразовании задачи (3.70) в псевдопараболи-

ческую.

На первом этапе мы строим функцию 𝑢0(𝑥).

1. Поиск начальных данных 𝑢0.

Начальные условия при 𝑡 = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) определяются как решение

задачи

∆𝑢0 = 𝑓(𝑥, 0), 𝑢0|Γ = 𝑔(𝑥, 0).

Функция 𝑢0 ищется в виде

𝑢0(𝑥) = 𝑔 + 𝑣0,

где 𝑔(𝑥) – некоторая функция такая, что

𝑔(𝑥)|Γ = 𝑔(𝑥, 0),

т.е. 𝑔(𝑥) – продолжение функции 𝑔(𝑥, 0) внутрь области. Функция 𝑣0 решение

задачи

∆𝑣0 = 𝑓(𝑥, 0) − ∆𝑔(𝑥), 𝑣0|Γ = 0. (3.73)

2. Поиск решения Φ вспомогательной задачи.

Дифференцируем уравнение (3.70) по 𝑡 и делаем замену 𝑢𝑡 = Φ + 𝑣, где Φ –

решение вспомогательной задачи

∆Φ = 𝑓𝑡, Φ|𝑆 = 𝑔𝑡(𝑥, 𝑡).

Функцию Φ можно найти как сумму

Φ = 𝑔1 + 𝑣1

где 𝑔1 – продолжение функции 𝑔𝑡 внутрь области, а функция 𝑣1 есть решение

задачи

∆𝑣1 = 𝑓𝑡 − ∆𝑔1(𝑥, 𝑡), 𝑣1|Γ = 0. (3.74)
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3. Поиск решения 𝑣. Функция 𝑣 есть решение уравнения

∆𝑣 +
2∑︀

𝑚=1

𝑡∫︀
0

𝑝𝑚(𝑠)𝑣𝑥𝑚𝑥𝑚(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

+
2∑︀

𝑚=1

𝑡∫︀
0

𝑝𝑚(𝑠)Φ𝑥𝑚𝑥𝑚(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

+
2∑︀

𝑚=1

𝑡∫︀
0

𝑝𝑚(𝑠)𝑢0𝑥𝑚𝑥𝑚(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 0.

(3.75)

Скалярно умножая уравнение (3.75) на пробную функцию 𝜑, получаем, что

(∇𝑣,∇𝜑) +
𝑡∫︀
0

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚(𝑠)(𝑣𝑥𝑚, 𝜑𝑥𝑚)(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫︀
0

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚(𝑠)(Φ𝑥𝑚, 𝜑𝑥𝑚)(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

+
2∑︀

𝑚=1

𝑡∫︀
0

𝑝𝑚(𝑠)(𝑢0𝑥𝑚, 𝜑𝑥𝑚)(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 0.

(3.76)

3.4.2 Численная реализация алгоритма

Необходимо определить из уравнения (3.70) функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡).

Алгоритм основан на методе конечных элементов. Определим триангуляцию

𝐺, узлы триангуляционной сетки 𝑥̃1, 𝑥̃2, . . . , 𝑥̃𝑀 и соответствующие базисные

кусочно-линейные функции {𝜑𝑖(𝑥)}, удовлетворяющие однородным условиям

Дирихле. Без ограничения общности считается, что точки наблюдения или за-

мера 𝑥𝑗 являются узлами сетки. Тогда найдутся номера 𝑗1, 𝑗2 такие, что 𝑥𝑘 =

𝑥̃𝑗𝑘, 𝑘 = 1, 2.

1. Строится приближение функции 𝑣0 в виде

𝑣0 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝜑𝑖(𝑥),

Числа 𝐶𝑖 находятся из системы

−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖(∇𝜑𝑖,∇𝜑𝑗) = (𝑓(𝑥, 0), 𝜑𝑗) + (∇𝑔(𝑥),∇𝜑𝑗), (3.77)

где 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 и скобки (·, ·) обозначают скалярное произведение в

𝐿2(𝐺). Определим матрицу жесткости 𝐾 состоящую из элементов 𝐾𝑖𝑗 =
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∫︀
𝐺

(∇𝜑𝑗,∇𝜑𝑖)𝑑𝑥, а также вектора 𝐹0, ⃗̃𝑔 с координатами 𝐹0𝑖 =
∫︀
𝐺

𝑓(0, 𝑥)𝜑𝑖𝑑𝑥 и

⃗̃
𝑖𝑔 =
∫︀
𝐺

∆𝑔(𝑥)𝜑𝑖(𝑥) 𝑑𝑥. Тогда вектор-функция 𝐶⃗ = (𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑀) записывается

в виде

𝐶⃗ = −𝐾−1(𝐹0 − ⃗̃𝑔).

2. Строится приближение функции Φ в виде

Φ = 𝑔1 +
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝜑𝑖(𝑥),

где функции 𝑐𝑖(𝑡) определяются из системы

−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(∇𝜑𝑖,∇𝜑𝑗) = (𝑓𝑡(𝑥, 𝑡), 𝜑𝑗) + (∇𝑔1(𝑥, 𝑡),∇𝜑𝑗). (3.78)

Таким образом, вектор функция 𝑐⃗(𝑡) определяется следующим образом. Нахо-

дятся вектора 𝐹𝑡, ⃗̃𝑔1 с координатами
∫︀
𝐺

𝑓𝑡𝜑𝑖𝑑𝑥 и
∫︀
𝐺

∆𝑔1𝜑𝑖𝑑𝑥. Тогда

𝑐⃗(𝑡) = −𝐾−1(𝐹𝑡 − ⃗̃𝑔).

3. Ищется приближение функции 𝑣 в виде 𝑣 =
𝑀∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖𝜑𝑖, где функции 𝐶𝑖(𝑡)

определяются из системы

𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑗(∇𝜑𝑗,∇𝜑𝑖) +
2∑︀

𝑚=1

𝑡∫︀
0

𝑝𝑚(𝑠)𝐶𝑗(𝜑𝑖𝑥𝑚, 𝜑𝑗𝑥𝑚)(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

+
2∑︀

𝑚=1

𝑡∫︀
0

𝑝𝑚(𝑠)(Φ𝑥𝑚, 𝜑𝑖𝑥𝑚)(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠+
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚(𝑡)(𝑢0𝑥𝑚, 𝜑𝑖𝑥𝑚) = 0.

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑀.

(3.79)

Вводятся величины

𝐵𝑚 : 𝛽𝑚𝑖𝑗 = (𝜑𝑖𝑥𝑚, 𝜑𝑗𝑥𝑚),

𝐹0𝑚 : 𝐹0𝑚𝑖 = (𝑢0𝑥𝑚, 𝜑𝑖𝑥𝑚), 𝐹𝑚 : 𝐹𝑚𝑖 = (Φ𝑥𝑚, 𝜑𝑖𝑥𝑚).
(3.80)

Тогда система перепишется в виде

𝐾𝐶⃗ +
𝑡∫︀
0

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚(𝑠)𝐵𝑚𝐶⃗(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫︀
0

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚(𝑠)𝐹𝑚(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠+
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚(𝑠)𝐹0𝑚 = 0.

(3.81)

131



Определяется шаг по времени 𝜏 = 𝑇/𝑁 , где 𝑁 – большое натуральное число,

промежуток [0, 𝑇 ] разбивается на промежутки вида [(𝑘−1)𝜏, 𝑘𝜏 ], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

Система интегральных уравнений (3.81) заменяется системой алгебраических

уравнений, считая, что 𝐶⃗(𝜏 𝑙) ≈ 𝐶⃗𝑙 (𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑁). При этом интегралы за-

меняются интегральными суммами. Получается система относительно векторов

𝐶⃗𝑙:

𝐾𝐶⃗𝑙 + 𝜏
2∑︀

𝑚=1

𝑙∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗𝐵𝑚𝐶𝑙−𝑗 + 𝜏
2∑︀

𝑚=1

𝑙∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗𝐹𝑚((𝑙 − 𝑗)𝜏)

+
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚𝐹0𝑚 = 0. 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛

(3.82)

Переписываются условия переопределения (3.72) при условии, что 𝑣 = 𝑢𝑡 −
Φ :

𝑣(𝑥̃𝑗𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖𝑡(𝑡) − Φ(𝑥̃𝑗𝑖, 𝑡).

В используемых терминах это можно переписать в виде

𝜓1𝑡 − Φ(𝑥̃𝑗1, 𝑡) = 𝑣(𝑥̃𝑗1, 𝑡) = 𝐶𝑗1(𝑡),

𝜓2𝑡 − Φ(𝑥̃𝑗2, 𝑡) = 𝑣(𝑥̃𝑗2, 𝑡) = 𝐶𝑗2(𝑡),

(𝐶𝑖)𝑗1 = 𝜓1𝑡 − Φ(𝑥̃𝑗1, 𝑡)|𝑡=𝑖𝜏 ,

(𝐶𝑖)𝑗2 = 𝜓2𝑡 − Φ(𝑥̃𝑗2, 𝑡)|𝑡=𝑖𝜏 ,

(3.83)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Применяя матрицу 𝐾−1, записываем уравнение (3.82) в точках переопреде-

ления с индексами 𝑗𝑘, 𝑘 = 1, 2.

(𝐶𝑙)𝑗𝑘 + 𝜏
2∑︀

𝑚=1

𝑙∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗(𝐾
−1𝐵𝑚𝐶𝑙−𝑗)𝑗𝑘

+𝜏
2∑︀

𝑚=1

𝑙∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗(𝐾
−1𝐹𝑚((𝑙 − 𝑗)𝜏)𝑗𝑘 +

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚,𝑙(𝐾
−1𝐹0𝑚)𝑗𝑘 = 0.

(3.84)

Определяется 𝑝𝑚,0 через подстановку в (3.84) 𝑙 = 0 :

(𝐶0)𝑗𝑘 = (𝜓0 − Φ(𝑥̃𝑗1, 0)) = −
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚,0(𝐾

−1𝐹0𝑚)𝑗𝑘 (3.85)

Отсюда находятся 𝑝𝑚,0 = 𝑝𝑚(0)(𝑚 = 1, 2), обращая соответствующую матрицу

с элементами 𝑓𝑘𝑚 = (𝐾−1𝐹0𝑚)𝑗𝑘. Далее вектор 𝐶0 будет найден как

𝐶0 = −
2∑︁

𝑚=1

𝑝𝑚,0(𝐾
−1𝐹0𝑚).
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Переписывается система (3.82) как

𝐶⃗𝑙 +𝐾−1(𝜏(
2∑︀

𝑚=1

𝑙−1∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗𝐵𝑚𝐶𝑙−𝑗 +
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚,𝑙𝐵𝑚𝐶0

+
2∑︀

𝑚=1

𝑙−1∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗𝐹𝑚((𝑙 − 𝑗)𝜏) +
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚,𝑙𝐹𝑚(0) +

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚,𝑙𝐹0𝑚) = 0.

(3.86)

Для того, чтобы найти вектор 𝑝𝑚,𝑙, используется равенство (3.84), в котором

берем 𝑗𝑘 координату всех векторов и используем равенство (𝐶𝑙)𝑗𝑘 = (𝜓𝑘𝑡(𝑙𝜏) −
Φ(𝑥𝑗𝑘, 𝑙𝜏)). Вектор 𝑝𝑚,𝑙 выражается из (3.84), обращая матрицу с элементами 𝑓𝑘𝑗.

Тогда 𝐶𝑙 определится из равенства

𝐶⃗𝑙 = −𝐾−1(𝜏(
2∑︀

𝑚=1

𝑙−1∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗𝐵𝑚𝐶𝑙−𝑗 +
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚,𝑙𝐵𝑚𝐶0

+
2∑︀

𝑚=1

𝑙−1∑︀
𝑗=1

𝑝𝑚,𝑗𝐹𝑚((𝑙 − 𝑗)𝜏) +
2∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚,𝑙𝐹𝑚(0) +

2∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚,𝑙𝐹0𝑚).

(3.87)

Повторяя рассуждения на каждом временном слое, определяются вектора 𝐶𝑙 и

величины 𝑝𝑚,𝑙.

В целом, алгоритм численного решения задачи об определении параметров

среды для рассматриваемых математических моделей сводится к следующим

этапам.

Этап 1. При помощи метода конечных элементов прямая задача об опре-

делении потенциала 𝑢 сводится к системе обыкновенных дифференциальных

уравнений

Этап 2. Вводится шаг по времени и система заменяется разностной схемой.

Выписываются дополнительные соотношения, связывающие потенциал 𝑢, ко-

эффициенты 𝑝𝑖 и данные из условия переопределения. Интегралы по времени

заменяются их приближениями (метод трапеций).

Этап 3. Строится итерационная процедура для определения решения. Для

данной сетки в пространственной области и шага по времени послойно вычис-

ляется коэффициенты 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, 2) и потенциал 𝑢. При переходе на следующий

слой коэффициенты 𝑝𝑖 вычисляются исходя из данных переопределения и зна-

чений решений 𝑢 на предыдущих временных слоях. Далее используется раз-

ностная схема для определения решения 𝑢 для вычисления решения на этом

временном слое.
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3.5 Описание программы и результаты численных экспериментов

Реализация описанного алгоритма представлена зарегистрированной про-

граммой "Программа численного определения параметров среды в математиче-

ских моделях квазилинейных электромагнитных волн". Средой разработки был

выбран MatLab. Преимущества и выбор среды программирования описаны во

второй главе.

Программа обеспечивает выполнение следующих функций:

- вычисление граничных векторов и вектора правой части;

- проверку нахождения всех точек в главной области;

- определение и размельчение триангуляционной сетки;

- поиск координат середин треугольников;

- расчет возмущений;

- поиск приближения искомых функций;

- вывод графиков триангуляционной сетки, приближения функции;

- формированием *.mtl файлов содержащих геометрические параметры вы-

водимых моделей решений;

- сохранение результатов вычислений;

- экспорт результатов.

Полученные результаты сохраняются в самой программе и могут быть ис-

пользованы в дальнейшем для построения отдельных расчетов или графиков.

Результаты при необходимости можно экспортировать в сторонние приложения.

Блок схема алгоритма представлена на рисунке 3.1. В начале строится три-

ангуляционная сетка, с помощью встроенной функции initmesh(). Затем для по-

вышения точности она преобразуется функцией refinemesh(), которая разделяет

все заданные треугольники на четыре треугольника. После построения сетки

начинается построение точек граничных узлов и генерация случайных возму-

щений, с помощью конструкции 𝑟𝑎𝑛𝑑(1) * 2𝑥 − 𝑥 (где 𝑥 будет значение, вве-

денное пользователем при выборе уровня случайных возмущений). Находится

матрица жесткости, а затем вектор правой части. Определяется размер векторов

и начинается
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Рисунок 3.1 — Блок схема алгоритма численного определения параметров

среды в математических моделях квазистационарных электромагнитных волн

поиск вектора правой части в области на границе при 𝑡 = 0. Затем удаляются

граничные узлы и находится вектор 𝑉 0, граничные узлы которого заполняются

нулями. Потом, для удобства дальнейших расчетов некоторые функции, опреде-
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ленные в символьных переменных переводятся в численные. Затем определяют-

ся начальные условия и матрица жесткости.

Входные данные могут быть введены пользователем вручную или добавлены

с помощью загрузки готового файла с данными. Для начала работы необходи-

мо определить основные параметры: ввести младшие коэффициенты, старшие

коэффициенты, выбрать количество слоев, указать начальные условия, выбрать

степень разбиения сетки, ввести моделируемое уравнение, ввести уровень точ-

ности и, если необходимо, уровень возмущения.

В этом разделе проанализированы результаты численных экспериментов.

Характеристики испытуемой ЭВМ: Процессор: Intel(R) Core(TM) i3-8100

CPu @ 3.60GHz 3.60GHz; ОЗУ: 10,00 ГБ; при использовании 64-разрядной опе-

рационной системы Windows 10 Pro.

Рисунок 3.2 — Примеры построения сеток

В ходе выполнения расчетов определялось приближённое значение решения

(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡)) задачи (3.70) – (3.72) в узлах сетки в заданные временные

моменты 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑁 . В качестве области берется круг единичного радиуса с ко-

ординатами центра (0, 0). Для численного решения задачи будут рассматривать-

ся несколько сеток (3.2) для описанной области с количеством узлов зависящим

от расположения точек наблюдения и количества узлов сетки.

Решение задачи (3.70) – (3.72), а также граничные условия записываются в

виде:

𝑔(𝑥, 𝑡)|Γ = (2𝑥2𝑦2 + 2)(1 + 𝑡2).

Правая часть имеет вид: 𝑓 = 1.06𝑡+(2(𝑥2+1)(12𝑎𝑡𝑎𝑛(𝑡)−12𝑡+18𝑡2 ·𝑎𝑡𝑎𝑛(𝑡)+

3𝑡3 · 𝑙𝑛(𝑡2 + 1) − 11𝑡3))/9 − 2𝑦2 · (0.66(𝑡 + 1)(3/2) − 0.66) − 1.33 · (𝑡 + 1)(3/2) +
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2(𝑡2 + 1)(𝑥2 + 1) + 2(𝑡2 + 1)(𝑦2 + 1) + 2𝑦2(0.53𝑡+ 0.66𝑡2 − 0.019(𝑡+ 1)(3/2)(16𝑡+

8𝑡2 + 8) + 0.15) + 1.33𝑡2 − 0.038 · (𝑡+ 1)(3/2)(16𝑡+ 8𝑡2 + 8) + 1.638.

Вводятся несколько величин: 𝜖𝑝 = 𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑚‖𝑝𝑚(𝑖𝜏)−𝑝𝑚𝑖 ‖ – ошибка вычислений

функций 𝑝1, 𝑝2, 𝜖𝑢 = 𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗‖𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢(𝑥𝑖, 𝑗𝜏)‖, где 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁.

За 𝜏𝑠 берется время вычислений в секундах. Чтобы установить устойчивость

определения решения при случайных возмущениях данных проводим числен-

ные эксперименты изменяя данные переопределения: 𝜓𝑡(𝑥0, 𝑡) = 𝜓𝑡(𝑥0, 𝑡)(1 +

𝛿(2𝜎 − 1)), где 𝛿 задается пользователем, а 𝜎 ∈ [0, 1] определяется генера-

тором случайных чисел Matlab, а именно – функцией rand. График решения

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1)(𝑡2 + 1) представлен на рисунке (3.3).

Рисунок 3.3 — Решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 1) рассматриваемой задачи

Полученные графики приближения функций 𝑢 представлены на рисунке (3.4)

возмущение 5% возмущение 10%

Рисунок 3.4 — Приближение решения 𝑢(𝑥, 𝑦, 1) при случайных возмущениях
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Получены функции 𝑝1(𝑡) = −
√
𝑡 и 𝑝2(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡2+1) и проведены численные

эксперименты. Результаты экспериментов для шага по времени 𝑡𝑠 = 0.02 для

первой сетки представлены на рисунке (3.5), а так же в таблице (3.1). В связи

с тем, что изменяются положения точек наблюдения, меняется и сетка области.

На рисунке (3.6) представлены графики функций со случайными возмущениями

в 10 процентов. В этом случае подробные результаты для сеток 1 – 5 и 11 – 15

представлены в таблице (3.2).

𝑝1(𝑡) = −
√
𝑡 𝑝2(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡2 + 1)

Рисунок 3.5 — Сравнение графиков функций (красный) и их

приближения(синий)

𝑝1(𝑡), возмущение 10% 𝑝2(𝑡), возмущение 10%

Рисунок 3.6 — Построение графиков функций при случайных возмущениях

Как можно заметить, точность вычислений увеличивается в случае большей

однородности триангуляционной сетки.
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Таблица 3.1 — Результаты численных экспериментов (первая группа)

No exp. 𝑁𝑥 𝜀𝑝 𝜀𝑢 𝜏𝑠

1 229 0,037002 0,046466 4,147049

2 236 0,011253 0,044536 4,184662

3 237 0,015125 0,047002 4,242981

4 236 0,021869 0,04542 4,004972

5 239 0,027241 0,046797 4,036889

6 669 0,048357 0,04537 49,12766

7 693 0,037822 0,044257 52,20402

8 694 0,014884 0,046501 51,6243

9 698 0,015127 0,045502 51,32633

10 689 0,037445 0,049313 48,90397

11 897 0,017754 0,041931 81,42314

12 907 0,012555 0,04202 86,20059

13 911 0,012972 0,042302 90,10167

14 905 0,015084 0,042173 83,36037

15 915 0,008126 0,042166 89,42623

16 2639 0,022252 0,042182 1755,792

17 2735 0,019808 0,041656 1846,957

18 2736 0,014147 0,042299 1801,659

19 2749 0,013294 0,042023 1790,621

20 2710 0,009836 0,043133 1811,33

Из представленных выше результатов можно сказать, что имеется хорошая

точность вычислений при небольшом времени, затраченном на эти вычисления.

Точность определения параметров 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡) и решения 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) возрастает с

уменьшением шага по времени, а также с увеличением количества узлов при

условии однородности пространственной сетки.
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Таблица 3.2 — Результаты численных экспериментов (вторая группа)

No exp. 𝑁𝑥 𝜀𝑝 𝜀𝑢 𝜏𝑠

1 229 0,03007 0,027882 15,77482

2 236 0,01078 0,026787 16,59276

3 237 0,00867 0,028076 16,87762

4 236 0,01492 0,027352 16,27913

5 239 0,02724 0,027731 16,263

6 897 0,01076 0,021724 321,624

7 907 0,00555 0,021355 334,0045

8 911 0,00602 0,022035 339,4294

9 905 0,00807 0,021586 324,4042

10 915 0,00713 0,021937 329,5462

140



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итоги выполненного исследования В диссертационной работе аналитиче-

ски и численно исследованы математические модели фильтрации и гидродина-

мики на основе теории обратных задач. Результаты можно описать следующим

образом:

- Аналитически исследованы математические модели фильтрации и моде-

ли Буссинеска-Лява на основе теории обратных задач. Получены условия

разрешимости и оценки устойчивости для решений обратных задач с то-

чечными условиями переопределения об определении функции источника

и параметров среды.

- Аналитически исследованы математические модели квазистационарных

электромагнитных волн в анизотропных средах и нестационарных внут-

ренних волн в несжимаемой стратифицированной вращающейся жидко-

сти на основе теории обратных задач. Получены условия разрешимости и

оценки устойчивости для решений обратных задач об определений пара-

метров среды.

- На основе полученных теоретических результатов разработаны эффектив-

ные численные методы и алгоритмы поиска приближённых решений с по-

мощью методов конечных элементов и конечных разностей.

- Реализованы в виде комплекса программ для решения задач на компью-

тере разработанные численные методы и алгоритмы, проведены вычисли-

тельные эксперименты на модельных примерах, проанализированы полу-

ченные результаты.

Таким образом, в работе решены все поставленные задачи и достигнута цель

исследования.

Рекомендации

Таким образом, теоретические результаты работы развивают теорию обрат-

ных задач для уравнений соболевского типа. Приведенные схемы определения

решения являются конструктивными и могут быть использованы при построе-

нии численных методов для нахождения решения. Результаты, полученные при

исследовании данных математических моделей, могут быть полезны в теории
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фильтрации и гидродинамике, физике. Представленные результаты вычисли-

тельных экспериментов свидетельствуют об адекватности проведенного мате-

матического моделирования и эффективности выбранного численного метода

решения обратных задач, что создает основу для дальнейшего развития числен-

ных исследований моделей соболевского типа.

Перспективы дальнейшей разработки темы

Представляет интерес более подробное аналитическое и численное исследо-

вание обратных задач для других математических моделей, описываемых урав-

нениями соболевского типа третьего и четвертого порядка. В частности, мо-

дель Соболева, модель гравитационно-гироскопических волн, модель двухфаз-

ной фильтрации для двухпоровой среды и другие.

В работе не нашли отражение вопросы, связанные с аналитическим и числен-

ным исследованием математических моделей, описываемых уравнениями собо-

левского типа высокого порядка, например модельные задачи линейной теории

плазмы и линейной теории спиновых волн.

Интересны приложения полученных результатов к решению практических

задач фильтрации, возникающих при разработке нефтяных месторождений и

некоторых других задач.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

СВИДЕТЕЛЬСТВА О ГОСУДАРСТВЕННОЙ РЕГИСТРАЦИИ

ПРОГРАММ ДЛЯ ЭВМ

Рисунок А.1 — Свидетельство № 2018614756. Программа численного

определения коэффициента средних гидравлических характеристик в обратных

захадчах фильтрации.
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Рисунок А.2 — Свидетельство № 2019613263. Программа численного

определения параметров среды в математических моделях квазилинейных

электромагнитных волн
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