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Введение

Актуальность работы

Задача оценивания состояния возникает в различных системах управления

подвижными объектами, таких как системы управления летательными аппара-

тами, системы слежения и обнаружения целей, автоматизированные системы

управления технологическими процессами и предприятиями и др. Функциони-

рование подвижного объекта осуществляется следующим образом: в процессе

работы подвижного объекта производится измерение функций компонент век-

тора состояния, по результатам которого осуществляется оперативное оценива-

ние полного вектора состояния, а затем на основе полученной оценки и зало-

женного критерия качества вырабатывается величина терминального управле-

ния [10,102]. При этом подвижные объекты функционируют в условиях неопре-

делённости, обусловленной неполнотой информации о внешних возмущениях и

помехах измерений, неточностью в задании параметров модели, малым объ-

ёмом измерительной информации. Однако системы управления подвижными

объектами должны обеспечивать всё растущие требования к точности и быст-

родействию при их функционировании в условиях неполноты информации.

Выбор алгоритма оценивания зависит от предположений о характере и мо-

делях возмущений и помех, действующих в объекте. Для описания реальных

процессов часто применяют стохастические модели, когда начальное состояние

системы, возмущения и ошибки измерений являются нормально распределён-

ными взаимно некоррелированными случайными величинами. Классические

подходы к оцениванию основаны на предположении, что статистические харак-

теристики возмущений, помех, действующих на объект, известны. Если предпо-

лагается, что возмущения и помехи являются белыми гауссовскими шумами с

известными математическими ожиданиями и ковариационными матрицами, то

широкое применение находит фильтр Калмана, который даёт простой алгоритм

вычисления оптимальной оценки вектора состояния [14, 30, 34, 144, 168]. Одна-
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ко для многих измерительных систем, которые используются, например, для

обеспечения космических экспериментов, невозможно провести большое чис-

ло испытаний, поэтому статистическая информация может отсутствовать или

быть недостоверной. В этом случае применение фильтра Калмана может быть

необоснованным из-за расходимости фильтра, когда истинные ошибки оцени-

вания с течением времени увеличиваются. Тогда рассматривают геометриче-

ские ограничения, когда неопределённость возмущений и помех предлагается

описывать множествами их возможных значений, то есть предполагается, что

возмущения и помехи являются неизвестными, но могут принимать любые зна-

чения из некоторых заданных выпуклых множеств. Такой подход приводит к

необходимости решения задачи оценивания в гарантирующей или минимаксной

постановке [4, 31, 49, 54, 61, 65, 100, 101, 110, 111, 119, 120, 122, 132, 140, 152, 161]. В

этом случае требуется получить оценку в виде информационного множества,

в котором гарантированно находится вектор состояния в каждый момент вре-

мени на основе модели объекта и измерений, т.е. построить трубку возможных

траекторий объекта (рис.1).

Рис. 1. Пример трубки траекторий летательного аппарата

Таким образом, актуальной является задача моделирования гарантирован-

ных оценок состояния подвижного объекта на основе априорной информа-

ции об объекте и текущих измерений, а также разработка алгоритмического
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и программного обеспечения задачи гарантированного оценивания состояния

подвижных объектов.

Степень разработанности темы

Проблема гарантированного оценивания изучается с 60х годов и активно

развивается в настоящее время. Идея гарантированного оценивания впервые

была сформулирована Ф.К. Швеппе [161]. Решению задачи оценивания при

неслучайных, но ограниченных возмущениях и помехах посвящены работы

И.Я. Каца [31], А.Б. Куржанского [48,49], В.М. Кунцевича [45,46], Н.Н. Красов-

ского [40], В.М. Кейна [33], Ф.Л. Черноусько [110], а также Б.И. Ананьева [5],

И.А. Богуславского [12], Е.К. Костоусовой [36,37], С.И. Кумкова [43], М.Л. Лы-

чака [58], А.И. Матасова [61], А.И. Овсеевича [65], В.С. Пацко [70], С.Б. Пель-

цвергер [71], Н.Н. Сальникова [88], Ю.Н. Решетняка [86], Г.А. Тимофеевой [97],

А.А. Федотова [70], Н.Б. Филимонова [100], В.И. Ширяева [119, 120], А.Ф. Шо-

рикова [132], T. Alamo [134, 149, 150], D.P. Bertsekas [139], E.F. Camacho [134],

H.S. Witsenhausen [171] и др.

На практике большое значение имеют задачи оценивания и управления для

подвижных объектов, функционирующих в статистически неопределённой сре-

де. Например, при управлении самолётом при посадке требуется, чтобы самолет

попал на ограниченный участок взлетно-посадочной полосы, чтобы при любых

допустимых возмущениях самолет не выкатился за кромку полосы [33]. В связи

с этим возникает задача гарантированной точности захода на посадку, когда в

каждый момент времени отклонение самолёта от оси взлётно-посадочной по-

лосы не должно превышать заданную величину. Кроме того, актуальной явля-

ется задача обработки измерительной информации, поступающей от бесплат-

форменных инерциальных навигационных систем (БИНС) [4], когда требуется

принять решение о допуске к эксплуатации БИНС при одномоментных изме-

нениях (скачках) погрешностей чувствительных элементов (датчиков угловой

скорости или акселерометров) на величину, заметно превышающую допусти-

мые вариации уровня шума. Гарантированное оценивание также требуется в

задаче синтеза управления беспилотным летательным аппаратом (БПЛА) при

сближении с маневрирующей целью [111], когда необходимо определить управ-

ление БПЛА с учетом возможных маневров цели так, чтобы БПЛА попал в

некоторую заданную область относительно маневрирующей цели.



8

Гарантированное оценивание состояния подвижного объекта состоит в по-

строении последовательности информационных множеств, которые гарантиро-

ванно содержат вектор состояния. Построение информационных множеств вы-

полняется с помощью рекуррентных уравнений для пересчёта информационных

множеств от предыдущего момента к следующему на основе множественно-

множественных преобразований [31,110]. Такой подход включает в себя выпол-

нение операций суммы множеств в смысле Минковского, линейного преобразо-

вание и пересечения множеств. Однако построение информационных множеств

является вычислительно сложной задачей для систем больших размерностей.

Существующие алгоритмы гарантированного оценивания различаются в за-

висимости от способа описания множеств и алгоритмов выполнения операций

над множествами. В работе Ф.К. Швеппе [161] построение информационного

множества заключается в построении многомерного эллипсоида, который га-

рантированно включал оцениваемый вектор состояния подвижного объекта.

А.Б. Куржанским [48, 49] получены аналитические выражения для информа-

ционного множества, которое представляет собой эллипсоид, при условии, что

ограничения на возмущения и помехи заданы в виде квадратичных интеграль-

ных ограничений. Однако на практике таким способом не всегда можно описать

реальные ограничения на возмущения и помехи. Также задача эллипсоидаль-

ного оценивания была развита в работах Ф.Л. Черноусько [110,140], А.Б. Кур-

жанского [50], и др. [8,59,86,88,130,173]. В данных работах предполагается, что

начальное состояние, возмущения и помехи измерения в подвижном объекте

удовлетворяют эллипсоидальным ограничениям и требуется найти эллипсоид

наименьшего объёма, гарантированно содержащий фазовый вектор системы.

Поскольку класс эллипсоидов не инвариантен относительно операций суммы

Минковского и пересечения, то результаты этих операций в алгоритме гаран-

тированного оценивания аппроксимируются сверху эллипсоидами, в связи с чем

происходит потеря точности.

Для повышения точности оценивания в работах В.М. Кунцевича [45, 46],

М.М. Лычака [58], А.Ф. Шорикова [132] предлагается описывать множества

многогранниками, заданными набором вершин и уравнениями граней. При этом

эффективные алгоритмы суммы множеств используют описание множеств вер-

шинами, например, построение суммы множеств как выпуклой оболочки вер-
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шин, представляющих сумму вершин исходных множеств. А пересечение мно-

жеств заключается в удалении из системы линейных неравенств, описывающих

пересекаемые множества, избыточных неравенств. Это приводит к необходимо-

сти преобразования в каждый момент времени множества вершин во множество

граней и наоборот. Кроме того, с течением времени форма информационных

множеств может становиться достаточно сложной, то есть может содержать

большое количество вершин и граней, а операции над множествами в этом слу-

чае будут вычислительно сложными для систем большой размерности.

Поскольку число вершин в информационных множествах с течением време-

ни может увеличиваться, то для ограничения числа вершин применяется опи-

сание множеств многогранниками заданной формы. Данный подход в настоя-

щее время активно развивается: в работах Е.К. Костоусовой [36, 37], A. Vicino,

G. Zappa [141] предлагается описывать множества параллелотопами, в работах

T. Alamo, E.F. Camacho [134,149,150] – зонотопами. Данный подход аналогично

эллипсоидальному оцениванию основан на аппроксимации результатов опера-

ций суммы и пересечения множеств параллелотопами или зонотопами, поэтому

в гарантированных оценках присутствуют потери за счет аппроксимации.

В работах A.В. Лотова, В.А. Бушенкова, И.Г. Поспелова [17, 55, 56] рас-

смотрены численные алгоритмы построения множеств достижимости линей-

ных динамических объектов, когда на начальное состояние и возмущение на-

ложены ограничения в виде многогранников, описанных системами линейных

неравенств. Построение множества достижимости сводится к нахождению фун-

даментальных решений системы неравенств или ортогональной проекции на ос-

нове метода исключения неизвестных или свёртки системы Фурье-Черникова.

Недостатком данного метода является появление в промежуточных вычисле-

ниях большого количества избыточных неравенств, число которых экспонен-

циально расчет с увеличением размерности системы, в связи с чем требуются

большие вычислительные затраты для их исключения, что не позволяет при-

менять его в реальном времени.

Таким образом, проведённый обзор методов оценивания вектора состояния

подвижных объектов показал,что при задании ограничений на возмущения и

помехи в виде выпуклых множеств требуются большие вычислительные ресур-

сы при реализации алгоритмов операций суммы Минковского и пересечения
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множеств. Применение известных аппроксимаций информационных множеств

эллипсоидами, параллелотопами, зонотопами может приводить к потере точ-

ности оценок состояния подвижного объекта, функционирующих в условиях

неопределённости. Поэтому актуальной является разработка алгоритмов гаран-

тированного оценивания на основе аппроксимации выпуклыми многогранника-

ми.

Целью данной работы является разработка методов моделирования состо-

яния подвижных объектов, разработка численных алгоритмов полиэдральной

аппроксимации информационного множества и их реализация в виде программ-

ного комплекса.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие

задачи:

1) разработать методы моделирования состояния подвижных объектов с учё-

том дополнительной информации о модели и характере процесса;

2) разработать методы моделирования гарантированных оценок возмущений

и помех;

3) разработать численный алгоритм полиэдральной аппроксимации информа-

ционных множеств;

4) сравнить разработанные алгоритмы гарантированного оценивания, осно-

ванные на полиэдральной аппроксимации информационных множеств, с

существующими алгоритмами оценивания;

5) реализовать разработанные алгоритмы в виде комплекса программ и прове-

сти вычислительные и натурные эксперименты для различных подвижных

объектов.

Научная новизна:

В области математического моделирования

1. Разработан метод моделирования гарантированных оценок вектора состо-

яния подвижного объекта с учётом дополнительной информации о харак-

тере возмущений в виде ограничения на среднее значение и разложения

возмущения по системе функций с постоянными неизвестными коэффици-

ентами. Полученные алгоритмы позволяют повысить точность гарантиро-

ванных оценок состояния за счет включения в математическую модель опи-
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сания информационного множества дополнительной информации о модели

и характере возмущений.

2. Разработан метод моделирования гарантированных оценок возмущений и

помех на основе неявного задания на некотором временном отрезке векто-

ра состояния подвижного объекта системами линейных уравнений и нера-

венств, что может быть в дальнейшем использовано для разработки адап-

тивных алгоритмов оценивания и управления, прогнозирования состояния

системы и построения множеств достижимости.

В области численных методов

3. Предложен алгоритм построения полиэдральной аппроксимации информа-

ционного множества без выполнения вычислительно затратных операций

суммы Минковского и пересечения множеств на основе неявного описания

информационного множества системами линейных неравенств и уравнений.

Оценка информационного множества строится в виде многогранника задан-

ной формы, что позволяет повысить точность оценивания по сравнению с

существующими алгоритмами аппроксимации эллипсоидами и параллеле-

пипедами. Для повышения точности аппроксимации предложен выбор на-

правлений аппроксимирующего многогранника на основе модели подвиж-

ного объекта и ограничений на множества возмущений и помех.

В области комплексов программ

4. Разработан программный комплекс для построения гарантированных оце-

нок вектора состояния, возмущения и помех методом полиэдральной ап-

проксимации информационных множеств для подвижных объектов с гео-

метрическими ограничениями. Данный комплекс позволяет на этапе про-

ектирования системы управления подвижным объектом оценить время вы-

числения оценок, точность оценивания, анализировать гарантированные

оценки вектора состояния объекта при различных составах измерительных

систем, характеристиках точности измерительных приборов и датчиков, ре-

ализациях возмущений и помех, параметрах математической модели дви-

жения объекта.

Теоретическая значимость диссертационного исследования заключает-

ся в разработке нового подхода к моделированию информационных множеств

и их эволюции. Предложенные алгоритмы позволяют получать не только га-
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рантированные оценки вектора состояния, но и множества прогнозов вектора

состояния, гарантированные оценки реализовавшихся возмущений и помех, дей-

ствующих на подвижный объект, что может быть в дальнейшем использовано

для разработки адаптивных алгоритмов оценивания и управления, а также про-

гнозирования состояния объекта. Кроме того, гарантированные оценки могут

быть использованы для синтеза управления, когда качество функционирования

подвижного объекта оценивается принадлежностью вектора состояния некото-

рому множеству и требуется управлять трубкой траекторий.

Практическая значимость заключается в применимости разработанных

алгоритмов гарантированного оценивания вектора состояния в задачах управ-

ления летательными аппаратами, фильтрации в бесплатформенных инерциаль-

ных навигационных системах, динамических измерений и др. Создан программ-

ный комплекс, реализующий разработанные алгоритмы и позволяющий на эта-

пе проектирования систем управления исследовать точность и время вычис-

ления оценок вектора состояния подвижных объектов, полученных при раз-

личных условиях функционирования объекта, например, при различных пара-

метрах модели, реализациях возмущений и помех, ограничениях на начальное

состояние, возмущения и помехи и позволяющий и на основе этих исследова-

ний подбирать параметры измерительных систем. На программный комплекс

получено свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ

№ 2017615448 от 16.05.2017 (Приложение Г).

Реализация и внедрение. Предложенные алгоритмы применялись в

научно-исследовательской работе АО «НПО автоматики» (г.Екатеринбург)

"Разработка алгоритмов обработки измерительной информации и анализ точ-

ности волоконно-оптического гироскопа ВОГК-2 и его модификаций"(номер те-

мы: ОКБ/103-11 2011058). Разработанные алгоритмы гарантированного оце-

нивания могут быть применены для повышения эффективности, надежно-

сти и качества систем управления, разрабатываемых в ООО «ДСТ-УРАЛ»

(г.Челябинск). Получены акты об использовании результатов диссертационного

исследования в АО «НПО автоматики» (г.Екатеринбург) и ООО «ДСТ-УРАЛ»

(г.Челябинск) (Приложение А).

Методология и методы исследования. В работе использовались мето-

ды линейной алгебры, математического моделирования, теории оптимизации,
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фильтрации, теории систем управления. Для реализации разработанных ал-

горитмов и обработки полученных данных использовался пакет прикладных

программ MATLAB.

Основные положения, выносимые на защиту:

В рамках развития качественных и приближенных аналитических мето-

дов исследования математических моделей (п.2)

1. Качественно исследованы модели состояния подвижных объектов и возму-

щений при наличии дополнительной информации о характере возмущений,

основанные на описании информационных множеств системами линейных

уравнений и неравенств. Разработан численный метод оценки параметров

модели возмущений в случае при разложении возмущений по системе функ-

ций.

2. Исследованы гарантированные оценки состояния подвижных объектов при

аномальных измерениях. Получена оценка величины выброса помехи из

априорно заданного множества при аномальном измерении, который га-

рантированно может быть обнаружен.

В рамках разработки, обоснования и тестирования эффективных вычис-

лительных методов с применением современных компьютерных технологий

(п.3):

3. Численный метод полиэдральной аппроксимации информационных мно-

жеств в задаче гарантированного оценивания состояния подвижных объек-

тов с использованием математической модели информационных множеств

в виде неявного задания вектора состояния подвижного объекта системами

линейных уравнений и неравенств.

В рамках реализации эффективных численных методов и алгоритмов в

виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычис-

лительного эксперимента (п.4):

4. Программный комплекс для построения гарантированных оценок вектора

состояния, возмущений и помех методом полиэдральной аппроксимации.

5. Вычислительные и натурные эксперименты, проведенные для математиче-

ских моделей различных подвижных объектов, демонстрирующие преиму-

щества разработанных алгоритмов: увеличение точности по сравнению с
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эллипсоидальным и интервальным подходами, увеличение быстродействия

по сравнению с гарантированным оцениванием методом эллипсоидов.

Степень достоверности полученных результатов подтверждается стро-

гостью математической постановки задачи исследования, корректным исполь-

зованием математического аппарата, согласованностью результатов вычисли-

тельных экспериментов с модельными примерами, натурными экспериментами,

а также тестированием разработанного программного комплекса на различных

математических моделях подвижных объектов.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на

международной научно-практической конференции "Измерения: состояние,

перспективы развития"(Челябинск, 2012), на XI Международной науч-

но–технической конференции "Физика и технические приложения волно-

вых процессов"(Екатеринбург, 2012), на конференции "Актуальные про-

блемы автоматизации и управления"(Челябинск, 2013), на XVIII Макеев-

ских чтениях (Екатеринбург, 2014), на XII Всероссийском совещании по

проблемам управления (Москва, 2014), на 14-й Международной конферен-

ции «Авиация и космонавтика – 2015» (Москва, 2015), на международной

научно-технической конференции "The International Conference on Industrial

Engineering (ICIE)"(Челябинск, 2015, 2016, 2017, 2020), на международном

форуме «Информационные технологии на службе оборонно-промышленного

комплекса-2016» (Челябинск, 2016), на Всероссийской научной конференции

«Математическое моделирование и информационные технологии» (Екатерин-

бург, 2016).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 26

публикациях [27, 28, 72–78, 103, 104, 121, 123–128, 154–158, 162, 165, 166], 6 из ко-

торых изданы в журналах, рекомендованных ВАК [72, 75, 77, 103, 104, 125], 7

– в изданиях, входящих в международную базу Scopus [155–158, 162, 165, 166],

и др. [27, 28, 73, 74, 76, 78, 121, 123, 124, 126–128, 154]. В совместных с научным

руководителем работах [73–76, 78, 123–128, 155, 157, 158, 165, 166] научному ру-

ководителю принадлежит постановка задачи. Из работ, выполненных в соав-

торстве [27, 28, 103, 104, 121, 154, 156, 162], в диссертацию включены результаты,

полученные лично автором.



15

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав,

заключения. Полный объем диссертации составляет 185 страниц с 84 рисунками

и 4 таблицами. Список литературы содержит 173 наименования.
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Глава 1. Анализ численных методов оценивания

состояния подвижных объектов

1.1 Обзор детерминированных и вероятностных методов

оценивания

Задачи оценивания вектора состояния и параметров подвижного объекта по

результатам измерений его входных и выходных переменных являются основ-

ными в теории управления. К необходимости оценивания состояния приводят

различные задачи теории управления, дифференциальных игр, связанные с ис-

следованиями сложных реальных систем различной природы, в которых при-

сутствует неопределённость в их описании [7,10,13,30,52,85,87,95,108,116,161].

Например, при обработке измерительной информации, поступающей от нави-

гационных систем, возникает задача оценивания погрешностей инерциальных

датчиков навигационных систем для обнаружения разладок и принятии реше-

ния о допуске к эксплуатации навигационных систем [4, 24, 103, 143]. Оценка

состояния и возмущений требуется при автоматической прокладке маршрута

полёта, выполняемой в бортовых системах управления самолётом, в наземных

системах подготовки полётных заданий и др. [6,111]. Фильтрация также требу-

ется в различных инженерных, экономических, био-медицинских и др. прило-

жениях.

В общем случае функционирование подвижного объекта описывается нели-

нейными уравнениями вида:

�̇� = 𝑓(𝑥,𝑢,𝑤), (1.1)

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛𝑥, 𝑢 ∈ 𝑅𝑛𝑢, 𝑤 ∈ 𝑅𝑛𝑤 , – векторы состояния объекта, управления и

возмущения соответственно; 𝑓 – вектор-функция.

Измерению, как правило, доступен не весь вектор состояния 𝑥, а лишь неко-

торая функция вида:
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𝑦 = ℎ(𝑥,𝑣), (1.2)

где 𝑦 ∈ 𝑅𝑛𝑦 , 𝑣 ∈ 𝑅𝑛𝑣 , – векторы измерения и помех измерения соответственно;

ℎ – вектор-функция.

Поскольку отсутствуют эффективные методы управления, оценивания и

идентификации для нелинейных систем, проводят кусочно-линейную аппрок-

симацию нелинейной модели:{︃
�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+ Γ𝑤,

𝑦 = 𝐺𝑥+𝐻𝑣,
(1.3)

и переходят к дискретному времени [10]:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 +𝐵𝑘𝑢𝑘 + Γ𝑘𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑘𝑥𝑘+1 +𝐻𝑘𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1, . . . 𝑁,
(1.4)

где 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥, 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑢,𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑦 , 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 – векторы состояния

подвижного объекта, возмущения, измерения, ошибок измерений на 𝑘-м шаге

соответственно; 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, Γ𝑘, 𝐺𝑘, 𝐻𝑘 – известные матрицы. Далее для упрощения

записи опустим индекс 𝑘 у матриц.

При построении систем управления в условиях внешних возмущений, шумов

измерений, малом объёме измерительной информации, априорной неопределён-

ности характеристик, характерных для объектов космической и авиационной

техники, требуется оперативно оценивать состояние и проводить идентифика-

цию неизвестных параметров по результатам обработки измерительной инфор-

мации, получаемой в процессе полёта. Система фунционирует следующим об-

разом (рис.1.1) [102] в процессе полёта производится измерение функций компо-

нент вектора состояния 𝑦𝑘. По результатам измерений выполняется оценивание

полного вектора состояния 𝑥𝑘. На основе полученной оценки �̂�𝑘 и заданного

критерия качества вычисляется величина терминального управления 𝑢𝑘.

Подвижные объекты функционируют в неопределённой среде. Неопределён-

ности могут быть вызваны неполнотой информации о начальном состоянии объ-

екта, некотролируемыми возмущающими воздействиями, помехами при измере-

нии данных, неточностью в задании параметров модели и пр. Например, возму-
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Рис. 1.1. Структурная схема системы управления

щённое движение летательного аппарата может быть вызвано наличием ветра,

погрешностями при изготовлении и монтаже двигательной установки, аэроди-

намическими возмущениями, действующими на летательный аппарат при на-

личии программного угла атаки, отклонениями от номинала тяги тормозного

двигателя и пр. В связи с этим возникают вопросы, как характеризовать раз-

личные виды неопределённостей, о выборе моделей, адекватно описывающих

поведение объекта в окружающей среде, о разработке эффективных алгорит-

мов оценивания состояния подвижных объектов в соответствии с выбранными

моделями [10,14,15,25,39–41,45,67,105,109,133].

Выбор алгоритма оценивания зависит от предположений о характере и мо-

делях возмущений и помех. Если в системе (1.3) случайные возмущения и по-

мехи измерений отсутствуют, то задача оценивания решается с помощью де-

терминированной процедуры, например, методом наименьших квадратов или

детерминированным наблюдателем. Например, для получения оценки коорди-

нат вектора состояния, когда в системе (1.3) отуствтуют шумы измерений и

возмущения, Люенбергером был предложен метод, позволяющий восстанавли-

вать только требуемые переменные вектора состояния подвижного объекта [3].

Для получения оценки вектора 𝑥 используется дополнительная система:{︃
˙̂𝑥 = 𝐴�̂�+𝐵𝑢+ 𝐿(𝑦 − 𝑦),

𝑦 = 𝐺�̂�,
(1.5)
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где 𝐿- матрица коэффициентов усиления наблюдателя, которая определяется

следующими соотношениями:

𝜈 = 𝑇 �̂�,

�̇� = 𝑇 (𝐴− 𝐿𝐺)�̂�+ 𝑇𝐿𝑦 + 𝑇𝐵𝑢,

𝐹1 = 𝑇 (𝐴− 𝐿𝐺)𝑇−1, 𝐹2 = 𝑇𝐿,

𝑇𝐴− 𝐹1𝑇 = 𝐹2𝑇,

(1.6)

где 𝑇 - неособая матрица (𝑑𝑒𝑡𝑇 ̸= 0) размера 𝑛𝑥 × 𝑛𝑥.

Разработан ряд вероятностных методов и подходов в задачах управления,

идентификации и фильтрации [14, 82, 89]. Байесовский фильтр был первой по-

пыткой вычислить неизвестные параметры системы. Идея этого фильтра осно-

вана на том, что все формы неопределённости могут быть выражены и измере-

ны с помощью вероятностей, а оценка неизвестных параметров проводится по

критерию минимума ожидаемых потерь [14,89]. Для вектора неизвестных пара-

метров 𝜃, координаты которого, например, могут быть шумом, возмущением,

неопределённость выражена априорным распределением 𝑝(𝜃), тогда байесов-

ская оценка параметра 𝜃 является наилучшей в смысле доставления минимума

апостериорному байесовскому риску:∫︁
||𝜃 − 𝜃||2𝑝(𝜃|𝑦1:𝑁)𝑑𝜃. (1.7)

Метод максимума правдоподобия позволяет оценивать параметры генераль-

ной совокупности с помощью максимизации правдоподобия выборки, которое

описывается функцией совместного распределения. Выборка из 𝑛 наблюдений

𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛 описывается функцией совместного распределения 𝑝(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛|𝜃),
где 𝜃 - вектор неизвестных параметров.Оценкой максимального правдоподобия

𝜃 неизвестного параметра 𝜃 является значение, при котором функция правдо-

подобия 𝐿(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛|𝜃) = 𝑝(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛|𝜃) достигает максимума:

𝜃 = argmax
𝜃

𝐿(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛|𝜃). (1.8)

При использовании данного метода требуются большие вычислительные затра-

ты, а сходимость при этом не гарантируется.
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В работах Л.С. Казаринова [21, 29] рассмотрена оценка энергетической эф-

фективности технологических объектов управления с использованием метода

экспоненциальной фильтрации в условиях белого шума и цветных помех.

Однако для описания реальных процессов часто применяют стохастические

модели, когда в (1.4) начальное состояние 𝑥0, возмущения 𝑤𝑘 и ошибки изме-

рений 𝑣𝑘 являются нормально распределёнными взаимно некоррелированными

случайными величинами:

𝑥0 ∼ 𝑁(0,𝑃0), 𝑤𝑘 ∼ 𝑁(0,𝑄), 𝑣𝑘 ∼ 𝑁(0,𝑅). (1.9)

В этом случае применяется фильтр Калмана, который даёт простой алгоритм

вычисления оптимальной оценки �̂�𝑘 вектора состояния при гауссовских помехах

и возмущениях [15,30,144]:

�̂�𝑘+1 = 𝐴�̂�𝑘 +𝐾𝑘+1 (𝑦𝑘+1 −𝐺�̂�𝑘) ,

𝐾𝑘 = (𝐴𝑃𝑘−1𝐴
′ + Γ𝑄Γ′)𝐺′ (𝐺 (𝐴𝑃𝑘−1𝐴

′ + Γ𝑄Γ′)𝐺′ +𝐻𝑅𝐻 ′)
−1
,

𝑃𝑘 = (𝐼 −𝐾𝑘𝐺) (𝐴𝑃𝑘−1𝐴
′ + Γ𝑄Γ′) , 𝑘 = 1,2, . . . ,𝑁,

(1.10)

где 𝐾𝑘 - коэффициент усиления, 𝑃𝑘 - ковариационная матрица ошибок.

Возможность синтеза оптимальных оценок рекуррентным способом пред-

ставляет большой практический интерес в связи с удобством реализации данно-

го фильтра с использованием современной вычислительной техники. Будущее

состояние объекта определяется текущей оценкой и вновь поступившей инфор-

мацией, поэтому нет необходимости помнить всю предшествую информацию.

Фильтр даёт оптимальную оценку: условием оптимальности оценки является

минимум её среднеквадратической ошибки. Однако при использовании калма-

новской фильтрации в конкретных прикладных задачах могут возникать про-

блемы. Недостатком фильтра Калмана является расходимость, когда истинные

ошибки оценивания во много раз превышают теоретические, характеризуемые

дисперсией 𝑃𝑘 [30, 89, 144]. Одними из главных причин расходимости являют-

ся неточность или неполнота априорной информации о свойствах процессах,

неточность задания уравнений движения и наблюдения, отсутствие информа-

ции о реальной физической задаче, линеаризация уравнений, ошибки, связан-

ные с моделированием вероятностных характеристик возмущений и помех. Кро-
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ме того, во многих приложениях стохастическое описание возмущений и помех

не является полным. Так, для многих измерительных систем, которые исполь-

зуются, например, для обеспечения космических экспериментов, нет достаточ-

ного количества экспериментальных данных. Поэтому невозможно определить

статистические характеристики с достаточной точностью и надёжностью.

Таким образом, вероятностный подход хоть и является удобной математи-

ческой формализацией процессов в системах управления подвижными объекта-

ми, но не всегда является обоснованным. Поэтому применяют геометрические

ограничения, когда неопределённость описывают принадлежностью реализа-

ций некоторым множествам:

𝑥0 ∈ 𝑋0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉, (1.11)

поэтому возникает необходимость решения задачи оценивания в гарантирую-

щей или минимаксной постановке. При таком подходе требуется получить оцен-

ку в виде информационного множества, в котором гарантированно находится

вектор состояния.

1.2 Обзор методов гарантированного оценивания и аппроксимации

информационных множеств

В настоящее время в теории управления и идентификации активно разви-

вается область гарантированного оценивания вектора состояния для систем с

геометрическими ограничениями на начальное состояние системы, возмущения

и помехи. Её исследованию посвящено множество отечественных и зарубежных

публикаций [4, 5, 27, 28, 31, 33, 40, 43, 45, 54, 58, 59, 61, 65, 66, 70, 74, 76, 78, 86, 88, 97,

100, 110, 119–122, 124, 127, 130, 132, 134, 149, 150, 152, 154, 161, 173]. Гарантирован-

ное оценивание активно изучалось с 60-х годов начиная с работ Ф.К. Швеп-

пе, И.Я. Каца, Н.Н. Красовского, А.Б. Куржанского и др. Ключевым поняти-

ем в гарантированном оценивании является информационное множество, ко-

торое определяет набор возможных состояний подвижного объекта в каждый

момент времени на основе модели системы и измерений (рис. 1.2). Понятие

гарантированных или минимаксных оценок встречается и при стохастическом

подходе [62,90,91], но в данном подходе гарантия рассматривается относительно
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некоторого вероятностного критерия, а не как множественная оценка, гаранти-

рованно содержащая истинное состояние подвижного объекта.

Рис. 1.2. Трубка траекторий вектора состояния

В работах А.Б. Куржанского [48,49] рассматриваются следующие системы{︃
�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+ Γ𝑤,

𝑦 = 𝐺𝑥+𝐻𝑣,

в которых возмущения и помехи на некотором интервале [𝑡0, 𝜗] заданы инте-

гральными квадратичными ограничениями:∫︁ 𝜗

𝑡0

(︀
𝑤′(𝑡)𝑅(𝑡)𝑤(𝑡) + 𝑘2𝑣′(𝑡)𝑄(𝑡)𝑣(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 ≤ 𝜇2, (1.12)

где 𝑅(𝑡), 𝑄(𝑡) - положительно определённые матрицы непрерывные по 𝑡, 𝑘 и 𝜇

- заданные величины. Рассматривается решение задач позиционного наблюде-

ния и программного управления при ограничениях (1.12). Истинное состояние

вектора состояния 𝑥(𝜗) находится внутри информационное множества, которое

представляет собой эллипсоид 𝑥(𝜗) ∈ �̃�(𝜗), центр 𝑥0(𝜗) и матрица 𝑃−1(𝜗) ко-

торого определяются уравнениями минимаксного фильтра при заданных 𝑃 (𝑡0)
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и 𝑥0(𝑡0):

𝑑𝑃−1(𝜗)

𝑑𝜗
= 𝐴𝑃−1(𝜗) + 𝑃−1(𝜗)𝐴′ + Γ𝑅−1(𝜗)Γ′ − 𝑘2𝑃−1(𝜗)𝐺′𝑄(𝜗)𝐺𝑃−1(𝜗),

𝑑𝑥0(𝜗)

𝑑𝜗
= 𝐴𝑥0(𝜗) +𝐵𝑢(𝜗) + 𝑘2𝑃−1(𝜗)𝐺′𝑄(𝜗)(𝑦(𝜗)−𝐺𝑥0(𝜗)).

(1.13)

Вывод уравнений (1.13) основан на условии, что ограничения на возмущения

и помехи заданы в виде (1.12). Однако на практике реальные ограничения на

возмущения и помехи не всегда могут быть описаны таким образом.

Пусть процессы в системе управления описываются линейными разностны-

ми уравнениями вида:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1, . . . 𝑁.
(1.14)

где 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥, 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑢, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑦 ,𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 – векторы состояния

объекта, управления, возмущения, измерения, ошибок измерений на 𝑘-м шаге

соответственно; 𝐴, 𝐵, Γ, 𝐺, 𝐻 – известные матрицы.

Для начального состояния системы, возмущений и помех могут быть заданы

геометрические ограничения [49, 110, 161]. В этом случае известно, что началь-

ное состояние 𝑥0, возмущения 𝑤𝑘 и помехи 𝑣𝑘 на 𝑘-м шаге являются неизвест-

ными, но могут принимать любые значения из некоторых заданных выпуклых

множеств

𝑥0 ∈ 𝑋0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉. (1.15)

Гарантированное оценивание состояния системы состоит в построении после-

довательности информационных множеств �̄�𝑘+1, таких что 𝑥𝑘+1 ∈ �̄�𝑘+1. Для

систем с геометрическими ограничениями алгоритму минимаксной фильтрации

соответствуют рекуррентные уравнения для пересчёта множеств от предыду-

щего момента к следующему на основе множественно-множественных преобра-

зований [31, 110]. На основе предыдущей оценки информационного множества

�̄�𝑘 рассчитывается множество прогнозов 𝑋𝑘+1/𝑘 вектора состояния объекта в

виде суммы в смысле Минковского множеств 𝐴�̄�𝑘 и Γ𝑊 :

𝑋𝑘+1/𝑘 = 𝐴�̄�𝑘 + Γ𝑊, 𝑘 = 0,1,...,𝑁. (1.16)
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По результатам измерения 𝑦𝑘+1 рассчитывается множество состояний, совме-

стимых с измерением:

𝑋[𝑦𝑘+1] = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛𝑥|𝐺𝑥+𝐻𝑣 = 𝑦𝑘+1,∀𝑣 ∈ 𝑉 }, 𝑘 = 0,1,...,𝑁, (1.17)

и затем информационное множество:

�̄�𝑘+1 = 𝑋𝑘+1/𝑘 ∩𝑋[𝑦𝑘+1], 𝑘 = 0,1,...,𝑁. (1.18)

Операции в соотношениях (1.16) – (1.18) проводятся над множествами: сумма

Минковского, линейное преобразование и пересечение множеств. Как видно из

соотношений (1.16) – (1.18) размер и форма информационных множеств зави-

сят от размера исходных множеств �̄�0, 𝑊 и 𝑉 и от реализовавшихся значений

возмущений и помех. Информационное множество �̄�𝑘+1 вычисляется как пере-

сечение множества прогнозов𝑋𝑘+1/𝑘 и множества𝑋[𝑦𝑘+1], совместимого с изме-

рением, положение которых зависит от реализовавшихся возмущений и помех,

и чем меньше размер результирующего множества �̄�𝑘+1, тем точнее получа-

ется оценка. Таким образом, если информационное множество �̄�𝑘+1 представ-

ляет собой точку, это означает, что получено точное значение вектора состоя-

ния подвижного объекта. При использовании стохастического подхода фильтр

Калмана не сможет распознать ситуацию, если на каком-то шаге оценка век-

тора состояния объекта совпадёт с истинным значением вектора состояния. В

качестве точечной оценки вектора состояния объекта рассматривается чебы-

шевский центр информационного множества �̄�𝑘. Отметим, что система (1.4)

должна быть наблюдаемой. В противном случае информационное множество

может быть неограниченным.

Рассмотрим пример для пояснения операций (1.16)-(1.18) для случая, когда

ограничения (1.15) заданы в виде многогранников.

Пример

Матрицы в системе (1.4) следующие:

𝐴 =

(︃
0.10 0.05

−0.09 0.85

)︃
, Γ =

(︃
0.23

4.64

)︃
· 10−3, 𝐺 = 𝐼2×2, 𝐻 = 𝐼2×2,
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𝑥0 =
(︁
0 0

)︁′
, 𝑤0 = −1.5, 𝑣1 =

(︁
0.08 · 10−4 −0.01

)︁′
,

𝑥1 =
(︁
−0.3 −6.9

)︁′
· 10−3, 𝑦1 =

(︁
−0.3 · 10−3 −1.7 · 10−2

)︁′
.

Множества 𝑋0, 𝑊 , 𝑉 приведены на рис.1.3. На рис.1.4 приведён пример

построения информационного множетсва �̄�1. На рис.1.4а показаны результаты

линейного преобразования множеств 𝑋0 и 𝑊 . На рис.1.4б приведен результат

построения множества прогнозов 𝑋1/0, которое является суммой множеств 𝐴𝑋0

и Γ𝑊 . На рис.рис.1.4в показано множество прогнозов 𝑋1/0 и множество совме-

стимое с измерением 𝑋[𝑦1], пересечение этих множеств образует информацион-

ное множество �̄�1, в котором находится вектор состояния 𝑥1.

а)𝑋0 б)𝑊 в)𝑉

Рис. 1.3. Ограничения.

а)𝐴𝑋0 и Γ𝑊 б)𝑋1/0 в)�̄�1

Рис. 1.4. Пример построения информационного множества.

При реализации гарантированного подхода необходимо выбрать класс об-

ластей, описывающих информационное множество, и построить основные опе-

рации, необходимые для построения информационных множеств. В работах

Ф. Швеппе, А.Б. Куржанского, Ф.Л. Черноусько [48,49,110,148,161] предлага-

ется описывать информационные множества эллипсоидами. Для описания эл-

липсоида требуется заранее известное количество параметров (центр и матрица
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эллипсоида), однако класс эллипсоидов не инвариантен относительно операций

суммы и пересечения, поэтому результаты данных операций аппроксимируются

эллипсоидами, в связи с чем происходит потеря точности. Для повышения точ-

ности оценивания в работах В.М. Кунцевича [45,46], М.М. Лычака [58], А.В. Ло-

това [55,56], А.В. Панюкова [69] предлагается описывать множества выпуклыми

многогранниками, заданными набором вершин или используя двойное описание

вершинами и системами линейных неравенств. В работе В.М. Кейна [33] приве-

дены выражения для вычисления опорных функций множества прогнозов, мно-

жества, совместимого с измерением и для информационного множества, одна-

ко для приведенные соотношения трудно привести численную реализацию.Как

правило, форма информационных множеств является достаточно сложной, то

есть множество может содержать большое количество вершин и граней, а опе-

рации над множествами являются вычислительно сложными для систем боль-

шой размерности в реальном времени. Поэтому возникает необходимость в раз-

работке эффективных численных методов построения множественных оценок

вектора состояния. Вместо точного построения информационных множеств и

множеств достижимости их аппроксимируют областями определённой канони-

ческой формы, например, эллипсоидами [8, 86, 88, 110, 130, 148], параллелепипе-

дами [134], многогранниками [56] и др. При таком подходе результаты операций

над множествами аппроксимируются соответствующими формами.

Один из наиболее распространённых методов гарантированного оценивания,

описанный прежде всего в работах Ф.Л. Черноусько, Г.М. Бакана, Ю.Н. Решет-

няка и др. [8, 86, 88, 110, 130, 148], является эллипсоидальное оценивание, когда

требуется найти эллипсоид наименьшего объёма, который гарантированно со-

держит фазовый вектор системы, когда начальное состояние в системе (1.4),

возмущения и помехи измерения в системе управления удовлетворяют квадра-

тичным ограничениям:

𝑥𝑘 ∈ �̄�𝑘 ⊆ 𝐸(𝑐𝑘,𝑃𝑘) = {𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥 : (𝑥𝑘 − 𝑐𝑘)
′𝑃−1

𝑘 (𝑥𝑘 − 𝑐𝑘) ≤ 1}, (1.19)

где 𝐸(𝑐𝑘,𝑃𝑘)- эллипсоид с центром в точке 𝑐𝑘 и симметрической положительно

определённой матрицей 𝑃𝑘, которая характеризует размер и форму эллипсоида.
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Класс эллипсоидов инвариантен относительно операции линейного преоб-

разования, и аппроксимирующий эллипсоид получается в результате решения

выпуклых задач оптимизации.

Предполагается, что начальное состояние, ошибки и возмущения, действу-

ющие на подвижный объект, удовлетворяют квадратичным эллипсоидальным

ограничениям, но их характер изменения и модель неизвестны:

𝑥0 ∈ 𝐸(𝑐0,𝑃0) = {𝑥0 ∈ 𝑅𝑛
𝑥 : (𝑥0 − 𝑐0)

′𝑃−1
0 (𝑥0 − 𝑐0) ≤ 1},

𝑤𝑘 ∈ 𝐸(0,𝑄) = {𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛
𝑤 : 𝑤

′

𝑘𝑄
−1𝑤𝑘 ≤ 1},

𝑣𝑘 ∈ 𝐸(0,𝑅) = {𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛
𝑣 : 𝑣

′

𝑘𝑅
−1𝑣𝑘 ≤ 1}.

(1.20)

Тогда операция линейного преобразования вычисляется по формуле:

𝐴�̄�𝑘 ⊆ 𝐴𝐸(𝑐𝑘,𝑃𝑘) = 𝐸(𝐴𝑐𝑘,𝐴𝑃𝑘𝐴
′). (1.21)

Сумма двух эллипсоидов 𝐴𝐸(𝑐𝑘,𝑃𝑘) и Γ𝐸(0,𝑄) в общем случае не является

эллипсоидом, тогда требуется найти эллипсоид 𝐸(𝑐+𝑘 , 𝑃
+
𝑘 ) наименьшего объёма,

содержащий сумму эллипсоидов:

𝑋𝑘+1/𝑘 ⊆ 𝐴𝐸(𝑐𝑘,𝑃𝑘) + Γ𝐸(0,𝑄) ⊆ 𝐸(𝑐+𝑘 , 𝑃
+
𝑘 ),

𝑐+𝑘 = 𝑐𝑘 + 0 = 𝑐𝑘, 𝑑𝑒𝑡𝑃+
𝑘 → 𝑚𝑖𝑛. (1.22)

Информационное множество вычисляется в результате пересечения множе-

ства прогнозов и множества, совместимого с измерением, которые аппрокси-

мированы эллипсоидами. Результат пересечения эллипсоида не является эл-

липсоидом в общем случае, поэтому пересечение эллипсоидов, как и сумму,

аппроксимируют эллипсоидом наименьшего объёма:

�̄�𝑘+1 ⊆ 𝐸(𝑐+𝑘 , 𝑃
+
𝑘 ) ∩ 𝐸(𝑦𝑘+1,𝑅) ⊆ 𝐸(𝑐∩𝑘 , 𝑃

∩
𝑘 ), 𝑑𝑒𝑡𝑃∩

𝑘 → 𝑚𝑖𝑛. (1.23)

При таком подходе дважды происходит потеря точности: при выполнении

суммы и пересечения эллипсоидов (рис.1.5,1.6). Кроме того, для пересечения

эллипсоидов не существует аналитического решения и имеющиеся алгоритмы

заключаются в построении субоптимальных эллипсоидов.
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Рис. 1.5. Множество прогнозов
(синий цвет) и его аппроксимация

эллипсом (красный цвет).
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Рис. 1.6. Аппроксимация
пересечения эллипсов (серым
цветом показано пересечение

эллипсов, красным -
аппроксимация пересечния)

Альтернативой эллипсоидальному оценивания является интервальный под-

ход, когда предполагается, что начальное состояние, возмущения и помехи при-

нимают значения из заданного ограниченного интервала [38,79,80]

𝑥0 ∈ [𝑥0 𝑥0], 𝑤𝑘 ∈ [𝑤 𝑤] 𝑣𝑘 ∈ [𝑣 𝑣]. (1.24)

Данный подход прост при моделировании неопределённостей и реализации опе-

раций над множествами на основе интервальной арифметики:

𝑎+ 𝑏 = [𝑎+ 𝑏, 𝑎+ 𝑏],

𝑎 ∩ 𝑏 = [𝑚𝑎𝑥(𝑎,𝑏),𝑚𝑖𝑛(𝑎,𝑏)].
(1.25)

Однако такие покоординатные оценки могут быть достаточно грубыми в

силу известного в интервальном анализе "эффекта упаковывания"(рис.1.7).

Интервальные оценки выпуклых множеств могут оказаться достататочно

грубыми по сравнению, например, с эллипсоидальными. Один из способов по-

высить точность оценивая служит рассмотрение и поиск полиэдральных оце-

нок, где в качестве аппроксимирующих множеств выступают параллелепипеды,

а не интервальные вектора. В работах Е.К. Костоусовой [35–37] предложена ап-

проксимация информационного множества параллелепипедами (параллелото-



29

а) Интервальная оценка множества
прогнозов

б) Интервальная оценка информацион-
ного множества (красным цветом пока-
зана граница интервальной оценки, за-
крашенная фигура - информационное
множество.)

Рис. 1.7. Пример интервальной оценки

пами), грани которых необязательно параллельны координатным плоскостям:

P (𝑝,𝑃,𝜋) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛𝑥 : 𝑥 = 𝑝+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝜋𝑖𝜉𝑖, |𝜉𝑖| ≤ 1, 𝑖 = 1,...,𝑛}, (1.26)

где 𝑝 - центр параллелепипеда, 𝑃 = {𝑝1, . . . 𝑝𝑛}-матрица ориентации парал-

лелепипеда, 𝜋𝑖 ≥ 0 - размеры "полуосей"параллелепипеда. Ставится задача о

нахождении внешних P+
𝑘 и внутренних P−

𝑘 параллелепипедозначных оценок �̄�𝑘:

P−
𝑘 ≤ �̄�𝑘 ≤ P+

𝑘 . (1.27)

Данный подход аналогично эллипсоидальному оцениванию основан на ап-

проксимации результатов операций суммы и пересечения множеств паралле-

лепипедами. Рассмотрение в качестве оценок параллелепипедов произвольной

ориентации в пространстве позволяет ослабить "эффект обёртывания"по срав-

нению с интервальным анализом, но потери точности за счёт аппроксимации

также присутствуют.

В случае, когда исходные множественные ограничения (1.15) являются мно-

гогранниками, они могут быть описаны системами линейных неравенств
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𝑥0 ∈ �̄�0 = {𝑥0 ∈ 𝑅𝑛𝑥 : 𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

},

𝑤𝑘 ∈ 𝑊 = {𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤 : 𝐴𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤},

𝑣𝑘 ∈ 𝑉 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 : 𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣}.

(1.28)

В работах Лотова A.В., Бушенкова В.А., Поспелова И.Г. рассмотрены числен-

ные алгоритмы построения множеств достижимости линейных динамических

систем, когда на начальное состояние и возмущение наложены ограничения в

виде систем линейных неравенств [55,56]. Пусть получено множество достижи-

мости на (𝑘 − 1)-м шаге в виде системы линейных неравенств 𝐶𝑘−1𝑥𝑘−1 ≤ 𝑏𝑘−1,

тогда построение множества достижимости на 𝑘-м шаге строится на основе

следствия из теоремы Минковского-Фаркаша: для того чтобы система линей-

ных неравенств 𝐶𝑘𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑘 имела решения необходимо и достаточно, чтобы для

𝐶𝑇
𝑘 𝑧 = 0, 𝑧 ≥ 0 выполнялось условие (𝑏𝑘,𝑧) ≥ 0. Поскольку любое решение си-

стемы линейных уравнений и неравенств можно представить в виде линейной

комбинации с неотрицательными коэффициентами конечного числа фундамен-

тальных решений данной системы, условие (𝑏𝑘,𝑧) ≥ 0 необходимо проверять

только для фундаментальных решений системы.

Уравнения движения(1.4) совместно с системой линейных неравенств (1.28)

описывают состояние подвижного объекта на 𝑘-м шаге. В этом случае инфор-

мационное множество также является многогранником:

𝑥𝑘 ∈ �̄�𝑘 = {𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥 : 𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘

}. (1.29)

Тогда задача построения информационного множетсва сводится к решению си-

стемы линейных уравнений (1.4) и неравенств (1.28) относительно оценива-

емой переменной 𝑥𝑘+1. Один из методов - проектирование многогранника в

пространство меньшей размерности методом свертки системы линейных нера-

венств Фурье-Черникова [17, 18]. Данный метод позволяет получить информа-

ционное множество без потерь за счет аппроксимаций. Однако в промежуточ-

ных вычислениях появляется большое количество избыточных неравенств и их

число экспоненциально расчет с увеличением размерности системы, в связи

с чем увеличивается вычислительная сложность алгоритма, что не позволяет

применять его в реальном времени. Поэтому предлагаются методы аппроксима-
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ции выпуклых многомерных многогранников, имеющих большое число граней

и вершин, многогранниками с малым числом граней и вершин [16,56,125,126].

В работах П.А. Акимова, А.И. Матасова [4,61,152] также рассмотрено при-

менение систем линейных неравенств для оценивания состояния подвижного

объекта(1.14). Рассматриваемый подход к оцениванию векторов состояния по-

движного объекта заключается в решении проблемы 𝑙1-аппроксимации, анало-

гичной классической задаче метода наименьших модулей. Идея предлагаемого

метода состоит в формировании функционала оптимизационной задачи в виде

суммы модулей компонент вектора невязки, соответствующих начальной ин-

формации, неточностям динамической модели и уравнениям для измерений:

||Π−1(�̄�0 − 𝑥0)||1 +
𝐾−1∑︁
𝑖=0

||𝑄−1𝑤𝑖||1 +
𝐾∑︁
𝑖=0

||𝑅−1(𝑦𝑖 −𝐺𝑥𝑖)||1 → min
𝑥𝑖,𝑤𝑖

,

𝑄−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄(1)−1,...𝑄(𝑛𝑤)
−1), 𝑅−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑅(1)−1,...𝑅(𝑛𝑣)

−1),

Π−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(Π(1)−1,...Π(𝑛𝑤
−1),

(1.30)

где 𝑄(1),...,𝑄(𝑛𝑤) - максимальные значения координат возмущения,

𝑅(1),...𝑅(𝑛𝑣) - максимальные значения координат помех изменений,

Π(1),...Π(𝑛𝑤) описывают точность задания априорной информации 𝑣𝑎𝑝𝑝𝑟 о

начальном состоянии �̄�0 = 𝑥0 + 𝑣𝑎𝑝𝑝𝑟. Переменными в задаче (1.30) являются

значения вектора состояния 𝑥𝑘 и возмущений 𝑤𝑘 системы (1.14) на всём

интервале времени, на котором производились измерения. Задачу оценивания

в данном случае сводят к задаче линейного программирования. Однако данный

подход используется для послеопытной обработки данных, а не для оценки

состояния в реальном времени.

В работе Кунцевича В.М. [44] использовано описание множества прогнозов

𝑋𝑘/𝑘−1 набором вершин и матрицей граней, а множества, совместимого с изме-

рением 𝑋[𝑦𝑘], - системой линейных неравенств. Построение информационного

множества основано на переборе вершин множества, анализе их положения от-

носительно множества совместимого с измерением и вычисления точек пересе-

чения ребер множества прогноза с гранями множества, совместимого с измере-

нием. Однако, количество вершин может увеличиваться с течением времени, в

связи с чем перебор вершин становится вычислительно трудным.
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В работе Лычака М.М. [58] применяется метод двойного описания множеств

при построении информационных множеств, когда многогранные множества

представляют набором вершин и граней. Все известные алгоритмы пересече-

ния многогранников в пространстве 𝑅𝑛 при 𝑛 > 3 требуют представления

многогранников в виде системы линейных неравенств. В этом случае опера-

ция пересечения заключается в удалении из системы избыточных неравенств

на основе теоремы Минковского-Фаркаша [9, 106]. А эффективные алгоритмы

для выполнения операции суммы множеств в смысле Минковского использу-

ют описание множеств набором вершин. Например, когда множества заданы

наборами вершин, сумма множеств вычисляется как выпуклая оболочка вер-

шин, представляющих сумму вершин исходных множеств [99]. Это приводит к

необходимости сначала преобразовать множество вершин в множество граней,

а затем делать обратное преобразование.

В ряде работ, чтобы избежать двойного преобразования и существенно сни-

зить объем вычислений, предлагается аппроксимировать многогранники проек-

циями на координатные плоскости [71]. В этом случае для построения информа-

ционных множеств необходимы только вершины многогранников. Разработан-

ные алгоритмы аппроксимации информационных множеств в виде проекций па

двумерные плоскости позволяют получать более точные оценки фазового век-

тора состояния подвижного объекта, чем при аппроксимации эллипсоидами.

Данный подход позволяет стоить гарантированные оценки в реальном време-

ни, однако происходит потеря точности за счет того, что построение точной

суммы множеств заменено аппроксимацией.

В работах Кумкова С.И., Пацко В.С. [43, 70] рассматривается построение

трёхмерных и четырёхмерных информационных множеств для нелинейных си-

стем. Информационные множества в данном случае не всегда являются выпук-

лыми. В исследуемой задаче при построении информационных множеств при-

меняется овыпукление множеств, хотя при этом и происходит потеря точности.

Полученные множества аппроксимируют истинные информационные множе-

ства сверху. Основная идея заключается в использовании сетки по двум из

трех или четырех координат и плоских сечений в виде выпуклых многоуголь-

ников по двум другим координатам. Построение информационных множеств

по предложенной схеме может быть осуществлено в режиме реального времени



33

для систем третьего и четвертого порядков. Для систем большей размерности

построение информационных множеств на основе сеток является уже вычисли-

тельно трудным.

В работах Каца И.Я., Куржанского А.Б., Ананьева Б.И., Пельцвергер С.Б.,

Панченко И.С. и др. [5, 32, 68, 71] рассматривают стохастически неопределён-

ные системы, в которых наряду в возмущениями 𝑤𝑘 и помехами 𝑣𝑘, описанны-

ми замкнутыми выпуклыми областями их изменения, имеются стохастические

возмущения и помехи:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + Γ𝑤𝑘 + 𝐶𝜉𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1 + 𝜂𝑘, 𝑘 = 0,1, . . . 𝑁,
(1.31)

где 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 - независимые белые гауссовские случайные последовательности

векторов с нулевым средним и известными матрицами ковариаций 𝑄𝑘, 𝑅𝑘.

Минимаксно-стохастический подход основан на сочетании вероятностного и иг-

рового подходов. Для информационного множества оценка сверху имеет вид

рекуррентного отображения [119]

�̄�𝑘 = �̃�𝑘 + 𝐿𝑘, 𝑘 = 0,1,...,, �̄�0 = �̃�0, 𝐿0 = 0, (1.32)

где множество условно средних значений �̃�𝑘 может быть вычислено априорно

по формуле:

�̃�𝑘 = 𝐴𝑘−1�̃�𝑘−1 + Γ̄𝑘−1𝑊 + Λ𝑘𝐻𝑘(−𝑉𝑘). (1.33)

Вектор 𝐿𝑘 определяется результатами измерения 𝑦𝑘:

𝐿𝑘 = 𝐴𝑘−1𝐿𝑘−1 + �̄�𝑘−1𝑢𝑘−1 + Λ𝑘𝑦𝑘. (1.34)

Матрицы в (1.32,1.33) определяются как

𝐴𝑘 = 𝛼𝑘𝐴, �̄�𝑘 = 𝛼𝑘𝐵, Γ̄𝑘 = 𝛼𝑘Γ, 𝛼𝑘 = 𝐼 − Λ𝑘+1𝐺, (1.35)
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где 𝐼-единичная матрица, Λ𝑘 = 𝑃𝑘𝐺
′𝑅−1

𝑘 , матрица 𝑃𝑘 находится из уравнения

Рикатти:

𝑃𝑘 =𝑀𝑘𝐺
′(𝐺𝑀𝑘𝐺

′ +𝑅𝑘)
−1𝐺𝑀𝑘, 𝑀𝑘 = 𝐴𝑃𝑘−1𝐴

′ +𝑄𝑘−1. (1.36)

В результате такого фильтра оценку вектора состояния 𝑥𝑘 получают в виде

множества �̄�𝑘, но она не является гарантированной.

В работе Ширяева В.И. [120] рассмотрена нелинейная модель⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑘+1 = A𝑥𝑘 +B𝑢𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 + 𝑣𝑘+1,

𝑥0 ∈ �̄�0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊, 𝑣𝑘+1 ∈ 𝑉, 𝑘 = 0,1, . . . 𝑁,

(1.37)

где элементы 𝑎(𝑖,𝑗) матрицы A и элементы 𝑏(𝑖,𝑗) матрицы B могут принимать

значения из заданных отрезков [𝑎𝐻(𝑖,𝑗) 𝑎𝐵(𝑖,𝑗)] и [𝑏𝐻(𝑖,𝑗) 𝑏𝐵(𝑖,𝑗)] соответ-

ственно, а множества �̄�0, 𝑊 , 𝑉 являются многогранниками, которые заданы

системами линейных неравенств. Для получения информационного множества

�̄�𝐿 необходимо решить систему нелинейных уравнений и неравенств:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺𝑥𝑘+1+𝑖 + 𝑣𝑘+1+𝑖 = 𝑦𝑘+𝑖,

𝑥𝑘+1+𝑖 −A𝑥𝑘+𝑖 −B𝑢𝑘+𝑖 − Γ𝑤𝑘+𝑖 = 0,

𝑎(𝑖,𝑗) ∈ [𝑎𝐻(𝑖,𝑗) 𝑎𝐵(𝑖,𝑗)],

𝑏(𝑖,𝑗) ∈ [𝑏𝐻(𝑖,𝑗) 𝑏𝐵(𝑖,𝑗)],

𝑥0 ∈ �̄�0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊, 𝑣𝑘+1 ∈ 𝑉,

𝑖 = 0,1, . . . 𝐿,

(1.38)

В работе [120] также отмечается, что уравнения фильтра (1.38) за счёт сов-

местной обработки совокупности измерений 𝑦𝑘+𝑖, 𝑖 = 0,...,𝐿 позволяют не толь-

ко получить информационное множество �̄�𝐿 для момента времени 𝐿, но и ре-

шить задачи как сглаживания, так и оценивания значений реализовавшихся

возмущений 𝑤𝑘+𝑖, помех 𝑣𝑘+1+𝑖, 𝑖 = 0,...,𝐿 и параметров 𝑎(𝑖,𝑗), 𝑏(𝑖,𝑗). Однако

для решения нелинейной системы (1.38) требуются большие вычислительные

ресурсы.
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В ряде работ, посвященных вероятностному и гарантированному подходов к

оцениванию состояния подвижных объектов, рассматривается применение до-

полнительной информации о модели и характере процесса. Например, когда

известно, что возмущения и помехи не могут меняться слишком быстро, реа-

лизации возмущений и помех имеют ограниченные приращения [61]. На прак-

тике широко применяется каноническое и неканоническое разложение внешних

возмущений, в том числе и случайных [1, 2, 12, 81, 120, 129]. В некоторых слу-

чаях допускают осреднение возмущений и шумов измерений [61]. Учет такой

дополнительной информации при разработке алгоритма оценивания позволяет

повысить точность оценивания.

1.3 Постановка задачи

Проведённый обзор методов оценивания вектора состояния подвижных объ-

ектов показал, что в настоящее время актуальной является разработка методов

оценивания вектора состояния подвижных объектов с геометрическими ограни-

чениями. Требуется разработать алгоритм гарантированного оценивания век-

тора состояния, когда статистические характеристики начального состояния,

возмущений и помех, действующих на подвижный объект, неизвестны или не

могут быть получены, но в каждый момент времени они могут принимать лю-

бой значение из заданных множеств.

Гарантированные оценки, полученные с помощью эллипсоидального и ин-

тервального подходов и при аппроксимации информационных множеств парал-

лелотопами и зонотопами, могут быть значительно больше информационных

множеств, что может приводить к снижению точности оценивания состояния

и, как следствие, к снижению точности и эффективности систем управления

подвижными объектами.

Целью данной работы является разработка методов моделирования состо-

яния подвижных объектов, разработка численных алгоритмов полиэдральной

аппроксимации информационного множества и их реализация в виде программ-

ного комплекса.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:
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1) разработать методы моделирования состояния подвижных объектов с учё-

том дополнительной информации о модели и характере процесса;

2) разработать методы моделирования гарантированных оценок возмущений

и помех;

3) разработать численный алгоритм полиэдральной аппроксимации информа-

ционных множеств;

4) сравнить разработанные алгоритмы гарантированного оценивания, осно-

ванные на аппроксимации информационных множеств, с существующими

алгоритмами оценивания;

5) реализовать разработанные алгоритмы в виде комплекса программ и прове-

сти вычислительные и натурные эксперименты для различных подвижных

объектов.
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Глава 2. Алгоритмы гарантированного оценивания на

основе численного метода полиэдральной

аппроксимации

2.1 Задачи управления и оценивания в условиях неполной

информации

Для обеспечения высокой эффективности систем управления в условиях

внешних возмущений, шумов измерений, малом объёме измерительной инфор-

мации, априорной неопределённости характеристик, характерных для объектов

ракетной, космической, авиационной техники, требуется по результатам измере-

ний проводить оперативное оценивание состояния и идентификацию неизвест-

ных параметров в процессе функционирования объекта. В качестве примера

рассмотрим схему системы управления летательного аппарата. При разработке

систем управления на бортовых цифровых вычислительных комплексах выде-

ляют следующие функциональные подсистемы (рис.2.1) [10]

1) информационно-измерительные подсистемы, включающие инерциально-

навигационные системы и другие датчики и измерители;

2) подсистемы оценивания состояния и подсистемы идентификации пара-

метров, обеспечивающие обработку измерительной информации в процессе по-

лета;

3) подсистемы предсказания конечного состояния, осуществляющие инте-

грирование уравнений модели движения летательного аппарата с целью опре-

деления текущей ошибки управления;

4) управляющие подсистемы, вырабатывающие сигналы управления лета-

тельным аппаратом.

В процессе движения летательного аппарата производится измерение функ-

ций компонент вектора состояния и параметров летательного аппарата 𝑦. По ре-
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Рис. 2.1. Структурная схема интегрированной системы управления

зультатам измерений в подсистеме оценивания состояния (рис.2.1) проводится

оценивание вектора состояния и неизвестных 𝑥. В этой подсистеме реализова-

ны алгоритмы оценивания состояния системы управления, функционирующей в

условиях неопределённости. Далее будем рассматривать алгоритмы гарантиро-

ванного оценивания, которые должны быть реализованы в данной подсистеме.

В общем случае летательный аппарат как объект управления представляет

собой нелинейную нестационарную систему [10], движение которой описывается

системой уравнений вида

�̇� = 𝑓 0(𝑥,𝑢) + Γ0(𝑥,𝑢)𝑤, (2.1)

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛𝑥, 𝑤 ∈ 𝑅𝑛𝑤 , 𝑢 ∈ 𝑅𝑛𝑢 – векторы состояния объекта, возмущения,

управления, 𝑓 0 - вектор-функция, известная с точностью до априорно неопре-

делённых характеристик объекта.

Измерению, как правило, доступен не весь вектор координат объекта, а

лишь некоторая функция вида

𝑦 = ℎ0(𝑥) + 𝑣, (2.2)

где 𝑦 ∈ 𝑅𝑛𝑦 , 𝑣 ∈ 𝑅𝑛𝑣 – векторы измерения и ошибок измерений.
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Поскольку отсутствуют эффективные методы управления, оценивания и

идентификации для нелинейных систем, проводят кусочно-линейную аппрок-

симацию нелинейной модели:{︃
�̇� = 𝐴𝜈𝑥+𝐵𝜈𝑢+ Γ𝜈𝑤 + 𝑐𝜈,

𝑦 = 𝐺𝜈𝑥+ 𝑣 + 𝑑𝜈,

где 𝐴𝜈 = 𝜕𝑓0(𝑥,𝑢)
𝜕𝑥 |𝑡𝜈 , 𝐵𝜈 = 𝜕𝑓0(𝑥,𝑢)

𝜕𝑢 |𝑡𝜈 , 𝐺𝜈 = 𝜕ℎ0(𝑥)
𝜕𝑥 |𝑡𝜈 , Γ𝜈 = Γ0(𝑥(𝑡𝜈),𝑢(𝑡𝜈)),

𝑐𝜈 = 𝑓 0(𝑥(𝑡𝜈),𝑢(𝑡𝜈))− 𝐴𝜈𝑥(𝑡𝜈)−𝐵𝜈𝑢(𝑡𝜈), 𝑑
𝜈 = ℎ0(𝑥,𝑡𝜈)−𝐺𝜈𝑥(𝑡𝜈).

Отметим, что погрешности аппроксимации 𝑐𝜈, 𝑑𝜈 включают в возмущения

𝑤 и помехи 𝑣, действующие на объект.

Алгоритмы управления и оценивания должны быть реализованы с помощью

средств цифровой вычислительной техники, поэтому модель объекта управле-

ния приводят к дискретному виду, например с помощью эстраполятора нуле-

вого порядка (ZOH), первого порядка (FOH) и др. [153]:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 +𝐵𝑘𝑢𝑘 + Γ𝑘𝑤𝑘 + 𝑐𝑘;

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑘𝑥𝑘+1 +𝐻𝑘𝑣𝑘+1 + 𝑑𝑘, 𝑘 = 0,1,...𝑁,

где 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑦 , 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 – векторы состояния, возмущения,

измерения, ошибок измерений на 𝑘-м шаге соответственно; 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, Γ𝑘, 𝐺𝑘, 𝐻𝑘 –

известные матрицы. Далее для упрощения записи индекс 𝑘 у матриц опустим.

Система управления летательного аппарата имеет двухуровневую иерара-

хическую структуру: на верхнем уровне просходит расчет текущих потребных

ускорений в геоцентрической системе координат, а задача нижнего уровня -

обеспечение достаточно точной реализации потребных ускорений в связанной

с летательным аппаратом системе координат. При этом на нижнем уровне си-

стемы на основе уравнений движения летательного аппарата осуществляется

оценивание текущего состояния летательного аппарата. При рассмотрении дви-

жения летательного аппарата на нижнем уровне системы управления вектор

состояния в связанной системе координат состоит из 18 координат 𝑥𝑘 ∈ 𝑅18,

непосредственному измерению подвергаются только 6 из них: 𝑦𝑘 ∈ 𝑅6 [10]. Из-

мерения проводятся с ошибками 𝑣𝑘 ∈ 𝑅6. Возмущения, действующие на систему

управления, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅9. На практике часто рассматривают упрощенные модели
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движения летательных аппаратов с вектором состояния меньшей размерности,

например, боковое и продольное движение [96]. В этом случае размерность век-

тора 𝑥𝑘 состояния равна 6, а измерения проводятся только по двум координатам

𝑦𝑘 ∈ 𝑅2, при этом ошибками измерений пренебрегают.

Задача оценивания рассматривается для систем с геометрическими ограни-

чениями, т.е. когда статистические характеристики начального состояния, воз-

мущений и помех, действующих на подвижный объект, неизвестны, но заданы

множества значений:

𝑥0 ∈ �̄�0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊𝑘, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘, 𝑘 = 1,2,...𝑁.

Далее для упрощения записи будем опускать индексы у множеств:

𝑥0 ∈ �̄�0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 = 1,2,...𝑁.

2.2 Моделирование эволюции информационных множеств

подвижных объектов на основе описания вектора состояния

системами линейных неравенств

Описанный в п.1.2 алгоритм минимаксной фильтрации предполагает выпол-

нение операций над множествами: линейные преобразования множеств, сум-

ма множеств в смысле Минковского, пересечение множеств. Эволюцию ин-

формационных множеств получают в этом случае в результате множественно-

множественных отображений. Методы реализации операций над множества-

ми зависят от способа описания множеств. Когда множества являются много-

гранниками, заданными набором своих вершин, то задача построения суммы

множеств сводится к нахождению выпуклой оболочки. Известные в настоящее

время алгоритмы построения выпуклой оболочки из N точек в n-мерном про-

странстве имеют время решения 𝑂
(︀
𝑁 ⌊𝑛/2⌋+1

)︀
, что неприемлемо для многих

практических задач, когда вычисления требуется проводить в реальном вре-

мени. Многогранники также могут быть заданы методом двойного описания

(вершинами и гранями) [58, 131, 132]. Однако при больших объёмах измери-

тельной информации количество вершин информационного множества может
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значительно возрастать, что существенно увеличивает вычислительные затра-

ты.

Рассмотрим состояние подвижного объекта в виде систем линейных урав-

нений и неравенств, где в качестве переменных будут выступать значения

векторов состояния 𝑥𝑘, векторов возмущения 𝑤𝑘 и помех измерения 𝑣𝑘 при

𝑘 = 0,1,...𝑁 , отвечающих всему временному интервалу, на которых произво-

дились измерения.

Подвижный объект описан линейными разностными уравнениями:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...𝑁,
(2.3)

где 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑦 , 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 – векторы состояния объекта,

возмущения, измерения, ошибок измерений на 𝑘-м шаге соответственно; 𝐴, Γ,

𝐺, 𝐻 – известные матрицы.

Для начального состояния 𝑥0, возмущения 𝑤𝑘 и помех измерений 𝑣𝑘 заданы

множественные ограничения в виде многогранников в соответствующих про-

странствах:

𝑥0 ∈ �̄�0 : 𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

,

𝑤𝑘 ∈ 𝑊 : 𝐴𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤, 𝑘 = 1,2,...𝑁,

𝑣𝑘 ∈ 𝑉 : 𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣, 𝑘 = 1,2,...𝑁.

(2.4)

В работах [16,17,55,56,98] рассматривается построение множества достижи-

мости (1.16) в виде многогранника, описанного системой линейной неравенств

𝑋𝑘/𝑘+1 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝐶𝑘𝑥 ≤ 𝑏𝑘}.

Построение множества достижимости основано на следствии из теоремы

Минковского-Фаркаша. Для того чтобы система линейных неравенств 𝐶𝑘𝑥 ≤ 𝑏𝑘

имела решения необходимо и достаточно, чтобы для

𝐶𝑇
𝑘 𝑦 = 0, 𝑦 ≥ 0 (2.5)

выполнялось условие

(𝑏𝑘,𝑦) ≥ 0. (2.6)
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Любое решение системы линейных уравнений и неравенств (2.5) можно

представить в виде линейной комбинации с неотрицательными коэффициен-

тами конечного числа фундаментальных решений данной системы [26]. Поэто-

му условие (2.6) необходимо проверять только для фундаментальных решений

системы (2.5). Н.Б. Черниковой разработана вычислительная схема для нахож-

дения общей формулы неотрицательных решений системы однородных линей-

ных уравнений [107]. Данный метод является трудоёмким по времени вычисле-

ния [77,99].

Динамика системы c 0 шага до 𝑘-го описана следующей системой линейных

уравнений: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝐴𝑥0 + Γ𝑤0 +𝐵𝑢0;

𝑦1 = 𝐺𝑥1 +𝐻𝑣1;

𝑥2 = 𝐴𝑥1 + Γ𝑤1 +𝐵𝑢1;

𝑦2 = 𝐺𝑥2 +𝐻𝑣2;

...

𝑥𝑘 = 𝐴𝑥𝑘−1 + Γ𝑤𝑘−1 +𝐵𝑢𝑘−1;

𝑦𝑘 = 𝐺𝑥𝑘 +𝐻𝑣𝑘

(2.7)

или в матричной форме:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐼 −𝐴 0 · · · −Γ 0 0 0 · · · 0

0 𝐼 −𝐴 · · · 0 −Γ 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 𝐼 −𝐴 · · · 0 −Γ 0 · · · 0

𝐺 0 · · · · · · · · · · · · · · · 𝐻 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 𝐺 · · · · · · · · · · · · 0 · · · 𝐻

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

· · ·
𝑥0

𝑤𝑘−1

· · ·
𝑤0

𝑣𝑘

· · ·
𝑣1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐵𝑢𝑘−1

· · ·
𝐵𝑢0

𝑦𝑘

· · ·
𝑦1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(2.8)
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Cистема линейных неравенств, описывающая ограничения на неизвестные

величины 𝑥0, 𝑤𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑖 = 0,...,𝑘:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

;

𝐴𝑤𝑤0 ≤ 𝑏𝑤;

𝐴𝑤𝑤1 ≤ 𝑏𝑤;

...

𝐴𝑤𝑤𝑘−1 ≤ 𝑏𝑤;

𝐴𝑣𝑣1 ≤ 𝑏𝑣;

𝐴𝑣𝑣2 ≤ 𝑏𝑣;

...

𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣

(2.9)

или в матричной форме:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 𝐴𝑥0
0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0 𝐴𝑤 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 𝐴𝑤 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 𝐴𝑣 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 𝐴𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥𝑘

· · ·
𝑥0

𝑤𝑘−1

· · ·
𝑤0

𝑣𝑘

· · ·
𝑣1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑥0

𝑏𝑤

· · ·
𝑏𝑤

𝑏𝑣

· · ·
𝑏𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.10)

Системы (2.8), (2.10) описывают многогранник в пространстве переменных

(𝑥0,𝑥1,...,𝑥𝑘, 𝑤0,...,𝑤𝑘−1, 𝑣1,...,𝑣𝑘), то есть неявно описывают состояние системы

с 0 до 𝑘-го шага. Размерность пространства равна (𝑛𝑥 · (𝑘+1)+ 𝑛𝑤 · 𝑘+ 𝑛𝑣 · 𝑘).
Требуется получить явное описание информационного множества в виде си-

стемы линейных неравенств 𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑘. В этом случае задача оценивания за-

ключается в решении данных систем относительно оцениваемой переменной

𝑥𝑘. Один из подходов к решению задачи заключается в проектированию много-

гранника, описанного системами (2.8), (2.10), в пространство меньшей размер-
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ности переменных 𝑥𝑘 методом свёртки системы линейных неравенств Фурье-

Черникова [57, 106]. Метод заключается в последовательном исключении пе-

ременных из систем (2.8), (2.10). Отметим, что данный подход позволяет по-

строить множественную оценку не только для вектора состояния 𝑥𝑘, но и для

возмущений 𝑤𝑖 и помех 𝑣𝑖, 𝑖 = 0,...,𝑘. Недостатком данного алгоритма являет-

ся появление в промежуточных вычислениях большого количества избыточных

неравенств, число которых зависит экспоненциально от количества неравенств

в исходной системе. Покажем недостаток применения свёртки систем линейных

неравенств на следующем примере.

Пример. Матрицы в системе (2.3):

𝐴 =

(︃
0.9976 0.04636

−0.09278 0.8584

)︃
, Γ =

(︁
0.1189; 4.639

)︁
10−3,

𝐺,𝐻 – единичные матрицы размера 2× 2.

Ограничения на 𝑥0, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘 заданы в виде многогранников (рис.1.3):

𝑋0 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝑥0 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.0316

0.0141

0.0316

0.0141

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑊 :

(︃
1 0

0 −1

)︃
𝑤𝑘 ≤

(︃
1.5

1.5

)︃
,

𝑉 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑣𝑘 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.0228

0.000145

0.0228

0.000145

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

На рис.2.2 показано информационное множество �̄�5, построенное в результа-

те применения свёртки системы линейных неравенств. Как видно из рисунка,

информационное множество имеет пять граней, то есть описано пятью нера-

венствами, но в результате свёртки было получено большое число избыточных

неравенств.

Системы (2.8), (2.10) содержат все неизвестные переменные системы с 0-го

до 𝑘-го шага и включают всю информацию о движении и ограничениях в систе-

ме за всё время функционирования системы. С течением времени размерность
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Рис. 2.2. Информационное множество �̄�5 (серым цветом закрашено
информационное множество, черным цветом обозначены избыточные

ограничения, полученные в результате свёртки, красным цветом - активные
ограничения, образующие информационное множество).

системы увеличивается, поэтому растут вычислительные затраты для хранения

и обработки этой информации.

Для уменьшения вычислительных затрат рассмотрим оценку вектора

состояния 𝑥𝑘 подвижного объекта не за 𝑘 шагов, а на один последний шаг по

алгоритму (1.16)-(1.18), когда все исходные множества и результаты операций

над множествами в минимаксном фильтре описаны системами линейных

уравнений и неравенств. Множество прогнозов 𝑋𝑘/𝑘−1 найдем в результате

выполнения свертки системы системы линейных неравенств [98], затем полу-

ченную систему объединим с системой линейных неравенств, описывающих

𝑋[𝑦𝑘]. Из объединенной системы удалим избыточные неравенства. Приведем

алгоритм нахождения системы линейных неравенств, описывающей информа-

ционное множество �̄�𝑘.

Алгоритм.
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1) Найдем систему линейных неравенств, описывающих множество прогно-

зов 𝑋𝑘/𝑘−1

𝑋𝑘/𝑘−1 = 𝐴�̄�𝑘−1 + Γ𝑊, 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘/𝑘−1. (2.11)

Уравнение движения из (2.3) запишем в виде системы линейных неравенств:{︃
𝑥𝑘 − 𝐴𝑥𝑘−1 − Γ𝑤𝑘−1 ≤ 0,

−𝑥𝑘 + 𝐴𝑥𝑘−1 + Γ𝑤𝑘−1 ≤ 0.
(2.12)

Из (2.4), (2.12) получаем систему линейных неравенств:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴 Γ −𝐼
−𝐴 −Γ 𝐼

𝐴𝑥𝑘−1
0 0

0 𝐴𝑤 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝑥𝑘−1

𝑤𝑘−1

𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎠ ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

𝑏𝑥𝑘−1

𝑏𝑤

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.13)

Проведем свертку системы (2.13), обнуляя коэффициенты при 𝑥𝑘−1 и 𝑤𝑘−1 [57,

106]. Получим систему 𝐴𝑘/𝑘−1𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑘/𝑘−1.

2) Найдем систему линейных неравенств, описывающую множество, совме-

стимое с измерением, 𝑋[𝑦𝑘]:

𝑋[𝑦𝑘] : 𝐴𝑦𝑘𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑦𝑘, где 𝐴𝑦𝑘 = −𝐴𝑣𝐺, 𝑏𝑦𝑘 = −𝐴𝑣𝑦𝑘 + 𝑏𝑣. (2.14)

3) Найдем систему линейных неравенств, описывающую информационное

множество

�̄�𝑘 : 𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘

. (2.15)

Поскольку истинное состояние 𝑥𝑘 принадлежит и множеству 𝑋𝑘/𝑘−1 и 𝑋[𝑦𝑘],

то оно принадлежит пересечению этих множеств, то есть удовлетворяет систе-

мам (2.13) и (2.14). Для нахождения пересечения объединим системы (2.13) и

(2.14) и исключим из полученной системы избыточные неравенства, используя

теорему Минковского-Фаркаша [26]. Для каждого неравенства 𝑎𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖 из си-

стемы (2.15), где 𝑎𝑖 - 𝑖-я строка матрицы 𝐴𝑥𝑘
, 𝑑𝑖- 𝑖-й элемент 𝑏𝑥𝑘

, решим задачу

линейного программирования при ограничениях (2.13), (2.14):

𝑥*𝑘 = argmax ⟨𝑎𝑖, 𝑥𝑘⟩. (2.16)
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Если найдется решение 𝑥*𝑘, при котором 𝑎𝑖𝑥
*
𝑘 < 𝑑𝑖 , то данное неравенство

является избыточным и его можно исключить из системы [26]. Неравенства,

оставшиеся в объединённой системе после удаления избыточных неравенств,

описывают информационное множество �̄�𝑘. Конец алгоритма.

Поскольку на шаге 1 в результате свёртки может быть получена система

линейных неравенств с большим числом избыточных неравенств, то на шаге 3

необходимо будет решать большое число задач линейного программирования,

чтобы исключить избыточные неравенства.

2.3 Алгоритм аппроксимации информационных множеств

Алгоритм, описанный в п.2.2 позволяет строить информационное множе-

ство, но при его применении возникают вычислительные сложности, связан-

ные с построением множества прогнозов и информационного множества. Мно-

жество прогнозов 𝑋𝑘+1/𝑘 строится с применением свёртки системы линейных

уравнений и неравенств, в результате которой возникает большое число избы-

точных неравенств. Для вычисления информационного множества требуется

выполнить пересечение множеств, которое сводится к исключению избыточ-

ных неравенств решением большого числа задач линейного программирования.

Поэтому приведём алгоритм построения аппроксимации информационных мно-

жеств сверху для системы (2.3), когда множества начального состояния, воз-

мущений, помех заданы многогранниками в виде систем линейных неравенств

(2.4). Процедура заключается в построении аппроксимации информационного

множества сверху многогранником заданной формы, без выполнения вычисли-

тельно затратных операций суммы и пересечения множеств.

Подвижный объект описан уравнениями:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...𝑁,
(2.17)

где 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑙, 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑚, 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑝 – векторы состояния системы, возму-

щения, измерения, ошибок измерений на 𝑘-м шаге соответственно; 𝐴, Γ, 𝐺, 𝐻

– известные матрицы; 𝑢𝑘 - заданное управление.
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Начальное состояние 𝑥0 и неопределенные воздействия 𝑤𝑘 и 𝑣𝑘 на 𝑘-м шаге

могут принимать любые значения из заданных выпуклых многогранных мно-

жеств:
𝑥0 ∈ �̄�0 : 𝐴𝑥0

𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0
,

𝑤𝑘 ∈ 𝑊 : 𝐴𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤,

𝑣𝑘 ∈ 𝑉 : 𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣, 𝑘 = 1,2,...𝑁.

(2.18)

Для построения аппроксимирующего многогранника 𝑋𝑘+1 информационно-

го множества �̄�𝑘+1 ⊆ 𝑋𝑘+1 по результатам измерения 𝑦𝑘+1 используется неяв-

ное задание информационного множества системами линейных неравенств, по-

лученных из условий (2.18), уравнений модели (2.17) и оценки 𝑋𝑘. На основе

этой системы строится явное представление аппроксимирующего многогранни-

ка 𝑋𝑘+1 в виде системы линейных неравенств относительно переменной 𝑥𝑘+1,

т.е.

𝑋𝑘+1 = {𝑥𝑘+1|𝐴𝑥𝑘+1
𝑥𝑘+1 ≤ 𝑏𝑥𝑘+1

}.

Для этого необходимо задать набор векторов нормалей 𝑎𝑖 к граням аппрок-

симирующего многогранника 𝑋𝑘+1 , где 𝑎𝑖 – 𝑖-я строка матрицы 𝐴𝑥𝑘+1
, по на-

правлению которых оценки значения координат вектора состояния 𝑥𝑘+1 явля-

ются наиболее значимыми. Чтобы получить уравнение грани аппроксимиру-

ющего многогранника < 𝑎𝑖,𝑥𝑘+1 >= 𝑏𝑥𝑘+1
(𝑖), необходимо вычислить значения

элементов свободного члена 𝑏𝑥𝑘+1
решив ряд задач линейного программирова-

ния (рис.2.3).

Алгоритм 1

Шаг 1. 𝑘 = 0.

Шаг 2. . На 𝑘-м шаге в системе (2.17) известны значения управления 𝑢𝑘 и

измерения 𝑦𝑘+1, а вектора 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘+1 являются неизвестными. В уравне-

ниях модели (2.17) неизвестные перенесем в одну часть, а известные – в другую.

Получим систему линейных уравнений, описывающую модель системы (2.17):{︃
𝑥𝑘+1 − 𝐴𝑥𝑘 − Γ𝑤𝑘 = 𝐵𝑢𝑘;

𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1 = 𝑦𝑘+1

(2.19)
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Рис. 2.3. Пример построения аппроксимации 𝑋𝑘 (пунктир)
информационного множества �̄�𝑘 (закрашенная фигура).

или в матричной форме:

(︃
𝐼 −𝐴 −Γ 0

𝐺 0 0 𝐻

)︃⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

𝑤𝑘

𝑣𝑘+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝐵𝑢𝑘

𝑦𝑘+1

)︃
. (2.20)

Шаг 3. Получим систему линейных неравенств из ограничений (2.18):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴𝑥𝑘

𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘
;

𝐴𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤;

𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣,

(2.21)

или в матричной форме:

⎛⎜⎜⎝
0 𝐴𝑥𝑘

0 0

0 0 𝐴𝑤 0

0 0 0 𝐴𝑣

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

𝑤𝑘

𝑣𝑘+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ≤

⎛⎜⎜⎝
𝑏𝑥𝑘

𝑏𝑤

𝑏𝑣

⎞⎟⎟⎠ . (2.22)
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Шаг 4. Аппроксимируем информационное множество �̄�𝑘+1 многогранником

𝑋𝑘+1 с набором граней, вектора нормалей которых записаны по строкам мат-

рицы 𝐴𝑥𝑘+1
, т.е. получим многогранник 𝑋𝑘+1, т.к. �̄�𝑘+1 ⊆ 𝑋𝑘+1, описанный

системой линейных неравенств

𝑋𝑘+1 = {𝑥𝑘+1|𝐴𝑥𝑘+1
𝑥𝑘+1 ≤ 𝑏𝑥𝑘+1

}. (2.23)

Для каждого направления 𝑎𝑖 (𝑖-я строка матрицы 𝐴𝑥𝑘+1
) решаем задачу линей-

ного программирования

𝑥*𝑘+1 = argmax ⟨𝑎𝑖, 𝑥𝑘+1⟩, (2.24)

при ограничениях (2.20), (2.22), где ⟨𝑎𝑖, 𝑥𝑘+1⟩ – скалярное произведение векто-
ров 𝑎𝑖 и 𝑥𝑘+1, тогда из уравнения гиперплоскости, проходящей через точку 𝑥

*
𝑘+1,

следует, что 𝑖-я координата вектора 𝑏𝑥𝑘+1
равна

𝑏𝑥𝑘+1
(𝑖) = ⟨𝑎𝑖, 𝑥*𝑘+1⟩. (2.25)

Шаг 5. 𝑘 = 𝑘 + 1. Если 𝑘 = 𝑁 конец алгоритма, иначе перейти к шагу 2.

Алгоритм 1 описывает аппроксимацию информационного множества �̄�𝑘+1

на основе текущего измерения 𝑦𝑘+1. Если использовать оценку 𝑋𝑘+1 для по-

лучения на следующем 𝑘 + 2 шаге оценки 𝑋𝑘+2 информационного множества

�̄�𝑘+1, то неточности, получаемые из-за аппроксимации, могут с каждым шагом

накапливаться. На практике часто рассматривают обработку измерительной

информации, полученной не в конкретный момент времени 𝑘, а за весь период

наблюдений или за несколько последних шагов [4,133]. Рассмотрим повышение

точности полиэдральной аппроксимации, если учитывать информацию об из-

мерениях, возмущениях и помехах, полученную не с одного предыдущего 𝑘-го

шага, а с нескольких предыдущих шагов 𝑘, 𝑘 − 1,. . . , 𝑘 − 𝐿. Если в алгоритме

1 система (2.20), (2.22) составлена относительно неизвестных переменных 𝑥𝑘+1,

𝑥𝑘, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘+1, то теперь увеличим размерность системы (2.20), (2.22), включив

в нее переменные 𝑥𝑘, 𝑥𝑘−1,. . . , 𝑥𝑘−𝐿, 𝑤𝑘−1,. . . , 𝑤𝑘−𝐿, 𝑣𝑘,. . . ,𝑣𝑘−𝐿. С помощью
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алгоритма 2 может быть получена более точная оценка 𝑋𝑘 информационного

множества �̄�𝑘.

Алгоритм 2.

Шаг 1. Зададим 𝐿 – число предыдущих шагов, значения измерений 𝑦𝑘, 𝑦𝑘−1,

. . . , 𝑦𝑘−𝐿 и управлений 𝑢𝑘−1, 𝑢𝑘−2, . . . , 𝑢𝑘−𝐿 с которых будут использованы для

вычисления текущей оценки.

Шаг 2. Составим систему линейных уравнений, описывающих систему

(2.17),(2.18) на последних 𝐿 шагах:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐼 −𝐴 0 · · · −Γ 0 0 0 · · · 0

0 𝐼 −𝐴 · · · 0 −Γ 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 𝐼 −𝐴 · · · 0 −Γ 0 · · · 0

𝐺 0 · · · · · · · · · · · · · · · 𝐻 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 𝐺 · · · · · · · · · · · · 0 · · · 𝐻

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

· · ·
𝑥𝑘−𝐿

𝑤𝑘−1

· · ·
𝑤𝑘−𝐿

𝑣𝑘

· · ·
𝑣𝑘−𝐿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐵𝑢𝑘−1

· · ·
𝐵𝑢𝑘−𝐿

𝑦𝑘

· · ·
𝑦𝑘−𝐿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(2.26)

Шаг 3. Составим систему линейных неравенств, описывающих ограничения

на возмущения, помехи и оценку на последних 𝐿 шагах:
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 𝐴𝑥𝑘−𝐿
0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0 𝐴𝑤 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 𝐴𝑤 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 𝐴𝑣 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 𝐴𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

· · ·
𝑥𝑘−𝐿

𝑤𝑘−1

· · ·
𝑤𝑘−𝐿

𝑣𝑘

· · ·
𝑣𝑘−𝐿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏𝑥𝑘−𝐿

𝑏𝑤

· · ·

𝑏𝑤

𝑏𝑣

· · ·
𝑏𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.27)

Шаг 4. Построим аппроксимацию информационного множества 𝑋𝑘 на осно-

ве систем (2.26), (2.27):

�̄�𝑘 ⊆ 𝑋𝑘 = {𝑥𝑘|𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘

}. (2.28)

Для каждого направления 𝑎𝑖(𝑖-я строка матрицы 𝐴𝑥𝑘
) аппроксимирующего

многогранника решаем задачу линейного программирования

𝑥*𝑘 = argmax ⟨𝑎𝑖, 𝑥𝑘⟩, (2.29)

при ограничениях (2.26), (2.27), где ⟨𝑎𝑖, 𝑥𝑘⟩ – скалярное произведение векторов
𝑎𝑖 и 𝑥𝑘, тогда 𝑖-я координата вектора 𝑏𝑥𝑘

равна

𝑏𝑥𝑘
(𝑖) = ⟨𝑎𝑖, 𝑥*𝑘⟩. (2.30)

Шаг 5. 𝑘 = 𝑘 + 1. Если 𝑘 = 𝑁 конец алгоритма, иначе перейти к шагу 2.

Описанные алгоритмы позволяют построить аппроксимацию информаци-

онного множества в виде многогранника заданной формы без выполнения вы-

числительно затратных операций суммы Минковского и пересечение множеств.

Поскольку форма аппроксимирующего множества 𝑋𝑘 неизвестна, то выбирать

направления 𝐴𝑥𝑘
следует исходя из требований задачи, например, выбирать та-
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кие вектора 𝑎𝑖, по направлению которых значения координат вектора состояния

являются наиболее важными. Например, если требуется вычислить диапазон

возможных значений по каждой из координат вектора 𝑥𝑘, то аппроксимирую-

щее множество представляет собой параллелепипед, ориентированный по ко-

ординатным осям, и матрица векторов-нормалей 𝐴𝑥𝑘
=

(︃
𝐼𝑛×𝑛

−𝐼𝑛×𝑛

)︃
. Чем ближе

к истинному информационному множеству задана форма аппроксимирующе-

го многогранника, тем более точной будет получена аппроксимация и меньше

будет накапливаться ошибка оценивания. Кроме того, отметим, что при рекур-

рентном построении информационное множество �̄�𝑘 формируется в результате

пересечения множества прогнозов 𝑋𝑘/𝑘−1 и множества, совместимого с измере-

нием 𝑋[𝑦𝑘], т.е. некоторые грани этих множеств являются и гранями инфор-

мационного множества. Множество прогнозов является суммой Минковского

множеств 𝐴�̄�𝑘−1 и Γ𝑊 , среди граней множества прогнозов могут быть грани

с такими же векторами нормалей [99]. Векторы нормалей граней множества

𝑋[𝑦𝑘] и Γ𝑊 заданы априорно, поэтому они могут быть включены в матрицу

𝐴𝑥𝑘
для увеличения точности оценки.

Уменьшить время вычисления аппроксимации можно, если вычислять оцен-

ки только по не измеряемым координатам, а в качестве оценки по остальным

координатам брать множество, совместимое с измерением.

Выбор ширины окна 𝐿 также влияет на точность оценки. Но при увеличении

𝐿 увеличивается размер систем линейных уравнений (2.26) и неравенств (2.27),

а значит и время вычисления оценки.

Например, при рассмотрении движения летательного аппарата, когда 𝑛𝑥 =

18, 𝑛𝑤 = 9, 𝑛𝑦 = 6, 𝑛𝑣 = 6 размер системы линейных уравнений (2.26) равен

24 × 51 при 𝐿 = 1, 48 × 84 при 𝐿 = 2, 240 × 348 при 𝐿 = 10, а размер систе-

мы линейных неравенств (2.27) равен 66 × 51 при 𝐿 = 1, 96 × 84 при 𝐿 = 2,

226 × 348 при 𝐿 = 10 . Кроме того, увеличение ширины окна не всегда явля-

ется обоснованным, так как более ранние измерения со временем всё меньше

влияют на текущую оценку, и в какой-то момент увеличение 𝐿 не позволяет

получить более точную оценку. Выбор ширины окна следует проводить в со-

ответствии с имеющимися вычислительными ресурсами и на этапе численного

моделирования системы.



54

Отметим, что описанные алгоритмы позволяют получать гарантированную

оценку возмущений и помех, действующих на подвижный объекта, что может

быть в дальнейшем использовано для прогнозирования и разработки адаптив-

ного алгоритма оценивания.

2.4 Сравнение методов гарантированного оценивания

Наиболее известный метод аппроксимации информационных множеств - ме-

тод эллипсоидов. К преимуществам данного подхода относится то, что класс

эллипсоидов инвариантен относительно операций линейного преобразования, а

квадратичное описание множеств позволяет легко решать на них задачи опти-

мизации. Наибольший вклад в развитие эллипсоидального оценивания внесли

А.Б. Куржанский [48, 49] , Ф.Л. Черноусько [110], Г.М. Бакан [8]. А.А. Кур-

жанским совместно с коллегами был разработан программный пакет Ellipsoidal

Toolbox для вычислительной среды Matlab [147]. В данном пакете реализованы

следующие численные алгоритмы: вычисление внешних и внутренних эллипсо-

диальных аппроксимаций суммы и разности эллипсоидов, пересечение эллип-

соидов, а также пересечение эллипсоидов с полупространствами и политопами,

вычисление расстояния между эллипсоидами, между эллипсоидом и гиперплос-

костью, между эллипсоидом и политопом, вычисление проекции эллипсоида на

заданную плоскость. Операции над эллипсоидами используются для вычисле-

ния множеств достижимости для непрерывных и дискретных линейных систем.

Проведём сравнение аппроксимаций информационных множеств многогран-

никами, используя подход, описанный в п.2.2,2.3 и эллипсоидами, используя

пакет Ellipsoidal Toolbox.

Рассмотрим полиэдральную аппроксимацию 𝑋𝑘+1 информационного мно-

жества 𝑋𝑘+1 сверху, т.е. 𝑋𝑘+1 ⊆ 𝑋𝑘+1 когда ограничения заданы системами

линейных неравенств:

𝑥0 ∈ 𝑋0 : 𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊 : 𝐴𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤,

𝑣𝑘 ∈ 𝑉 : 𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣, 𝑘 = 0,1,...,𝑁 − 1. (2.31)

Сравним полиэдральную аппроксимацию информационного множества с ап-

проксимацией 𝑋𝑘+1 эллипсоидом 𝐸(𝑞𝑥𝑘+1
,𝑄𝑥𝑘+1

) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|⟨(𝑥−𝑞𝑥𝑘+1
),𝑄−1

𝑥𝑘+1
(𝑥−
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𝑞𝑥𝑘+1
)⟩ ≤ 1} . Для этого зададим ограничения на начальное состояние, возму-

щения и помехи измерения в виде эллипсоидов

𝑥0 ∈ 𝐸(𝑞𝑥0
,𝑄𝑥0

), 𝑤𝑘 ∈ 𝐸(𝑞𝑤,𝑄𝑤), 𝑣𝑘 ∈ 𝐸(𝑞𝑣,𝑄𝑣), 𝑘 = 0,1,...,𝑁 − 1. (2.32)

Тогда алгоритм гарантированного оценивания проводится по рекуррентным

уравнениям (1.16)-(1.18), но при этом все операции проводятся над эллип-

соидами. Для множества прогнозов 𝑋𝑘+1/𝑘 , являющегося суммой множеств

𝐴𝑋𝑘 = 𝐸(𝑞1,𝑄1) и Γ𝑊 = 𝐸(𝑞2,𝑄2) , строится внешняя аппроксимация эл-

липсоидом 𝐸(𝑞+,𝑄+) (рис.1.5). Для вычисления аппроксимирующего эллипсо-

ида использован метод reach пакета Ellipsoidal Toolbox. Данный метод позво-

ляет получить уравнение аппроксимирующего эллипса минимального объёма

𝐸(𝑞+,𝑄+
𝑙 ) для априорно заданных направлениях главных осей 𝑙. Для заданного

направления осей 𝑙 получено уравнение матрицы 𝑄+
𝑙 и центра 𝑞+ [147,148]:

𝑄+
𝑙 =

(︁
⟨𝑙,𝑄1𝑙⟩1/2 + ⟨𝑙,𝑄2𝑙⟩1/2

)︁(︂ 1

⟨𝑙,𝑄1𝑙⟩1/2
𝑄1 +

1

⟨𝑙,𝑄2𝑙⟩1/2
𝑄2

)︂
,

𝑞+ = 𝑞1 + 𝑞2.

(2.33)

Изменяя параметр 𝑙 можно получить точную сумму эллипсоидов 𝐸(𝑞1,𝑄1)

и 𝐸(𝑞2,𝑄2):

𝐸(𝑞+,𝑄+) = ∩
⟨𝑙,𝑙⟩=1

𝐸(𝑞+,𝑄+
𝑙 ). (2.34)

Аппроксимацию выпуклого множества можно получить с любой точностью в

результате пересечения конечного числа аппроксимирующих сверху эллипсо-

идов. Поэтому для повышения точности оценивания Куржанским А.Б. было

предложено вычислять аппроксимацию параллельно для различных значений

параметра 𝑙 и в качестве оценки брать пересечение полученных эллипсоидов,

хотя это требует увеличение вычислительных ресурсов.

Информационное множество вычисляется как пересечение эллипсоида

𝐸(𝑞+,𝑄+) и эллипсоида 𝐸(𝑦𝑘+1,𝑄
+
𝑦𝑘+1

), описывающего множество, совместимое

с измерением. А операция пересечения эллипсоидов сводится к построению пе-

ресечения в классе эллипсоидов, а именно к аппроксимации пересечения двух

эллипсоидов эллипсоидом 𝐸(𝑞𝑥𝑘+1
,𝑄𝑥𝑘+1

), а поскольку решается задача гаран-

тированного оценивания вектора состояния, то строится внешняя аппроксима-
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ция результата пересечения двух эллипсоидов минимального объема (рис.1.6).

Для вычисления пересечения множеств использован метод 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛_𝑒𝑎 па-

кета Ellipsoidal Toolbox. Вычисление параметров аппроксимирующего эллип-

соида наименьшего объёма сводится к решению системы нелинейных уравне-

ний [147,148]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̃�+ = 𝛼𝑋,

𝑋 = 𝜋𝑊1 + (1− 𝜋)𝑊2,

𝛼 = 1− 𝜋(1− 𝜋)⟨(𝑞2 − 𝑞1),𝑊2𝑋
−1𝑊1(𝑞2 − 𝑞1)⟩,

𝑞+ = 𝑋−1(𝜋𝑊1𝑞1 + (1− 𝜋)𝑊2𝑞2),

0 = 𝛼|𝑋|2𝑡𝑟(𝑋−1(𝑊1 −𝑊2))

− 𝑛|𝑋|2(2⟨𝑞+,𝑊1𝑞1 −𝑊2𝑞2⟩+ ⟨𝑞+, (𝑊2 −𝑊1)𝑞
+⟩

− ⟨𝑞1,𝑊1𝑞1⟩+ ⟨𝑞2,𝑊2𝑞2⟩),

(2.35)

где 𝑞+ = 𝑞𝑥𝑘+1
, �̃�+ = 𝑄𝑥𝑘+1

, 𝑞1 = 𝑞+, 𝑞2 = 𝑦𝑘+1, 𝑊1 = (𝑄+)−1, 𝑊2 = (𝑄+
𝑦𝑘+1

)−1.

Пример.Проведем сравнение аппроксимации информационного множества

на примере двумерной модели (2.3):

𝐴 =

(︃
0.9976 0.04636

−0.09278 0.8584

)︃
, Γ =

(︃
0.014 0.002

0.002 0.014

)︃
,

𝐺, 𝐻 – единичные матрицы размера 2× 2.

Для аппроксимации информационного множества многогранником зададим

множества 𝑋0, 𝑊 , 𝑉 (рис.2.4) в виде систем линейных неравенств:

𝑋0 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝑥0 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.0316

0.0141

0.0316

0.0141

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑊 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝑤𝑘 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1.7321

1

1.7321

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑉 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑣𝑘 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.02

0.1

0.02

0.1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Для аппроксимации информационного множества эллипсом зададим огра-

ничения на начальное состояние, возмущения и помехи в виде эллипсов, впи-

санных во множества 𝑋0, 𝑊 , 𝑉 . Эллипсы 𝐸𝑥0
, 𝐸𝑤 и 𝐸𝑣 являются эллипсами в

центре координат (рис.2.4) и заданы следующими уравнениями:

𝐸𝑥0
= {𝑥0 ∈ 𝑅𝑛𝑥|⟨𝑥0, 𝑄−1

𝑥 𝑥0⟩ ≤ 1},

𝐸𝑤 = {𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤|⟨𝑤𝑘, 𝑄
−1
𝑤 𝑤𝑘⟩ ≤ 1, 𝑘 = 0,...,𝑁},

𝐸𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 |⟨𝑣𝑘, 𝑄−1
𝑣 𝑣𝑘⟩ ≤ 1, 𝑘 = 0,...,𝑁},

где

𝑄𝑥0
=

(︃
1 0

0 0.2

)︃
· 10−3, 𝑄𝑤 =

(︃
3 0

0 1

)︃
, 𝑄𝑣 =

(︃
0.4 0

0 10

)︃
· 10−3.

При моделировании процесса 𝑥𝑘, 𝑦𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...,𝑁 будем считать, что на-

чальное состояние системы равно 0, а возмущения 𝑤𝑘 и ошибок измерений

𝑣𝑘 при реализованы внутри соответствующих эллипсов случайным образом

(рис.2.5,2.6). На рис. 5.6 показана эволюция информационных множеств.
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Рис. 2.4. Априорные ограничения на начальное состояние 𝑥0, возмущения 𝑤𝑘 и
помехи измерений 𝑣𝑘

Множественные оценки можно строить и по результатам фильтра Калмана.

Действительное значение вектора состояния объекта на уровне 3𝜎 попадает во

множество

(𝑥𝑘 − �̂�𝑘)𝑃
−1
𝑘 (𝑥𝑘 − �̂�𝑘)

′ ≤ 𝑙2. (2.36)

Параметр 𝑙 выбирается в зависимости от размерности вектора 𝑥 и доверитель-

ной вероятности. Например, для двумерного пространства вероятность нахож-

дения вектора внутри эллипса при 𝑙 = 3 равна 0,989 [14]. Сравним доверитель-
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Рис. 2.5. Реализация процесса
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Рис. 2.6. Вектор состояния 𝑥𝑘 (сплошная линия) и измерения 𝑦𝑘 (пунктир)

ные области, построенные с помощью фильтра Калмана, и информационные

множества, построенные с помощью минимаксного фильтра.

Зададим ковариационные матрицы 𝑃0, 𝑄 и 𝑅 в соответствии с эллипсами

𝐸𝑥0
, 𝐸𝑤, 𝐸𝑣:

𝑃0 =
1

9
·

(︃
1 0

0 0.2

)︃
· 10−3, 𝑄 =

1

9
·

(︃
3 0

0 1

)︃
, 𝑅 =

1

9
·

(︃
0.4 0

0 10

)︃
· 10−3.

Построим аппроксимации информационных множеств 𝑋𝑘 прямоугольни-

ком с гранями, нормали которых записаны по строкам матрицы 𝐴𝑥𝑘+1
=
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(︃
1 0 −1 0

0 1 0 −1

)︃𝑇

и эллипсоидами c направляющими векторами 𝐿 =

(︃
1 0

0 1

)︃
.

Также рассмотрим оценки фильтра Калмана и сравним доверительные множе-

ства, полученные на основе оценок фильтра Калмана, с аппроксимацией эл-

липсоидами и многогранниками (рис.2.7). Результаты оценивания приведены в

табл.2.1.

а)𝑘 = 4 б)𝑘 = 21

Рис. 2.7. Сравнение аппроксимаций информационных множеств �̄�𝑘 эллипсами
𝐸𝑘, многоугольниками 𝑋𝑘 и доверительных областей �̃�𝑘
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Таблица 2.1. Результаты оценивания.

𝑘 𝑏𝑥𝑘
𝑞𝑥𝑘

𝑄𝑥𝑘
�̂�𝑘 𝑃𝑘

1

⎛⎜⎜⎝
0.0006
0.0325
0.0394
0.0321

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0167
−0.0000

)︂ (︂
0.0007 0.0000
0.0000 0.0012

)︂ (︂
−0.0155
0.0001

)︂ (︂
0.0029 0.0000
0.0000 0.0032

)︂

2

⎛⎜⎜⎝
0.0071
0.0490
0.0329
0.0451

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0133
0.0008

)︂ (︂
0.0007 0

0 0.0036

)︂ (︂
−0.0137
0.0015

)︂ (︂
0.0025 0.0003
0.0003 0.0040

)︂

3

⎛⎜⎜⎝
−0.0195
0.0604
0.0595
0.0568

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0377
0.0009

)︂ (︂
0.0005 0

0 0.0073

)︂ (︂
−0.0314
0.0001

)︂ (︂
0.0025 0.0003
0.0003 0.0044

)︂

4

⎛⎜⎜⎝
0.0096
0.0746
0.0275
0.0615

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0075
−0.0098

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
−0.0151
0.0048

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0047

)︂

5

⎛⎜⎜⎝
0.0126
0.0825
0.0274
0.0711

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0074
−0.0175

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
−0.0098
0.0051

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0049

)︂

6

⎛⎜⎜⎝
0.0223
0.0908
0.0177
0.0797

⎞⎟⎟⎠ (︂
0.0023
−0.0026

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
−0.0015
0.0061

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0050

)︂

7

⎛⎜⎜⎝
0.0303
0.0921
0.0097
0.0879

⎞⎟⎟⎠ (︂
0.0103
−0.0079

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
0.0066
0.0059

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0051

)︂

8

⎛⎜⎜⎝
0.0099
0.0897
0.0301
0.0957

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0101
−0.0103

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
−0.0048
0.0018

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0051

)︂

9

⎛⎜⎜⎝
−0.0016
0.0950
0.0416
0.1006

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0216
−0.0050

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
−0.0163
−0.0003

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0051

)︂
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

21

⎛⎜⎜⎝
−0.0499
0.0948
0.0899
0.0935

⎞⎟⎟⎠ (︂
−0.0699
−0.0052

)︂ (︂
0.0004 0

0 0.0100

)︂ (︂
−0.0624
0.0124

)︂ (︂
0.0025 0.0004
0.0004 0.0052

)︂
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Рис. 2.8. Эволюция информационных множеств

Размер аппроксимирующих эллипсов получился значительно больше ап-

проксимирующего прямоугольника и доверительного эллипса. При аппрокси-

мации эллипсами точность теряется дважды при аппроксимации результатов

суммы эллипсов и пересечения эллипсов. Аппроксимация многоугольниками

позволяет уменьшить потери точности. Кроме того, повысить точность можно,

если аппроксимировать информационное множество многогранником с боль-

шим числом граней, а не брусом. Время вычисления аппроксимации многогран-

никами на 1 шаг оказалось меньше, чем при аппроксимации эллипсами. Для

вычисления эллипсоидальных оценок на 1 шаг потребовалось в среднем 0.12с,

а для вычисления многоугольников – 0.03с. Для построения эллипсоидальной

аппроксимации требуется больше времени, так как при вычислении пересече-

ния эллипсов решается задача вычисления расстояния между эллипсами для

определения факта наличия пересечения, которая является нелинейной зада-

чей оптимизации. А в алгоритме аппроксимации многогранниками решается

ряд задач линейного программирования, для решения которые применён метод

внутренней точки, который, как известно, в вычислительном плане является

эффективным [159,172].
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Размеры доверительных эллипсов получились меньше аппроксимирующих

множеств. Однако, при использовании вероятностного подхода нельзя получить

гарантированные оценки вектора состояния подвижного объекта. Для некото-

рых реализаций процесса истинные значения вектора состояния находятся за

пределами доверительных областей, полученных на основе фильтра Калмана.

В рассмотренном примере на шагах 𝑘 = 21 истинное значение вектора состо-

яния объекта находится за границей доверительного эллипса. Это можно объ-

яснить тем, что фильтр Калмана построен в предположении, что возмущения

и помехи измерений имеют нормальное распределение с нулевым математиче-

ским ожиданием и известной матрицей ковариации, но в данной реализации

процесса возмущения и помехи были реализованы равномерно внутри соответ-

ствующих множеств. Как было отмечено ранее, фильтр Калмана позволяет по-

лучить оптимальную оценку на множестве реализаций, а в случае единственной

реализации процесса не имеется статистическая информация или может быть

недостаточной и недостоверной, поэтому применение фильтра Калмана может

быть необоснованным. Минимаксный фильтр гарантирует нахождение истин-

ного состояния внутри информационного множества.

Кроме того, в результате моделирования было отмечено, что при увеличении

точности измерителя, то есть при уменьшении множества 𝑉 на большинстве

шагов аппроксимирующий эллипсоид оказался примерно равным множеству,

совместимому с измерением. В этом случае вклад модели в оценку оказался

незначительным. Это связано с тем, что на этих шагах множество совместимое

с измерением или большая его часть находились внутри множества прогнозов

и аппроксимация пересечения оказывалась близка к множеству 𝐸(𝑦𝑘, 𝑄𝑣).

2.5 Оценка вычислительной сложности алгоритма

Алгоритм, описанный в п.2.3, заключается в решении ряда задач линейно-

го программирования. Поэтому вычислительная сложность алгоритма оцени-

вания определяется размерностью систем линейных неравенств и уравнений,

описывающих векторное пространство, для которого решается оптимизацион-

ная задача, а также количеством решаемых задач линейного программирова-

ния.
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Наиболее известным методом решения задач линейного программирования

является симплекс-метод, который является алгоритмом с экспоненциальной

сложностью, хотя при решении прикладных задач показывает хорошие резуль-

таты. В 1979г. было показано, что линейное программирование относится к

классу полиномиально разрешимых задач, что привело к созданию целого клас-

са эффективных алгоритмов линейного программирования — методов внутрен-

ней точки [146]. Для задачи линейного программирования

min
𝑥
𝑐𝑇𝑥

при

𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0,

где 𝑐 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑚 количество итераций определяется как 𝑂(𝑛𝑀), а

количество операций - 𝑂(𝑛3.5𝑀), где 𝑀 - число бит входных данных:

𝑀 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

⌈𝑙𝑜𝑔2(|𝑎𝑖𝑗|+ 1) + 1⌉,

при этом 𝑎𝑖0 = 𝑏𝑖, 𝑎0𝑗 = 𝑐𝑗 [159,172].

При использовании алгоритма, описанного в п.2.3, для системы (1.14) раз-

мерность задачи линейного программирования 𝑛 зависит от размерности век-

торов 𝑥𝑘, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘 и ширины окна 𝐿:

𝑛 = 𝑛𝑥 + (𝑛𝑥 + 𝑛𝑤 + 𝑛𝑣)𝐿. (2.37)

Число ограничений в системе линейных уравнений (2.26) равно (𝑛𝑥+𝑛𝑦)𝐿, в

системе линейных неравенств (2.27) не менее 2((𝑛𝑤+𝑛𝑣)𝐿+𝑛𝑥). Например, при

рассмотрении бокового движения летательного аппарата [168], когда 𝑛𝑥 = 6,

𝑛𝑤 = 4, 𝑛𝑦 = 2, 𝑛𝑣 = 2, размерность системы линейных уравнений (2.26) равна

8×18 при 𝐿 = 1, 16×30 при 𝐿 = 2, 80×126 при 𝐿 = 10, а размерность системы

(2.27) равна 24× 18 при 𝐿 = 1, 44× 30 при 𝐿 = 2, 172× 126 при 𝐿 = 10.

Информационное множество описывается системой линейных неравенств

𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑘, где 𝐴𝑥𝑘

∈ 𝑅𝑙×𝑛, 𝑏𝑘 ∈ 𝑅𝑙. Тогда для хранения информационного

множества требуется 8𝑙(𝑛+ 1) байт машинной памяти.
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Приведем оценку затрат машинного времени для вычисления аппроксима-

ции информационного множества параллелепипедом для моделей различных

размерностей. В таблице 2.2 приведены оценки времени вычисления аппрокси-

мации на одном шаге для систем различных размерностей при различной ши-

рине окна 𝐿. Вычисления проводились в среде Matlab R2010a на компьютере с

процессором Intel(R) Core(TM) i7-4702MQ c тактовой частотой 2.20ГГц и ОЗУ

8ГБ. На рис. 2.9 приведены графики зависимости времени вычисления аппрок-

симации от размерности системы 𝑛 для различных значений 𝐿. При увеличении

окна время, требуемое для вычисления оценки, растет нелинейно, например, в

первой модели, когда размерности вектора состояния, измерения, возмущения

и помех равно 2 при увеличении окна в 10 раз размерность 𝑛 выросла в 7.8

раза, а время выросло в 1.7 раза. В последнем случае, когда размерность 𝑛𝑥

равна 18 при увеличении 𝐿 в 10 раз время выросло в 3,5 раза.

Таблица 2.2. Вычислительные затраты.

𝑛𝑥 𝑛𝑦 𝑛𝑤 𝑛𝑣 𝐿 𝑛 Время, c
2 2 2 2 1 8 0.023
2 2 2 2 2 14 0.025
2 2 2 2 10 62 0.040
2 1 1 0 1 5 0.009
2 1 1 0 2 8 0.010
2 1 1 0 10 32 0.011
6 2 4 2 1 18 0.078
6 2 4 2 2 30 0.082
6 2 4 2 10 126 0.163
8 8 8 8 1 32 0.108
8 8 8 8 2 56 0.140
8 8 8 8 10 248 0.390
18 6 9 6 1 51 0.401
18 6 9 6 2 84 0.721
18 6 9 6 10 348 1.389

При ограниченных вычислительных ресурсах уменьшить время вычисления

аппроксимации можно, если вычислять оценки не по всем координатам, а по

наиболее важным направлениям.
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Рис. 2.9. Вычислительные затраты

Поскольку время вычисления оценки зависит от размерности системы, то

для уменьшения вычислительных затрат, как и при реализации фильтра Кал-

мана, проводят редукцию размерности или декомпозицию математических мо-

делей объектов управления с сохранением свойств подвижного объекта [96].

2.6 Выводы по главе

1. Разработан метод моделирования эволюции информационных множеств

�̄�𝑘 с помощью неявного задания вектора состояния подвижных объек-

тов, функционирующих в условиях неопределённости, системами линейных

уравнений и неравенств, в которых в качестве переменных выступают век-

тор состояния подвижного объекта 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥, векторы возмущения 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤

и помех измерения 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 , соответствующих 𝐿 последним измерениям

𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑦 . После проведения 𝐿 измерений размерность системы линейных

уравнений равна ((𝑛𝑥 + 𝑛𝑦)𝐿) × (𝑛𝑥 + (𝑛𝑥 + 𝑛𝑤 + 𝑛𝑣)𝐿), а системы линей-

ных неравенств не менее (2((𝑛𝑤 + 𝑛𝑣)𝐿+ 𝑛𝑥))× (𝑛𝑥 + (𝑛𝑥 + 𝑛𝑤 + 𝑛𝑣)𝐿).

2. Разработан численный алгоритм полиэдральной аппроксимации информа-

ционного множества �̄�𝑘 сверху многогранником заданной формы 𝑋𝑘 без
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выполнения операций суммы Минковского и пересечения множеств. В ал-

горитме используется разработанная математическая модель описания эво-

люции информационных множеств, а построение множественных оценок

вектора состояния сводится к решению ряда задач линейного программи-

рования. В зависимости от имеющихся вычислительных ресурсов имеется

возможность уточнить гарантированную оценку вектора состояния, вклю-

чив в систему линейных уравнений и неравенств, описывающую информа-

ционное множество, данные не на последнем шаге, а на 𝐿 последних шагах.

3. Разработанный численный алгоритм позволяет получить не только гаран-

тированную оценку вектора состояния, но и гарантированную оценку воз-

мущений и помех, действующих на подвижный объект, что может быть в

дальнейшем использовано для прогнозирования и построения адаптивного

алгоритма оценивания.

4. Проведено сравнение оценок, полученных в результате метода полиэдраль-

ной аппроксимации, с гарантированными оценками в виде эллипсов и до-

верительными множествами, полученными по результатам оценки фильтра

Калмана. Потери точности при аппроксимации многогранниками получа-

ются меньше, чем при аппроксимации эллипсоидами. Доверительные обла-

сти могут быть меньше аппроксимаций многогранниками и эллипсоидами,

но истинное состояние системы может не находиться внутри данной обла-

сти.

5. Приведены временные затраты для вычисления полиэдральной аппрокси-

мации для систем различных размерностей. Время, требуемое для вычисле-

ния аппроксимации зависит от размерностей фазового вектора, возмущения

и помехи, от количества граней аппроксимирующего многогранника, а так-

же от ширины окна, то есть от количества последних измерений, которые

учитываются при вычислении текущей оценки. При этом при увеличении

окна время, требуемое для вычисления оценки, растет нелинейно, напри-

мер, при увеличении окна в 10 раз, время возрастает в 1.7 − 3.7 раза в

зависимости от размерности векторов состояния, измерения, возмущений и

помех. Оценить время оценивания для конкретного подвижного объекта и

конкретной вычислительной машины можно на этапе проектирования.
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Глава 3. Алгоритмы гарантированного оценивания с

учётом особенностей математических моделей

процессов в подвижных объектах

3.1 Использование особенностей математических моделей

процессов в подвижных объектах в задаче гарантированного

оценивания

Алгоритмы оценивания вектора состояния, описанные в п.2.2,2.3, рассмот-

рены в предположении, что математическая модель возмущений и помех задана

в виде множества их возможных значений. То есть оценка вектора состояния

строится для всех возможных значений возмущений 𝑤𝑘 и помех 𝑣𝑘 из заданных

множеств. Однако, на практике может присутствовать дополнительная инфор-

мация о характере возмущений и помех, учёт которой может способствовать

повышению точности и скорости оценивания. Например, значения возмущений

и помех могут быть не только ограничены, но и иметь ограниченные прираще-

ния по координатам [61,119]:

|𝑤𝑘+1(𝑖)− 𝑤𝑘(𝑖)| ≤ 𝛿𝑤(𝑖), 𝑖 = 1,..,𝑛𝑤,

|𝑣𝑘+1(𝑗)− 𝑣𝑘(𝑗)| ≤ 𝛿𝑣(𝑗), 𝑗 = 1,..,𝑛𝑣,
(3.1)

где 𝛿𝑤, 𝛿𝑣 - заданные величины, 𝑖,𝑗- координаты векторов 𝑤𝑘, 𝑣𝑘.

При использовании фильтра Калмана предполагается, что возмущения и

помехи являются случайными величинами с математическим ожиданием, рав-

ным нулю. Это свойство возмущений и помех может быть использовано и в

гарантированном подходе. Для этого предполагают осреднение возмущений и
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помех по координатам:

⃒⃒⃒⃒
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜖𝑤(𝑖), 𝑖 = 1,..,𝑛𝑤,⃒⃒⃒⃒

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑗)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜖𝑣(𝑗), 𝑗 = 1,..,𝑛𝑣,

(3.2)

где 𝜖𝑤, 𝜖𝑣 - заданные величины.

Условия (3.1), (3.2) являются линейными и могут быть включены в систе-

му (2.10) в алгоритме 1 в п.2.3 для получения более точной оценки вектора

состояния.

Кроме того, возмущения и помехи могут быть заданы в виде линейной ком-

бинации функций с неизвестными параметрами:

𝑤𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜑𝑖𝑘,

𝑣𝑘 =
𝑙∑︁

𝑖=1

𝛽𝑖𝜓𝑖𝑘,

(3.3)

где 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 - неизвестные постоянные коэффициенты. Например, в некоторых

случаях внешние возмущения и помехи могут быть представлены в виде опре-

делённой линейной комбинации некоррелированных случайных величин, гар-

монических функций и др. Тогда по результатам измерения определённых

выходных величин требуется определить не только вектор состояния сите-

мы, но и параметры процесса, то есть коэффициенты в разложении (3.3)

[1, 12,45,46,81,94,102,129,157,165].

Также рассматривают динамические модели без возмущений [49]{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘;

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...𝑁,

или с точными, но неполными измерениями [3,14,63,116]{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + Γ𝑤𝑘;

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...𝑁.
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Если данные системы были получены не в результате расширения вектора со-

стояния, то в этих случаях в системах линейный уравнений (2.8) и неравенств

(2.10), описывающих динамику системы с 0-го по 𝑘-й шаг, отсутствуют пере-

менные возмущений и помех, а также ограничения на них. Размерность про-

странства неизвестных переменных и размер систем получается меньше, что

влияет на скорость решения задачи.

Рассмотрим возможность уточнения оценки и уменьшения времени вычис-

лений для некоторых особенностей модели и процесса.

3.2 Моделирование эволюции информационных множеств при

разложении возмущения по системе функций

В теории адаптивного управления развивается ряд подходов к синтезу си-

стем в условиях неопределённости, обусловленной действиями возмущений. Со-

ответствующие формальные постановки задач адаптивного управления отлича-

ются способами учета неопределённости возмущающих воздействий. В некото-

рых условиях функционирования системы информация о возмущения может

быть доопределена, а не ограничена только множеством возможных значений

𝑊 . При решении ряда задач анализа и синтеза систем автоматического управ-

ления применяются канонические и неканонические разложения случайных

возмущений [1,2,12,23,47,92,102,129], что позволяет снизить неопределённость

в системе и повысить точность оценивания и управления. Например, плотность

воздуха, температуру воздуха, составляющие скорости ветра представляют в

виде определённой линейной комбинации некоррелированных случайных вели-

чин [129]. Пусть о возмущениях 𝑤𝑘, 𝑘 = 0,1,...,𝑁 имеется больше априорной

информации и их можно представить в виде разложения по системе функций

𝜑𝑖𝑘 ∈ 𝑅𝑚 [1, 2, 47,81]:

𝑤𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜑𝑖𝑘, 𝑘 = 0,1,...,𝑁, (3.4)

где 𝛼𝑖, 𝑖 = 1,...,𝑚 – постоянные неизвестные коэффициенты, которые необходи-

мо вычислять в реальном времени по результатам измерений 𝑦𝑘, 𝑘 = 1,2,...,𝑁 .



70

Например, внешние возмущения могут быть представлены в виде разложе-

ния по системе гармонических функций 𝜑𝑖𝑘 = 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑖𝑡𝑘) [1, 2, 81]. При этом для

сохранения априорных характеристик возмущений число членов канонического

разложения, как правило, не менее десяти [53]. При рассмотрении случайных

параметров атмосферы 𝜉(ℎ), воздействующих на летательный аппарат, таких

как температура, плотность воздуха, составляющие скорости ветра, применяют

неканонические разложения вида [129]

𝜉(ℎ) = 𝛾𝑠𝑖𝑛(Ωℎ) + 𝛽𝑐𝑜𝑠(Ωℎ),

где 𝛾, 𝛽 - независимые нормально распределённые случайные величины, Ω -

случайная частота.

В матричном виде выражение для возмущения (3.4) можно представить как

𝑤𝑘 = Φ𝑘𝛼, (3.5)

где Φ𝑘 =
[︁
𝜑1𝑘 𝜑2𝑘 ... 𝜑𝑚𝑘

]︁
- матрица, 𝛼 =

[︁
𝛼1 𝛼2 ... 𝛼𝑚

]︁𝑇
- вектор соответ-

ствующей размерности. Тогда модель системы можно представить в виде{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + ΓΦ𝑘𝛼,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...,𝑁.
(3.6)

Далее рассмотрим алгоритм гарантированного оценивания векторов состо-

яния 𝑥𝑘 и неизвестных коэффициентов 𝛼 в разложении возмущения по системе

функций в системе (3.6) используя неявное описание состояния системами ли-

нейных уравнений и неравенств на основе подхода, описанного в п.2.3.

Алгоритм

Шаг 1. Запишем модель системы (3.6) с расширенным вектором состояния

𝑧𝑘: {︃
𝑧𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑧𝑘;

𝑦𝑘+1 = �̃�𝑧𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1,
(3.7)

где 𝑧𝑘 =
[︁
𝑥𝑘 𝛼

]︁′
, 𝐴𝑘 =

[︃
𝐴 ΓΦ𝑘

0 𝐼

]︃
, �̃� =

[︁
𝐺 0

]︁
.
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Шаг 2. На 𝑘-м шаге система линейный уравнений, описывающая систему с

0 шага имеет вид: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 − 𝐴0𝑧0 = 0;

𝑧2 − 𝐴1𝑧1 = 0;

· · ·

𝑧𝑘 − 𝐴𝑘−1𝑧𝑘−1 = 0;

�̃�𝑧1 +𝐻𝑣1 = 𝑦1;

�̃�𝑧2 +𝐻𝑣2 = 𝑦2;

· · ·

�̃�𝑧𝑘 +𝐻𝑣𝑘 = 𝑦𝑘.

(3.8)

Система линейных неравенств, описывающая ограничения в системе (3.7)

системы с 0 шага имеет вид: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

;

𝐴𝑤Φ1𝛼 ≤ 𝑏𝑤;

𝐴𝑤Φ2𝛼 ≤ 𝑏𝑤;

· · ·

𝐴𝑤Φ𝑘𝛼 ≤ 𝑏𝑤;

𝐴𝑣𝑣1 ≤ 𝑏𝑣;

𝐴𝑣𝑣2 ≤ 𝑏𝑣;

· · ·

𝐴𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣.

(3.9)

Шаг 3. Получим оценку вектора 𝑧𝑘 в виде многогранника 𝑍𝑘 : 𝐴𝑧𝑧𝑘 ≤ 𝑏𝑧𝑘 ,

такого что 𝑧𝑘 ∈ 𝑍𝑘. Матрица 𝐴𝑧 определяет форму требуемого многогранника

и задана априорно. В простейшем случае, когда нужно определить границы

значений параметров, многогранник является параллелепипедом, описанным

системой линейных неравенств с матрицей 𝐴𝑧 =
[︁
𝐼 −𝐼

]︁𝑇
. Для каждого на-

правления 𝑎𝑖 (𝑖-я строка матрицы 𝐴𝑧) решаем задачу линейного программиро-

вания

𝑧*𝑘 = argmax ⟨𝑎𝑖, 𝑧𝑘⟩, (3.10)
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при ограничениях (3.8), (3.9), где ⟨𝑎𝑖, 𝑧𝑘⟩ – скалярное произведение векторов и
𝑎𝑖, 𝑧𝑘, тогда 𝑖-я координата вектора 𝑏𝑧𝑘 равна 𝑏𝑧𝑘(𝑖) = ⟨𝑎𝑖, 𝑧*𝑘⟩.

Отметим, чтобы одновременно оценивать вектор состояния 𝑥𝑘 и вектор ко-

эффициентов 𝛼, система (3.7) должна быть наблюдаема относительно расши-

ренного вектора состояния 𝑧𝑘.

Системы (3.8),(3.9) заданы в пространстве (𝑥0,...,𝑥𝑘,𝑣1,...,𝑣𝑘,𝛼). Когда извест-

но только множество возможных значений возмущений 𝑊 состояние подвиж-

ного объекта рассматривается в пространстве (𝑥0,...,𝑥𝑘,𝑣1,...,𝑣𝑘,𝑤0,...,𝑤𝑘−1). В

случае, когда известен вид разложения возмущений по системе функций, раз-

мерность систем линейных уравнений и неравенств (3.8), (3.9), описывающих

состояние системы на 𝑘-м шаге получается на 𝑘 · 𝑛𝑤 −𝑚 меньше аналогичных

систем, описывающих систему, когда известно только множество возможных

значений возмущений за счёт того, что вектор коэффициентов 𝛼 ∈ 𝑅𝑚 являет-

ся постоянным. Это позволяет уменьшить время вычисления оценок.

В случае, если известен вид разложения помех измерений 𝑣𝑘, данная инфор-

мация может быть учтена в системе аналогичным образом.

Рассмотрим применение описанного алгоритма для оценивания вектора со-

стояния подвижного объекта, когда возмущение 𝑤𝑘 представлено в виде линей-

ной комбинации из двух гармонических функций с неизвестными постоянными

коэффициентами. Сравним результаты оценивания с оценками, полученными в

случае, когда задано только множество возмущений 𝑊 .

Пример. Пусть в модели (3.6) заданы следующие матрицы:

𝐴 =

(︃
0.9 0.01

−0.1 0.9

)︃
, Γ =

(︃
0.1

5

)︃
, 𝐺 = 𝐼2×2, 𝐻 = 𝐼2×2.

Множества возможных значений начального состояния, возмущений и помех

являются многоугольниками:

𝑋0 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝑥0 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
8 · 10−4

4 · 10−2

8 · 10−4

4 · 10−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑊 :

(︃
1

−1

)︃
𝑤𝑘 ≤

(︃
2

2

)︃
· 10−3,
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𝑉 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑣𝑘 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1.5 · 10−4

0.02

1.5 · 10−4

0.02

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Рассмотрим случай, когда возмущения можно представить в виде разложе-

ния:

𝑤𝑘 = 𝛼1 sin

(︂
𝜋𝑘

7

)︂
+ 𝛼2 cos

(︂
𝜋𝑘

7

)︂
, (3.11)

где 𝛼1, 𝛼2 - неизвестные постоянные коэффициенты. При моделировании про-

цесса коэффициенты были приняты равными 1.1 · 10−3. Построим множествен-
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2.5
x 10
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Рис. 3.1. Реализация возмущений (пунктир – реализовавшееся возмущения,
сплошная линия – граница множества возможных значений)

ные оценки вектора состояния, когда известно только множество возможных

возмущений (рис. 3.2) и с учётом информации о виде разложения возмущения

(3.11) (рис.3.3). В случае, когда известен вид разложения возмущения, диапазон

возможных значений координат вектора состояния получился уже. Например,

на шаге 𝑘 = 20 диапазон возможных значений по первой координате получился

в 3.1 раз меньше, а по второй – в 5.8 раз меньше, чем в случае, когда извест-

но только множество возможных значений возмущений. Кроме того, дополни-

тельная информация о характере изменения возмущений позволила сократить

время вычисления оценок для 𝑁 = 20 в 2.5 раза.

Описанный алгоритм полиэдральной аппроксимации позволяет получить

оценки коэффициентов в разложении (рис.3.4). По мере накопления данных
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Рис. 3.2. Результаты
гарантированного оценивания в
случае, когда известно только
множество возможных значений
возмущений (пунктир – истинное
значение вектора состояния,
сплошная линия – граница
множественных оценок)
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Рис. 3.3. Результаты
гарантированного оценивания в
случае, когда известен вид

разложения возмущений (пунктир –
истинное значение вектора состояния,

сплошная линия – граница
множественных оценок).
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Рис. 3.4. Оценка коэффициентов в разложении (пунктир – истинное значение
коэффициентов, сплошная линия – граница множества возможных значений)

оценка коэффициентов улучшается. К шагу 𝑘 = 20 оценка коэффициентов 𝛼1,

𝛼2 получилась в 14.5 раз лучше по сравнению с априорными оценками. После

шага 𝑘 = 20 оценки коэффициентов не улучшались, поэтому на последующих

шагах их можно не оценивать, приняв ограничение на 𝛼1, 𝛼2 , полученные на

шаге 𝑘 = 20, что позволить уменьшить время вычисления оценки вектора 𝑥𝑘.
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Таким, образом, данный алгоритм позволяет проводить идентификацию мо-

дели возмущений, что может быть использовано для разработки адаптивных

алгоритмов оценивания.

Численные эксперименты показали, что частота колебаний влияет на точ-

ность оценки. Чем меньше частота колебаний, тем точнее получается оценка.

Как уже отмечалось ранее (п.1.2), точность оценки, т.е. размер полученного

множества, зависит не только от исходных данных, но и от реализации про-

цесса, а именно от того, как соотносятся реализованные возмущения и помехи:

когда они реализуются на границе соответствующих множеств и имеют проти-

воположное направление, информационное множество может даже стянуться в

точку. Для данной модели системы получается, чем меньше частота колебаний

возмущений, тем большее время возмущения реализуются вблизи границы мно-

жества 𝑊 , а значит появляется возможность получить более точную оценку в

зависимости от реализации помех измерений.

Отметим, что точность оценки коэффициентов в разложении (3.4) и вре-

мя 𝑘, за которое можно уточнить априорные ограничения на коэффициенты,

зависит от числа функций в разложении. Определить время и точность оце-

нивания коэффициентов можно на этапе проектирования системы управления

подвижным объектом.

3.3 Оценка состояния для математических моделей объектов с

трёхмерным вектором состояния

Часто на практике для описания движения используют модели третьего

порядка, когда возмущения действуют по одной координате и измерения про-

водятся по одной из координат. Например для описания продольного или попе-

речного движения БИНС [39], используются модели вида:

�̇� =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞⎟⎟⎠𝑥+

⎛⎜⎜⎝
0

0

1

⎞⎟⎟⎠𝑤, (3.12)

𝑦 =
(︁
1 0 0

)︁
𝑥+ 𝑣. (3.13)



76

где 𝑥 =
(︁
Δ𝑋,Δ𝑉𝑥,Δ𝑎𝑥

)︁′
- рассматриваемый вектор системы, 𝑤 - возмущения,

действующие на систему, 𝑦 - измерения, 𝑣 - помехи измерений.

Приведём модель к дискретному виду:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 + 𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...,𝑁,
(3.14)

где 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 𝜏 0

0 1 𝜏

0 0 1

⎞⎟⎟⎠, Γ =
(︁
0 0 𝜏

)︁′
, 𝐺 =

(︁
1 0 0

)︁
, 𝜏 -время дискретизации.

На начальное состояние, возмущения и помехи измерения заданы ограниче-

ния:

𝑥0 ∈ �̄�0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊 : 𝑤𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 : 𝑣𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 𝑣𝑚𝑎𝑥.

(3.15)

Приведём алгоритм построения аппроксимации информационного множе-

ства в виде параллелепипеда, т.е. будем искать диапазон возможных значений

по каждой из координат вектора состояния подвижного объекта. Алгоритм

учитывает особенность множеств возмущений и помех и основан на анализе

положения множества прогнозов относительно множества, совместного с из-

мерением. В результате оценки на каждом шаге получаем аппроксимирующий

информационное множество параллелепипед в виде набора вершин. Множества

прогнозов на каждом шаге являются многогранниками одной и той же формы,

но разного размера, координаты этих многогранников выражаются через ко-

ординаты аппроксимирующего параллелепипеда и множества возмущений. Да-

лее вычисляются координаты пересечения множества прогнозов и множества,

совместимого с измерением. В алгоритме не используются итерационные про-

цедуры, выполняется заранее известное число операций, в связи с чем время

вычисления аппроксимации сравнимо с временем, требуемым для вычисления

оценок фильтра Калмана.

Алгоритм

Шаг 1. 𝑘 = 0.
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Шаг 2. Оценка 𝑋𝑘 на 𝑘-м шаге представляет собой параллелепипед:

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘 ≤ 𝑥𝑘,1 ≤ 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘,

𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘 ≤ 𝑥𝑘,2 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘,

𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘 ≤ 𝑥𝑘,3 ≤ 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘.

Координаты вершин множества 𝑋𝑘:

𝑉 1 : (𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 5 : (𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

𝑉 2 : (𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 6 : (𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

𝑉 3 : (𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 7 : (𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

𝑉 4 : (𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 8 : (𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘).

После линейного преобразования множества 𝑋𝑘 получаем множество 𝐴𝑋𝑘

с вершинами:

𝑉 1′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 5′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

𝑉 2′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 6′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

𝑉 3′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 7′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

𝑉 4′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘), 𝑉 8′ : 𝐴(𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘, 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘, 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘),

Шаг 3. Построим множество прогнозов 𝑋𝑘+1/𝑘 как сумму Минковского мно-

жеств 𝐴𝑋𝑘 и Γ𝑊 . Координаты полученного множества:

𝑆1 : 𝑉 1′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑖𝑛), 𝑆7 : 𝑉 7′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑎𝑥),

𝑆2 : 𝑉 2′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑖𝑛), 𝑆8 : 𝑉 8′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑎𝑥),

𝑆3 : 𝑉 3′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑖𝑛), 𝑆9 : 𝑉 2′ + (0,0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑎𝑥), (3.16)

𝑆4 : 𝑉 4′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑖𝑛), 𝑆10 : 𝑉 3′ + (0,0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑎𝑥),

𝑆5 : 𝑉 5′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑎𝑥), 𝑆11 : 𝑉 5′ + (0,0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑖𝑛),

𝑆6 : 𝑉 6′ + (0, 0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑎𝑥), 𝑆12 : 𝑉 6′ + (0,0, 𝜏 · 𝑤𝑚𝑖𝑛).

Множество ребер множества 𝑋𝑘+1/𝑘 образуется следующими парами вер-

шин:
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𝐸1 : (𝑆1 𝑆2), 𝐸10 : (𝑆11 𝑆12),

𝐸2 : (𝑆2 𝑆9), 𝐸11 : (𝑆6 𝑆9),

𝐸3 : (𝑆7 𝑆8), 𝐸12 : (𝑆7 𝑆10),

𝐸4 : (𝑆9 𝑆10), 𝐸13 : (𝑆3 𝑆4),

𝐸5 : (𝑆1 𝑆11), 𝐸14 : (𝑆5 𝑆6), (3.17)

𝐸6 : (𝑆4 𝑆12), 𝐸15 : (𝑆5 𝑆11),

𝐸7 : (𝑆2 𝑆3), 𝐸16 : (𝑆4 𝑆1),

𝐸8 : (𝑆3 𝑆10), 𝐸17 : (𝑆6 𝑆7),

𝐸9 : (𝑆8 𝑆5), 𝐸18 : (𝑆8 𝑆12).

Шаг 4. Построим множество, совместимое с измерением, 𝑋[𝑦𝑘+1]. Произво-

дится измерение первой координаты 𝑦𝑘+1 с ошибкой 𝑣𝑘+1 : 𝑣𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑣𝑘+1 ≤ 𝑣𝑚𝑎𝑥,

поэтому множество 𝑋[𝑦𝑘+1] представляет собой часть пространства, ограничен-

ного двумя плоскостями 𝐹1 : 𝑥 = 𝑦𝑘+1−𝑣𝑚𝑎𝑥 и 𝐹2 : 𝑥 = 𝑦𝑘+1−𝑣𝑚𝑖𝑛 и значения
первой координаты вектора состояния 𝑥𝑘+1,1 находятся в следующих пределах:

𝑦𝑘+1 − 𝑣𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑥𝑘+1,1 ≤ 𝑦𝑘+1 − 𝑣𝑚𝑖𝑛. (3.18)

Шаг 5. Найдём точки пересечения рёбер множества прогнозов с множеством,

совместимым с измерением. Для каждого ребра 𝐸𝑖 из (3.17) проверяем, пере-

секает ли оно плоскости 𝐹1 и 𝐹2. Если пересекает, то во множество вершин 𝑃

добавим точки пересечения.

Шаг 6. Проверим, какие из вершин множества прогнозов𝑋𝑘+1/𝑘 лежат внут-

ри множества, совместимого с измерением. Для каждой вершины 𝑆𝑖 из (3.16)

проверим, выполняется ли неравенство (3.18). Если неравенство выполняется,

то добавим данную вершину во множество вершин 𝑃 .

Шаг 7. Найдем оценку вектора состояния 𝑥𝑘+1:
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𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘+1 ≤ 𝑥𝑘+1,1 ≤ 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘+1,

𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘+1 ≤ 𝑥𝑘+1,2 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘+1,

𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘+1 ≤ 𝑥𝑘+1,3 ≤ 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘+1.

𝑥𝑚𝑎𝑥𝑘+1 = max𝑃𝑖∈𝑃 𝑃𝑖(1),

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑘+1 = min𝑃𝑖∈𝑃 𝑃𝑖(1),

𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘+1 = max𝑃𝑖∈𝑃 𝑃𝑖(2),

𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘+1 = min𝑃𝑖∈𝑃 𝑃𝑖(2), (3.19)

𝑧𝑚𝑎𝑥𝑘+1 = max𝑃𝑖∈𝑃 𝑃𝑖(3),

𝑧𝑚𝑖𝑛𝑘+1 = min𝑃𝑖∈𝑃 𝑃𝑖(3),

Шаг 8. 𝑘 = 𝑘 + 1. Если 𝑘 = 𝑁 алгоритм заканчивается, иначе - переходим

к шагу 2.

Оценка состояния, полученная в результате применения данного алгоритма

получается не хуже оценки при интервальном подходе, так как в данном случае

вычисляются точки пересечения множества прогнозов и множества, совмести-

мого с измерением, а при интервальном подходе анализируются только границы

суммируемых и пересекаемых множеств. Данный подход не использует какие-

либо итерационные процедуры, как в решении задачи линейного программиро-

вания, поэтому время вычисления оценки значительно меньше, чем при подходе

с использованием систем линейных уравнений и неравенств и сравнимо со вре-

менем, требуемым для вычисления оценок фильтра Калмана. Однако данный

алгоритм позволяет построить гарантированную оценку только в виде парал-

лелепипеда и использует особенности конкретной модели.

3.4 Гарантированное оценивание состояния переключаемых систем

Многие прикладные задачи приводят к исследованию систем с переключе-

ниями. Системы этого вида широко встречаются на практике в задачах управ-
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ления механическими, электроэнергетическими системами, в управлении лета-

тельными аппаратами, технологическими процессами, трафиком в компьютер-

ных сетях и во многих других областях [51, 151, 167]. Математическая модель

переключаемой системы возникает при исследовании взаимодействия среды,

непрерывно изменяющейся в соответствии с некоторыми физическими зако-

нами, и управляющих элементов, срабатывающих в дискретные моменты вре-

мени, например, в электронных системах автоматического управления самоле-

том, либо автомобилем, системах автоматического регулирования температуры,

влажности в помещении и др. Система с переключениями представляет собой

гибридную систему, состоящую из семейства подсистем и закона переключения,

определяющего в каждый момент времени, какая из подсистем является ак-

тивной. Гибридная система может быть получена также при кусочно-линейной

аппроксимации сложной нелинейной системы дифференциальных уравнений.

Таким образом можно аппроксимировать решения различных задач управле-

ния для нелинейной системы решениями аналогичных задач для гибридной

системы.

Дискретная переключаемая система описана уравнениями [51,151,167]:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝜎(𝑘)𝑥𝑘 +𝐵𝜎(𝑘)𝑢𝑘 + 𝐹𝜎(𝑘)𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐶𝜎(𝑘)𝑥𝑘+1 +𝐷𝜎(𝑘)𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...,𝑁,
(3.20)

где 𝑥𝑘 ∈ R𝑛𝑥 - вектор состояния системы, 𝑢𝑘 ∈ R𝑛𝑢 - известное управление,

𝑤𝑘 ∈ R𝑛𝑤 - возмущение, 𝑦𝑘 ∈ R𝑛𝑦 - измерение, 𝑣𝑘 ∈ R𝑛𝑣 - помехи измерения.

В каждый момент времени 𝑘 ≥ 0 матрица 𝐴𝜎(𝑘) ∈ R𝑛𝑥×𝑛𝑥 может принимать

одно значение из заданного множества матриц {𝐴1,...,𝐴𝑀}, то есть 𝐴𝜎(𝑘) =

𝐴𝑚 при 𝜎(𝑘) = 𝑚 ∈ {1, . . . ,𝑀}; для матриц 𝐵𝜎(𝑘), 𝐹𝜎(𝑘), 𝐶𝜎(𝑘), 𝐷𝜎(𝑘) заданы

аналогичные условия. Но какая подсистема 𝑚 на каждом 𝑘-м шаге является

активной, неизвестно.Начальное состояние системы 𝑥0 ∈ R𝑛𝑥, возмущения 𝑤𝑘 ∈
R𝑛𝑤 , и помехи 𝑣𝑘 ∈ R𝑛𝑣 заданы следующими множествами возможных значений:

𝑥0 ∈ 𝑋0 = {𝑥0 ∈ R𝑛𝑥|𝐻𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

},

𝑤𝑘 ∈ 𝑊 = {𝑤 ∈ R𝑛𝑤|𝐻𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤},

𝑣𝑘 ∈ 𝑉 = {𝑣 ∈ R𝑛𝑣 |𝐻𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣}, (3.21)
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где 𝐻𝑥0
, 𝐻𝑤, и 𝐻𝑣 - заданные матрицы соответствующих размерностей.

Для оценивания состояния переключаемых систем применяют байесовские

фильтры [136], сигма-точечные фильтры Калмана [145]. Недостатки вероят-

ностного подхода описаны в п.1.1. Вероятностные оценки могут быть неточ-

ными при отсутствии статистической информации, что может привести к вы-

ходу из строя оборудования. Поэтому целесообразней применять минимаксный

фильтр, когда получаемые гарантированные оценки позволяют определить, на-

ходится ли состояние объекта в допустимых пределах. Известные подходы к

гарантированному оцениванию переключаемых систем основаны на оценива-

нии состояния каждой подсистемы [137, 163] и объединении полученных мно-

жественных оценок. Для оценивания состояния каждой подсистемы применяют

аппроксимации эллипсодами [52,140,161], параллелотопами [37,141], зонотопа-

ми [134] и др., но как было отмечено в п.1.2, аппроксимации такими множе-

ствами могут быть значительно больше информационных множеств, что мо-

жет приводить к снижению точности оценивания состояния и, как следствие, к

снижению точности и эффективности систем управления.

Рассмотрим гарантированное оценивание состояния переключаемой систе-

мы используя подход, описанный в п.2.3. Для каждого возможного состояния

𝜎(𝑘) переключаемой системы вычисляется аппроксимация информационного

множества. Объединение полученных множеств является результирующей мно-

жественной оценкой вектора состояния переключаемой системы.

Алгоритм

Шаг 1. 𝑘 = 0.

Шаг 2. На каждом шаге 𝑘, управление 𝑢𝑘 и измерение 𝑦𝑘+1 являются из-

вестными величинами, а 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘+1 - неизвестными. Перенесем в системе

уравнений (3.20) неизвестные величины в левую сторону от знака равенства, а

известные - в правую:

[︃
𝐼 −𝐴𝑚 −𝐹𝑚 0

𝐶𝑚 0 0 𝐷𝑚

]︃⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

𝑤𝑘

𝑣𝑘+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

[︃
𝐵𝑚𝑢𝑘

𝑦𝑘+1

]︃
, 𝑚 = 1,...,𝑀. (3.22)
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Шаг 3. Получим систему линейных неравенств из (3.21),описывающую огра-

ничения в системе:

⎡⎢⎢⎣
0 𝐻𝑥𝑘

0 0

0 0 𝐻𝑤 0

0 0 0 𝐻𝑣

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

𝑤𝑘

𝑣𝑘+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ≤

⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑥𝑘

𝑏𝑤

𝑏𝑣

⎤⎥⎥⎦ . (3.23)

Шаг 4. Системы (3.22), (3.23) неявно описывают информационное множество

𝑋𝑘+1. Необходимо получить систему линейных неравеств относительно пере-

менной 𝑥𝑘+1. Для этого постоим аппроксимацию сверху 𝑋𝑘+1 информационного

множества 𝑋𝑘+1 ⊆ 𝑋𝑘+1 в виде:

𝑋𝑘+1 = {𝑥𝑘+1|𝐻𝑥𝑘+1
𝑥𝑘+1 ≤ 𝑏𝑥𝑘+1

}. (3.24)

Матрица 𝐻𝑥𝑘+1
задана, чтобы вычислить значения 𝑏𝑥𝑘+1

необходимо решить ряд

задач линейного программирования. Для каждого возможного состояния си-

стемы 𝑚 ∈ {1,...,𝑀} и для каждого направления ℎ𝑖 (𝑖-я строка матрицы 𝐻𝑥𝑘+1
)

необходимо решить следующие задачи линейного программирования:

𝑥* = argmax
𝑥𝑘+1

⟨ℎ𝑖, 𝑥𝑘+1⟩ при ограничениях (3.22) и (3.23), (3.25)

где ⟨·,·⟩ - скалярное произведение векторов. Тогда

𝑏𝑥𝑘+1,𝑚(𝑖) = ⟨ℎ𝑖,𝑥*⟩. (3.26)

Значение 𝑏𝑥𝑘+1
вычисляется следующим образом:

𝑏𝑥𝑘+1
(𝑖) = max

𝑚∈{1,...,𝑀}
𝑏𝑥𝑘+1,𝑚

(𝑖). (3.27)

Шаг 5. Если 𝑘 = 𝑁 , то конец алгоритма, иначе - 𝑘 = 𝑘 + 1, перейти к Шагу 2.

Время оценивания состояния переключаемых систем оказывается в 𝑚 раз

больше, чем для систем без переключений той же размерности из-за необходи-

мости вычислять оценку для каждой подсистемы. Если имеется информация
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о том, что не все подсистемы могут быть активны в какой-то момент времени,

а лишь некоторое подмножество подсистем, то оценку состояния необходимо

проводить только для этого подмножества подсистем.

3.5 Исследование гарантированных оценок состояния подвижных

объектов при аномальных измерениях

В прикладных задачах оценивания некоторое число измерений может содер-

жать аномальные ошибки (сбои, выбросы) [19, 42, 61, 64, 114, 138, 155, 160, 164].

Далее под аномальными ошибками будем понимать реализацию ошибки изме-

рения 𝑣𝑘 за пределами априорно заданного множества возможных значений

𝑉 . Появление таких измерений связано с резким нарушением условий работы

информационно-измерительной аппаратуры. Наличие аномальных измерений

может существенно снижать эффективность применения многих классических

процедур обработки информации, поэтому необходимо своевременно обнару-

жить и исключить их из последующей обработки. Существуют разнообразные

эвристические подходы для фильтрации аномальных ошибок: выбор и исключе-

ние сбоев с помощью подходящего порогового критерия, использование метода

наименьших модулей и др. Однако,они эффективны только при выбросах, за-

метно выделяющихся на фоне остальных измерений. Кроме того, эти методы

не дают границ для ошибок оценивания параметров. Рассмотрим гарантиро-

ванное оценивание вектора состояния при наличии аномальных измерений в

рамках подхода, описанного в п.2.3.

Пусть в некоторый момент времени 𝑘 реализовалась ошибка измерения 𝑣𝑘

за пределами априорно заданного множества возможных значений 𝑉 . В зави-

симости от реализовавшегося значения помехи согласно алгоритму построения

информационных множеств возможны следующие случаи:

– информационное множество пусто;

– информационное множество не пусто.

Если информационное множество

�̄�𝑘 = 𝑋𝑘/𝑘−1 ∩𝑋[𝑦𝑘]
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на некотором шаге 𝑘 оказалось пустым (рис.3.5), значит, в этот момент времени

𝑘 или ранее произошел выброс помехи 𝑣𝑘 из множества 𝑉 , то есть 𝑣𝑘 /∈ 𝑉 . В

этом случае проводят перезапуск фильтра с новыми исходными данными или

исключают аномальное измерение из обработки. Если же информационное мно-

жество �̄�𝑘 оказалось не пустым (рис.3.6), истинное значение состояния системы

может и не принадлежать этому множеству 𝑥𝑘 /∈ �̄�𝑘. Но распознать выброс

в этом случае не удаётся. Таким образом, при минимаксном подходе гаран-

тированным признаком аномальных ошибок является пустое информационное

множество, или если использовать подход, описанный в п.3.2, - несовместность

систем линейных уравнений и неравенств, описывающих состояние подвижного

объекта. При использовании фильтра Калмана нет гарантированных призна-

ков обнаружения выброса по результатам оценивания, так как оценка вектора

состояния 𝑥𝑘 строится с некоторой вероятностью.

Рис. 3.5. Пример аномального
измерения

Рис. 3.6. Пример аномального
измерения

Рассмотрим, какой уровень выброса помехи 𝑣𝑘 возможно распознать с по-

мощью минимаксного фильтра, т.е. при каком выбросе информационное мно-

жество �̄�𝑘 окажется пустым. Информационное множество �̄�𝑘 оказывается пу-

стым, если соответствующее множество прогнозов 𝑋𝑘/𝑘−1 и множество, совме-

стимое с измерением 𝑋[𝑦𝑘] не пересекаются (рис.3.5). Эти множества гаранти-

рованно не пересекаются если не пересекаются их проекции на координатные

оси. Рассмотрим проекции множеств 𝑋𝑘/𝑘−1 и 𝑋[𝑦𝑘] на те координатные оси, по

которым проводятся измерения.
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Приведём крайний случай, когда истинное значение оказывается на границе

проекции множества прогнозов (рис.3.7). Если бы помеха измерений реализова-

лась на границе 𝑣𝑚𝑎𝑥𝑖
по оси 𝑥(𝑖) множества 𝑉 , то измерения попали бы в точку

𝑦′𝑘 (рис.3.7б). Допустим, на 𝑘-м шаге произошел выброс и измерения находятся

в точке 𝑦𝑘:

а)Множества 𝑋𝑘/𝑘−1, 𝑋[𝑦𝑘] б) Проекция множеств𝑋𝑘/𝑘−1,𝑋[𝑦𝑘] на
координатную ось 𝑥(𝑖)

Рис. 3.7. Расположение множеств 𝑋𝑘/𝑘−1, 𝑋[𝑦𝑘] и их проекций при
аномальном измерении.

𝑦′𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑣𝑚𝑎𝑥𝑖
,

𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑣𝑘.
(3.28)

Тогда значение величины, на которую произошел выброс помехи измерений,

равно расстоянию между точками 𝑦′𝑘 и 𝑦𝑘:

𝛿𝑣𝑥(𝑖) = |𝑣𝑘 − 𝑣𝑚𝑎𝑥𝑖
| = |𝑦′𝑘 − 𝑦𝑘|. (3.29)

Тогда минимальный выброс помехи 𝛿𝑣𝑥(𝑖), при котором пересечение проек-

ций окажется пустым, равен

𝛿𝑣𝑥(𝑖) = |𝑣𝑘 − 𝑣𝑚𝑎𝑥𝑖
| =

(︂
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋𝑘/𝑘−1)𝑥(𝑖) −

1

2
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋[𝑦′𝑘])𝑥(𝑖)

)︂
+

+
1

2
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋[𝑦𝑘])𝑥(𝑖) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋𝑘/𝑘−1)𝑥(𝑖),

(3.30)
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где 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋𝑘/𝑘−1)𝑥(𝑖), 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋[𝑦′𝑘])𝑥(𝑖), 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋[𝑦𝑘])𝑥(𝑖) - проекции диаметров мно-

жеств 𝑋𝑘/𝑘−1, 𝑋[𝑦′𝑘], 𝑋[𝑦𝑘] на ось 𝑥(𝑖).

Оценим диаметр множества 𝑋𝑘/𝑘−1. По построению множество прогнозов

𝑋𝑘/𝑘−1 является суммой Минковского множеств 𝐴�̄�𝑘−1 и Γ𝑊 . Оценка проек-

ций диаметра �̄�𝑘−1 по измеряемым координатам получается не хуже проекции

диаметра множества помех измерений 𝑉 . Тогда

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋𝑘/𝑘−1)𝑥(𝑖) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴�̄�𝑘−1)𝑥(𝑖) + 𝑑𝑖𝑎𝑚(Γ𝑊 )𝑥(𝑖) ≤

≤ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴𝑉 )𝑥(𝑖) + 𝑑𝑖𝑎𝑚(Γ𝑊 )𝑥(𝑖).
(3.31)

Таким образом, если произошёл выброс помехи измерения из априорно за-

данного множества допустимых значений 𝑉 и при этом по какой-либо из коор-

динат 𝑥(𝑖) выполняется условие

𝛿𝑣𝑥(𝑖) ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴𝑉 )𝑥(𝑖) + 𝑑𝑖𝑎𝑚(Γ𝑊 )𝑥(𝑖), (3.32)

то при минимаксной фильтрации данный выброс гарантированно будет обна-

ружен.

Рассмотрим динамическую модель объекта и вычислим для нее оценку свер-

ху величины выброса помехи измерения, который гарантированно можно рас-

познать при применении гарантированного подхода. Рассмотрим некоторые ре-

ализации процесса с выбросами помех измерения из априорно заданного мно-

жества 𝑉 .

Пример. Пусть в динамической модели матрицы имеют значения:

𝐴 =

(︃
0.9976 0.04639

−0.09278 0.8584

)︃
, Γ =

(︃
0.1189

4.639

)︃
· 10−3, 𝐺 = 𝐼2×2, 𝐻 = 𝐼2×2.

Множества возможных значений начального состояния, возмущений и помех

являются многогранниками:

𝑋0 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝑥0 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
7.5 · 10−4

3 · 10−2

7.75 · 10−4

3 · 10−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑊 :

(︃
1

−1

)︃
𝑤𝑘 ≤

(︃
1.5

1.5

)︃
,
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𝑉 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑣𝑘 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1.45 · 10−4

2.28 · 10−2

1.45 · 10−4

2.28 · 10−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

По координате 𝑥(1):

𝑑(𝐴𝑉 )𝑥(1) = 0.0024, 𝑑(Γ𝑊 )𝑥(1) = 0.00036,

𝛿𝑣𝑥(1) ≥ 0.0024 + 0.00036 = 0.00276.

По координате 𝑥(2):

𝑑(𝐴𝑉 )𝑥(2) = 0.039170, 𝑑(Γ𝑊 )𝑥(2) = 0.013917,

𝛿𝑣𝑥(2) ≥ 0.039170 + 0.013917 = 0.053087.

В связи с тем, что в данном примере множество ошибок измерения по пер-

вой координате намного меньше множества возмущений по первой координате,

гарантированно удастся распознать выброс помех измерений, если величина по-

мехи измерения будет в 19 раз превышать максимально возможное значение из

априорно заданного множества 𝑉 . При уменьшении множества𝑊 по первой ко-

ординате величина выброса, который гарантированно можно распознать, будет

меньше. Поскольку величина выброса по первой координате, который гаранти-

рованного можно распознать, достаточно большая, то для первой координаты

можно дополнительно использовать другие методы идентификации выбросов,

например, пороговый критерий. По второй координате получилось, что при вы-

бросе, превышающем максимальное значение по второй координате множества

𝑉 в 2.3 раза, его гарантированно можно распознать. Однако полученная оцен-

ка является оценкой сверху. На практике могут быть ситуации, когда можно

распознать и меньшие выбросы. Рассмотрены некоторая реализация возмуще-

ний (рис. 3.8) и две реализации помех измерений с двумя выбросами на шагах

𝑘 = 10 и 𝑘 = 20. На рисунках 3.9-3.11 показана реализация помех с выброса-

ми, которые удалось распознать, хотя величина выбросов меньше оценки 𝛿𝑣𝑥(1),

полученной из выражения (3.32). В этих реализациях на шаге 𝑘 = 10 информа-

ционное множество оказалось пустым. В реализации, показанных на рис.3.12,

3.15, выбросы распознать не удалось, информационное множество на 10-м и 20-

м шагах оказалось не пустым, но истинное состояние вектора 𝑥 не находится

внутри полученной оценки (рис.3.12, 3.15).
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Рис. 3.8. График возмущений.

0 5 10 15 20 25 30
−2

−1

0

1

2
x 10

−4

v
k
,1

k

0 5 10 15 20 25 30
−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

v
k
,2

k

Рис. 3.9. График помех измерений
(реализация 1). Сплошная линия -
граница априорного множества 𝑉 ,

пукнтир - реализовавшееся значение.
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Рис. 3.10. Измерения (реализация 1)

Рис. 3.11. Множество прогнозов 𝑋10/9

и множество, совместимое с
измерением 𝑋[𝑦10] (реализация 1)
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Рис. 3.12. График помех измерений
(реализация 2). Сплошная линия -
граница априорного множества 𝑉 ,

пукнтир - реализовавшееся значение,
точечный пунктир - оценка помех.
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Рис. 3.13. Измерения (реализация 2)

Рис. 3.14. Множество прогнозов 𝑋10/9

и множество, совместимое с
измерением 𝑋[𝑦10] (реализация 2)
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Рис. 3.15. Оценка вектора (реализация
2). Спрошная линия - оценка вектора

состояния, пунктир - истинное
значение вектора состояния.

3.6 Выводы по главе

Рассмотрено гарантированное оценивание состояния подвижных объектов

при некоторых особенностях математических моделей процессов в подвижных

объектах:

1. Для повышения точности оценивания рассмотрено разложение возмуще-

ний, действующих на подижный объект, по системе функций с неизвестны-

ми постоянными коэффициентами. Разработан алгоритм гарантированно-
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го оценивания вектора состояния системы и коэффициентов в разложении

возмущения на основе расширения вектора состояния системы, часть коор-

динат которого является постоянной. В этом случае за счёт использования

информации о том, что коэффициенты разложения являются постоянными,

оценка вектора состояния получается точнее, чем в случае, когда возмуще-

ние известно с точностью до множества возможных значений: для рассмот-

ренной двумерной системы к шагу 𝑘 = 20 диапазон возможных значений

по первой координате получился в 3.1 раз меньше, а по второй - в 5.8 раз

меньше, а оценка коэффициентов разложения получилась в 14.5 раз лучше

по сравнению с априорными оценками. Кроме того, при увеличении окна

наблюдения размерность системы, описывающей эволюцию информацион-

ных множеств, когда часть координат является постоянной, меньше, чем

в случае, когда известно только множество возможных значений возмуще-

ний, что позволяет уменьшить время вычисления оценок.

2. Рассмотрена трехмерная модель движения, в которой возмущения действу-

ют на третью координату, а измерения проводятся только по первой коор-

динате. Для данной модели предложен численный алгоритм аппроксима-

ции информационного множества в виде параллелепипеда без решения за-

дач линейного программирования. Для данной модели были аналитически

были получены координаты аппроксимирующего параллелепипеда. Время

вычисления оценки на каждом шаге получилось в 100 раз меньше, чем при

использовании задач линейного программирования.

3. Разработан численный алгоритм гарантированного оценивания состояния

линейных переключаемых систем на основе использования систем линей-

ных неравенств и уравнений. Для каждого возможного состояния 𝜎(𝑘),

𝜎(𝑘) = 1,2,...,𝑚 переключаемой системы вычисляется аппроксимация ин-

формационного множества. Объединение полученных множеств задаёт ре-

зультирующую множественную оценку вектора состояния переключаемой

системы. Время оценивания состояния переключаемых систем оказывает-

ся в 𝑚 раз больше, чем для систем без переключений той же размерности

из-за необходимости вычислять оценку для каждой подсистемы.

4. Исследовано гарантированное оценивание состояния системы при аномаль-

ных измерениях, когда происходит выброс помехи измерения из априор-
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но заданного множества. Гарантированным признаком выброса являет-

ся пустое информационное множество, или вырожденность систем линей-

ных уравнений и неравенств, описывающих состояние подвижного объекта.

Установлено, что если величина выброса на 𝑘−м шаге 𝛿𝜈𝑘 превышает сум-

му проекций диаметров множеств 𝐴𝑉 и Γ𝑊 по какой-либо координате, то

такой выброс гарантированно будет обнаружен.
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Глава 4. Реализация алгоритмов полиэдральной

аппроксимации, моделирование и исследования

гарантированных оценок для различных

математических моделей подвижных объектов

4.1 Гарантированная оценка вектора состояния в системе

управления боковым движением летательного аппарата на основе

вычислительного эксперимента

Рассмотрим боковое движение летательного аппарата [135,168,169]. Вектор

состояния состоит из угла скольжения 𝛽, угла крена 𝜑, угловой скорости по кре-

ну 𝑝, угловой скорости по рысканью 𝑟, отклонения элерона и руля направления

𝛿𝑟 и 𝛿𝑎 (рис. 4.1, 4.2).

𝑥 = [𝛽 𝜑 𝑝 𝑟 𝛿𝑎 𝛿𝑟]
′ . (4.1)

Модель бокового движения летательного аппрата описана уравнениями [169]

{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1,
(4.2)

где

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.996306 0.000639 0.000361 −0.009876 0.000003 0.000010

−0.001531 1 0.009816 0.000070 −0.000037 0.000007

−0.300078 −0.000098 0.963836 0.008028 −0.006459 0.001155

0.085093 0.000027 −0.000233 0.994823 −0.000285 −0.000556

0 0 0 0 0.818402 0

0 0 0 0 0 0.818402

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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Рис. 4.1. Система координат ЛА

Рис. 4.2. Схема системы управления движением ЛА [169]

𝐵 =

(︃
0.0000003 −0.0000023 −0.000685 −0.000030 0.182900 0

0.0000010 0.00000042 0.0001225 −0.0000585 0 0.182900

)︃′

,

Γ = 𝐼6×6 · 0.01.
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Начальное состояние 𝑥(0), возмущения 𝑤(𝑡) и помехи 𝑣(𝑡) являются случай-

ными величинами со следующими характеристиками:

𝑥(0) = 𝑁(0,𝑃0), 𝑃0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁
0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01

)︁
,

𝑤(𝑡) = 𝑁(0,𝑄), 𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁
0.01 0.01 0.01 0.01 0 0

)︁
, (4.3)

𝑣(𝑡) = 𝑁(0,𝑅), 𝑅 = 𝐼2×2.

Управление определяется уравнением [169]:

𝑢𝑘 = −𝐾𝑐𝑥𝑘, (4.4)

где 𝑥𝑘 - оценка вектора состояния,

𝐾𝑐 =

(︃
6.6926 −1.3561 −0.07792 −22.06 −0.62269 0.2132

−44.461 0.9441 0.31137 −10.212 0.02949 −0.5593

)︃
- матрица

усиления, полученная в результате решения уравнения Рикатти.

Зададим начальные ограничения состояния 𝑥0, возмущений 𝑤𝑘 и помех 𝑣𝑘

в соответствии с ковариационными матрицами 𝑃0, 𝑄, 𝑅: опишем сверху эллип-

соиды, заданные ковариационными матрицами, параллелепипедами. В резуль-

тате получено ,что множество 𝑋0 является параллелепипедом в шестимерном

пространстве с центром в начале координат и со сторонами равными 0.6, мно-

жество 𝑊 - параллелепипедом в четырёхмерном пространстве с центром в на-

чале координат и со сторонами равными 0.6, 𝑉 - параллелепипед в двумерном

пространстве с центром в начале координат и со сторонами равными 6.

Рассмотрим некоторую реализацию процесса (рис.4.3,4.4). Информационное

множество �̄�𝑘 на 𝑘-м шаге будем аппроксимировать сверху параллелепипедом

𝑋𝑘 с гранями, параллельными координатным плоскостям:

𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘 : 𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘

, 𝐴𝑥𝑘
=
(︁
𝐼6×6, − 𝐼6×6

)︁′
.

Значения 𝑏𝑥𝑘
вычисляются по алгоритму, описанному в п.2.3. Для вычис-

ления управления 𝑢𝑘 из (4.4) в качестве оценки �̂�𝑘 будем брать чебышевский

центр аппроксимирующего многогранника 𝑋𝑘.

Из результатов работы алгоритма следует, что оценка по пятой и шестой

координатам стянулась в точку (рис.4.6 д, е). Это связано с тем, что по этим
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координатам возмущения не действуют, а матрица 𝐴 в уравнении (4.2) явля-

ется сжимающей по этим координатам. Размер множеств по первой и второй

координатам уменьшился по сравнению с исходным множеством, т.к. эти ко-

ординаты измеряемые, а возмущения и помехи реализовались таким образом,

что пересечение множеств прогнозов и множеств, совместимых с измерением,

оказалось мало.

Построенная аппроксимация информационного множества основана на те-

кущем измерении. Рассмотрим возможность уточнения оценки за счет накоп-

ления данных с нескольких предыдущих шагов. Построим гарантированные

оценки при ширине окна 𝐿 = 3 и 𝐿 = 9. С помощью расширенной системы

получилось значительно уточнить оценку (рис.4.7, 4.8) по третьей и четвёртой

координатам. По первой и второй координатам уточнение оценки произошло не

на всех шагах, это объясняется тем, что эти координаты измеряются и измере-

ния вносят большой вклад в оценку. Оценки по пятой и шестой координатам

не изменились, т.к. возмущения по этим координатам не действуют.

Из результатов работы алгоритма следует, что размер аппроксимирующего

параллелепипеда по первой и второй координатам уменьшается, т.к. эти коорди-

наты измеряются и соотношение реализованных возмущений и помех оказалось

таким, что они как бы скомпенсировали друг друга и размер параллелепипеда

по этим координатам получился достаточно небольшим. При этом несмотря на

то что множество ошибок измерений является большим по сравнению с множе-

ствами возмущений и множеством начального состояния по соответствующим

координатам, т.е. измерения проводятся неполные и неточные, множественная

оценка по этим координатам за счет модели системы (4.2) получилась точнее,

чем без учета модели системы. Длина ребер аппроксимирующего параллеле-

пипеда по первой и второй координатам не превышает 1, а размер множества

ошибок измерений этих координат равен 6. Размер по пятой и шестой коор-

динатам вектора уменьшается с течением времени за счет того, что по этим

координатам возмущения не действуют, а матрица 𝐴 в уравнении (4.2) являет-

ся сжимающей по этим координатам.

Проведём оценку вектора состояния для данной реализации процесса с по-

мощью фильтра Калмана и сравним с гарантированной оценкой. Для 𝑘 = 1..500

по первым четырём координатам среднеквадратичная ошибка фильтра Калма-
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на получилась меньше ошибки минимаксного фильтра

𝜎𝑘𝑎𝑙𝑚𝑎𝑛 = 10−3
(︁
0.0142 0.0315 0.2131 0.1378 3.231 · 10−7 1.44 · 10−8

)︁
𝜎𝑚𝑖𝑛𝑚𝑎𝑥 = 10−3

(︁
0.1523 0.1116 0.2747 0.4238 0.067 · 10−7 0.200 · 10−8.

)︁
(4.5)

На основе вычисленных ковариационных матриц ошибок фильтрации 𝑃𝑘 по-

строим доверительные области �̃�𝑘 : (𝑥𝑘 − �̂�𝑘)𝑃
−1
𝑘 (𝑥𝑘 − �̂�𝑘) ≤ 14.5, �̂�𝑘 – оцен-

ка фильтра Калмана, в которые истинное значение вектора состояния должно

попадать с вероятностью 0,975. Доверительный эллипсоид с течением времени

уменьшается по каждой из осей (рис.4.9). Длины сторон аппроксимирующих па-

раллелепипеда по четырём направлениям оказались больше соответствующих

длин осей эллипсоида. Однако вычисления показали, что на 9 шагах истинное

значение вектора состояния 𝑥𝑘 не попадает в доверительную область �̃�𝑘. Такое

небольшое число выпаданий связано с тем, что в данном примере моделиро-

вание случайных возмущений и помех проводилось в соответствии с заданным

законом нормального распределения. При моделировании случайных возмуще-

ний 𝑤𝑘 и помех 𝑣𝑘, равномерно распределённых в соответствующих множествах

𝑊 и 𝑉 , выпадания истинного значения вектора состояния происходят в сред-

нем в 25% случаев. Это можно объяснить тем, что фильтр Калмана постро-

ен в предположении, что возмущения и помехи измерений имеют нормальное

распределение с нулевым математическим ожиданием и известной матрицей

ковариации, но реализации процесса возмущения и помехи не соответствовали

этому предположению.
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Рис. 4.7. Аппроксимация информационных множеств при ширине окна 𝐿 = 3
(пунктир - истинное значение вектора состояния, сплошная линия - граница
аппроксимирующих множеств при ширине окна 𝐿 = 3, точечный пунктир -

граница аппроксимирующих множеств при ширине окна 𝐿 = 1).
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д) оценка 𝑥𝑘(5) (отклонение руля
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Рис. 4.8. Аппроксимация информационных множеств при ширине окна 𝐿 = 9
(пунктир - истинное значение вектора состояния, сплошная линия - граница
аппроксимирующих множеств при ширине окна 𝐿 = 9, точечный пунктир -

граница аппроксимирующих множеств при ширине окна 𝐿 = 1).
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Рис. 4.9. Размеры осей доверительного эллипсоида

4.2 Гарантированная оценка ошибок БИНС в продольном и

боковом каналах на основе вычислительного эксперимента

Бесплатформенные инерциальные навигационные системы (БИНС)

(рис.4.10) используются для определения местоположения, скорости и ори-

ентации движущегося объекта при помощи акселерометров и гироскопов.

Отличие бесплатформенных систем от платформенных заключается в том, что

инерциальные датчики устанавливаются на корпусе БИНС, жестко связанном

с движущимся объектом. С помощью акселерометров получают данные об

ускорениях фиксированной точки объекта, а с помощью гироскопов – об

угловой скорости вращения корпуса БИНС. На основе совместной обработки
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этих данных решается задача навигации. Однако в реальных условиях инфор-

мация о векторах кажущегося ускорения и угловой скорости искажается за

счет не скомпенсированных систематических погрешностей, не калибруемых

псевдослучайных погрешностей и собственных шумов датчиков [4, 93, 104].

Не скомпенсированные систематические погрешности появляются из-за

погрешности или остутствия калибровки. Не калибруемые псевдослучайные

погрешности характерны для некоторых типов датчиков, например, для микро-

механических акселерометров. Собственные шумы датчиков появляются из-за

особенностей физического устройства чувствительного элемента и подсистем

съёма сигнала, термического шума микроэлектроники. Тогда для повышения

точности решения навигационных задач необходимо осуществлять иденти-

фикацию инструментальных погрешностей инерциальных датчиков БИНС.

Такую задачу идентификации часто рассматривают как задачу оценивания

вектора ошибок БИНС по известным измерениям. Для обработки сигналов

инерциальных навигационных систем широко используется калмановская

теория фильтрации, когда требуется знание статистических характеристик

начального состояния системы, помех и шумов, которые на практике не всегда

могут быть получены. Кроме того,не всегда можно говорить о корреляционных

свойствах погрешности из-за зависимости корреляционных свойств погреш-

ности от динамики объекта. Данный параграф посвящен гарантированному

подходу к обработке измерительной информации, поступающей от БИНС.

Известно, что при оценивании параметров пространственного движения

управляемого летательного аппарата (ЛА) вертикальный канал движения,

включающий высоту полета, имеет особенность, которая состоит в необходи-

мости иметь дополнительный источник информации — высотомер, с помощью

которого проводится устойчивое оценивание навигационных параметров в этом

канале. Эта особенность вертикального канала достаточно хорошо изучена, по-

этому в дальнейшем ограничимся алгоритмами фильтрации в продольном и

боковом каналах.

При формировании алгоритмического обеспечения систем наведения ЛА ис-

пользуются различные системы координат. Рассмотрим стартовую систему ко-

ординат, начало которой расположено в точке проекции на поверхность Земли

точки старта ЛА или в геометрическом центре наземной цели. Ось 𝑂𝑌 этой
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Рис. 4.10. Бесплатформенная инерциальная навигационная система
БИНС-500М ООО НПК "Оптолинк"

системы направлена вверх по местной вертикали, ось 𝑂𝑋 — по касательной к

меридиану точки старта или меридиану геометрического центра цели, в направ-

лении на север, ось 𝑂𝑍 дополняет систему координат до правой. Модель оши-

Рис. 4.11. Стартовая система координат

бок счисления параметров полета ЛА в продольном и боковом каналах БИНС

удобно представить в виде [39]

Δ�̇� = Δ𝑉𝑥; Δ𝑉𝑥 = Δ𝑎𝑥; Δ𝑎𝑥 = 𝑤𝑥;

Δ�̇� = Δ𝑉𝑧; Δ𝑉𝑧 = Δ𝑎𝑧; Δ𝑎𝑧 = 𝑤𝑧,
(4.6)

где Δ𝑋,Δ𝑉𝑥, Δ𝑎𝑥, Δ𝑍,Δ𝑉𝑧, Δ𝑎𝑧 — ошибки БИНС по координатам и их произ-

водным; 𝑤𝑥, 𝑤𝑧 — шумы акселерометров.
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Модель наблюдения запишем в виде

𝑦1 = 𝑋бинс −𝑋снс = Δ𝑋 + 𝑣1;

𝑦2 = 𝑍бинс − 𝑍снс = Δ𝑍 + 𝑣2;

𝑋бинс = 𝑋И +Δ𝑋; 𝑍бинс = 𝑍И +Δ𝑍;

𝑋снс = 𝑋И + 𝑣1; 𝑍снс = 𝑍И + 𝑣2.

(4.7)

Здесь 𝑋бинс, 𝑍бинс — координаты, определяемые БИНС; 𝑋снс, 𝑍снс — ко-

ординаты полета ЛА, определяемые ГЛОНАСС/GPS-приемником; 𝑋И — ис-

тинное значение координат; Δ𝑋, Δ𝑍 — погрешности БИНС, рассматривае-

мые как систематические ошибки, обусловленные уходом гироскопов и неточно-

стью акселерометров; 𝑣1, 𝑣2 —шумовая составляющая ошибки ГЛОНАСС/GPS-

приемника.

Поскольку координаты в продольном и боковом каналах не зависят друг от

друга, рассмотрим алгоритм оценивания на примере одного из каналов. Модель

движения БИНС в продольном канале описана следующими уравнениями:

�̇� =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎞⎟⎟⎠𝑥+

⎛⎜⎜⎝
0

0

1

⎞⎟⎟⎠𝑤, (4.8)

𝑦 =
(︁
1 0 0

)︁
𝑥+ 𝑣, (4.9)

где 𝑥 =
(︁
Δ𝑋,Δ𝑉𝑥,Δ𝑎𝑥

)︁′
- рассматриваемый вектор системы, 𝑤 - возмущения,

действующие на систему, 𝑦 - измерения, 𝑣 - помехи измерений.

Приведём модель к дискретному виду:

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + Γ𝑤𝑘, (4.10)

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 + 𝑣𝑘+1, (4.11)

где 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 𝜏 0

0 1 𝜏

0 0 1

⎞⎟⎟⎠, Γ =

⎛⎜⎜⎝
0

0

𝜏

⎞⎟⎟⎠, 𝐺 =
(︁
1 0 0

)︁
, 𝜏 -время дискретизации.
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На начальное состояние, возмущения и помехи измерения заданы множе-

ственные ограничения:

𝑥0 ∈ �̄�0, 𝑤𝑘 ∈ 𝑊 : 𝑤𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 : 𝑣𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 𝑣𝑚𝑎𝑥.

(4.12)

Рассмотрим движение БИНС при следующих исходных данных [39,166]:

𝜏 = 0.02,

𝑋0 : {−150 ≤ 𝑥0(1) ≤ 150; −1.65 ≤ 𝑥0(2) ≤ 1.65; 0 ≤ 𝑥0(3) ≤ 0},
𝑊 : {−2.16 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 2.16},
𝑉 : {−28.5 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 28.5},
𝑥0 =

(︁
0 0 0

)︁′
.

Рассмотрим некоторую случайную реализацию возмущений и помех измере-

ний (рис. 4.12,4.13).Были построены множественные оценки вектора состояния

БИНС в виде параллелепипедов двумя способами:

1. По алгоритму, описанному в п.3.3.

2. С использованием систем линейных неравенств и уравнений, по алгоритму

1, описанному в п. 2.3.

Результаты оценки по этим двум алгоритмам - одинаковые (рис.4.14), но

время вычисления отличается на 2 порядка. Время работы первого алгоритма

аппроксимации на 1 шаг - в среднем 0.00028с. Время работы второго алгоритма

аппроксимации на 1 шаг - в среднем 0.03c. Время работы фильтра Калмана на

1 шаге - в среднем 0.0001с.

Размер аппроксимирующего многогранника по второй и третьей координа-

там с течение времени увеличивается. Это связано с тем, что матрица 𝐴 не

является сжимающей, на третью координату действуют возмущения, а измере-

ния по третьей и второй координатам не проводятся. Первая координата слабо

связана со второй и третьей координатами в модели, поэтому измерения по

первой координате не позволяют уточнить оценку по ним.

Получить более точную оценку можно, применив алгоритм 2 (п.2.3), уве-

личив ширину окна 𝐿. При ширине окна 𝐿 = 100 оценка по второй и третьей

координатам на разных шагах получается до 10 раз точнее оценки при 𝐿 = 1.

Наиболее точную оценку состояния БИНС можно получить после проведе-

ния всех измерений, когда оценка на каждом шаге вычисляется не только с
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учетом предыдущих измерений, но и с учетом последующих (рис.4.16). Такие

оценки могут быть использованы для послеопытной обработки данных, когда

не требуется выполнять вычисления в реальном времени.

В настоящее время широкое применения для оценивания состояния БИНС

находит фильтр Калмана [39]. Проведем сравнение минимаксных оценок и оце-

нок фильтра Калмана для БИНС для процесса, приведённого на рис.4.12, 4.13

(рис.4.17). При реализации фильтра Калмана будем считать, что начальное

состояние, возмущения и помехи являются случайными нормально распреде-

лёнными величинами:

𝑥0 ∼ 𝑁(0,𝑃0), 𝑤𝑘 ∼ 𝑁(0,𝑄), 𝑣𝑘 ∼ 𝑁(0,𝑅),

где матрицы 𝑃0, 𝑄 и 𝑅 выбраны таким образом, что доверительные области,

построенные на основе этих матриц покрывали соответствующие множества

𝑋0, 𝑊 , 𝑉 :

𝑃0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(2500, 0.3, 0), 𝑄 = 0.49, 𝑅 = 90.25.

Среднеквадратичная ошибка оценивания фильтра Калмана для 𝑁 = 100:

𝜎𝑘𝑎𝑙𝑚𝑎𝑛(𝑗) =
1
𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1 (𝑥𝑖(𝑗)− ̂︀𝑥𝑖(𝑗))2, где 𝑗 = 1,..,3, ̂︀𝑥𝑖 - оценка фильтра Калмана,

𝜎𝑘𝑎𝑙𝑚𝑎𝑛 =
(︁
3.4898 4.0234 8.5319

)︁
.

Среднеквадратичная ошибка оценивания минимаксного фильтра, когда в

качестве точечной оценки взят центр аппроксимирующего параллелепипеда для

𝑁 = 100, 𝐿 = 1:

𝜎𝑚𝑚(𝑗) =
1
𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1 (𝑥𝑖(𝑗)− 𝑥*𝑖 (𝑗))

2, где 𝑗 = 1,..,3, 𝑥*𝑖 - центр аппроксимирующего

параллелепипеда,

𝜎𝑚𝑚 =
(︁
5.4698 5.5099 9.6035

)︁
.

Для данной реализации процесса оценка фильтра Калмана получилась точ-

нее оценки минимаксного фильтра. Сравним размеры доверительного эллипсо-

ида, построенного на основе оценок фильтра Калмана и аппроксимирующего

параллелепипеда. Размеры осей доверительного эллипсоида со временем стре-

мятся к некоторому постоянному значению, в отличие от размеров аппрок-

симирующего параллелепипеда. Заметим, что реализация возмущений в дан-

ном случае близка к равномерному распределению, а фильтр Калмана при-



108

меняется в предположении, что возмущения имеют нормальное распределе-

ние.Вычислительные эксперименты показали, что истинное значение вектора

состояния БИНС в среднем в 30% случаев не попадает в доверительный эллип-

соид при равномерном распределении возмущений. Если же реализация возму-

щений близка к нормальной, то выпадания истинного значение вектора состо-

яния происходит в среднем в 5% случаев.

На практике, как правило, возмущения представляют собой величины с ну-

левым средним значением. Рассмотрим возможность уточнения множественных

оценок состояния БИНС за счёт этой дополнительной информации о возмуще-

ниях. Рассмотрев множество реализаций возмущений в рассмотренной выше

модели, можно сделать вывод что в большинстве случаев начиная с 30 шага

среднее значение находится в диапазоне от -0.2 до 0.2.

−𝜖𝑘 ≤
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑤𝑘 ≤ 𝜖𝑘. (4.13)

Возьмём 𝜖𝑘 равным 0.2 для 𝑘 > 30. Оценку вектора состояния БИНС будем

строить по алгоритму 2 (п. 2.3), включив в систему линейных неравенств, опи-

сывающих ограничения системы, неравенства (4.13) начиная с шага 𝑘 = 30.

Если имеется дополнительная информация о характере и ограничениях возму-

щений, её также можно включить в систему. Приведем результаты оценок для

трёх случайных реализаций возмущений (рис. 4.18,4.20, 4.22). Оценки с учётом

дополнительной информации о среднем значении возмущений получились бо-

лее точными по сравнению с оценками, полученными без учета информации

о среднем значении (рис. 4.19,4.21, 4.23): по третьей координате оценка полу-

чилась на некоторых шагах до 5 раз точнее, по второй - до 1,5 раз точнее.

Но для реализации 3 (рис.4.23)) получилось, что истина на некоторых шагах

(например, k=30..50) не попала во множество, т.к. предположение для 𝜖𝑘 не

выполнилось для этой реализации. Таким образом, при включении в систему

информации о вероятностных характеристиках возмущений полученная мно-

жественная оценка может не гарантировать нахождение в ней истинного состо-

яния системы. Однако в большинстве случаев это позволяет уточнить оценку

в несколько раз без значительного увеличения вычислительных затрат.
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Для повышения точности множественных оценок и уменьшения вычисли-

тельных затрат возможно совместное использование минимаксного фильтра и

фильтра Калмана. Например, для вычисления оценки по первой координате

можно применять алгоритм аппроксимации, а по второй и третьей - фильтр

Калмана, т.к. по первой координате можно получить гарантированные оценки

по минимаксному фильтру, а множественные оценки по второй и третьей ко-

ординатам, полученные по результатам работы фильтра Калмана, получаются

точнее оценок минимаксного фильтра и для их вычисления требуется меньше

времени. В этом случае для вычисления оценок по первой координате требует-

ся решить две задачи линейного программирования, а не шесть, что позволит

сократить время вычисления оценок.

В настоящее время в системах инерциальной навигации начинают широко

применяться БИНС на основе волоконно-оптических гироскопов, которые ха-

рактеризуются потенциально высокой чувствительностью (точностью), но чув-

ствительны к очень малым внешним и внутренним возмущениям, что приводит

к ухудшению точности прибора. Далее будет рассмотрена идентификация мо-

дели «быстрых» колебаний в измерениях волоконно-оптического гироскопа в

виде разложения по системе процессов, заданных хаотическими отображени-

ями, с целью повышения точности процедуры оценивания проекции угловой

скорости.
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Рис. 4.12. Возмущения
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Рис. 4.13. Помехи измерений
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Рис. 4.14. Аппроксимация
информационных множеств (пунктир

- истинное состояние БИНС,
сплошная линия - граница

аппроксимирующих множеств)
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Рис. 4.15. Аппроксимация
информационных множеств с окном
L=100 (пунктир - истинное состояние
БИНС, сплошная линия - граница
аппроксимирующего множества при
𝐿 = 100, точечный пунктир - граница
аппроксимирующего множества при

𝐿 = 1)
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Рис. 4.16. Аппроксимация информационных множеств, полученная после всех
наблюдений (пунктир - истинное состояние БИНС, сплошная линия - граница

аппроксимирующего множества, точечный пунктир - граница
аппроксимирующего множества при 𝐿 = 1)
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Рис. 4.17. Оценка фильтра Калмана(сплошная линия), истинное значение
(пунктир)
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Рис. 4.18. График средних значений
возмущений (реализация 1)
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Рис. 4.19. Оценка вектора х
(реализация 1). Точечный пунктир -
оценка без учета дополнительной
информации о возмущениях,

сплошная синяя линия - с учетом
информации о среднем значении

возмущений
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Рис. 4.20. График средних значений
возмущений (реализация 2)
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Рис. 4.21. Оценка вектора х
(реализация 2). Точечный пунктир -
оценка без учета дополнительной

информации о возмущениях, сплошная
синяя линия - с учетом информации о

среднем значении возмущений
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Рис. 4.22. График средних значений
возмущений (реализация 3)
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Рис. 4.23. Оценка вектора х
(реализация 3). Точечный пунктир -
оценка без учета дополнительной
информации о возмущениях,

сплошная синяя линия - с учетом
информации о среднем значении

возмущений

4.3 Гарантированное оценивание параметров модели «быстрых»

колебаний по экспериментальным данным волоконно-оптического

гироскопа ВОГК-2

В настоящее время волоконно-оптические гироскопы (ВОГ) (рис.4.24,4.25)

широко применяются в системах инерциальной навигации [93]. Отличиями и

преимуществами волоконно-оптических гироскопов по сравнению с механиче-

скими являются: высокая надежность благодаря отсутствию подвижных дета-
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лей, устойчивость к ускорениям и вибрациям, малое время запуска, высокая

чувствительность в широком диапазоне скоростей вращения, широкая поло-

са пропускания, высокая линейность передаточной характеристики, низкая по-

требляемая мощность, малые габариты и вес. Однако ВОГ чрезвычайно чув-

ствителен к очень малым внешним и внутренним возмущениям и нестабиль-

ностям, что приводит к дрейфам, т.е. ухудшению точности прибора. К таким

возмущениям относятся температурные градиенты, акустические шумы и виб-

рации, флуктуации электрических и магнитных полей и др. Поэтому возникает

необходимость использования алгоритмов обработки измерительной информа-

ции на выходе ВОГ, обеспечивающих высокую точность навигации.

Рис. 4.24. Волоконно-оптический гипроскоп ОИУС-200 ООО НПК "Оптолинк"

Рис. 4.25. Схема работы волоконно-оптического гипроскопа

Волоконно-оптический гироскоп ВОГК-2 [83] предназначен для определе-

ния азимута 𝐴 заданного направления или объекта путем последовательно-

го измерения четырех проекций Ω1,...,Ω4 угловой скорости вращения Земли и
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дальнейшей обработки результатов измерений с целью определения значения

искомого азимута. Каждой конкретной проекции Ω соответствует массив чис-

ловых данных в виде дискретной выборки 𝑧 длиной 𝑁 < 100 значений (в 1

секунду приводится 4-5 измерений):

𝑧𝑘 = Ω+ 𝜉𝑘, 𝑘 = 1,2,...,𝑁, (4.14)

где 𝜉𝑘 - ошибки измерений.

В измерениях проекции угловой скорости можно выделить медленно меня-

ющуюся составляющую и остаток, который представляет собой «быстрые» ко-

лебания. Для повышения точности определения проекции угловой скорости, а

значит и азимута, предлагается построить математическую модель «быстрых»

колебаний в виде разложения по системе базисных функций. При этом постро-

ение модели проводится по некоторому набору измерений, а далее на основе

полученной модели вычисляется прогноз значения.

На рис. 4.26 показаны исходные измерения на выходе ВОГК-2 и главная ком-

понента последовательности измерений, то есть медленно меняющаяся состав-

ляющая последовательности измерений [83, 84]. На рис.4.27 показаны «быст-

рые» колебания в измерениях ВОГК-2, полученные после выделения из исход-

ных данных (серия 2606082, проекция Ω1 ) главной компоненты («медленных»

колебаний) с помощью метода SSA с длиной окна 𝑙 = 10 [20]. Среднеквадрати-

ческое отклонение «быстрых» колебаний в измерениях ВОГК-2 𝜎𝜂 = 96.4577.

Одним из подходов к решению задачи восстановления модели «быстрых» ко-

лебаний является декомпозиция по системе базисных процессов [83,112,113].

Пусть 𝑦𝑘 – измеряемый процесс, для которого требуется построить модель

в виде разложения

𝑦𝑘 = 𝑎0 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖,𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 = 1,2,...,𝑁, (4.15)

по системе процессов 𝑥1,𝑘,...,𝑥𝑚,𝑘 , заданных в одном классе одномерных хаоти-

ческих отображений

𝑥𝑖,𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑖,𝑘,𝜆𝑖), 𝑖 = 1,2,...,𝑛, (4.16)
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Рис. 4.26. Исходные измерения ВОГК-2 и главная компонента
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Рис. 4.27. «Быстрые» колебания в измерениях ВОГК-2

где 𝑣𝑘- точность разложения.



117

В [60] описан алгоритм, предполагающий последовательное выделение со-

ставляющих разложения (4.15), то есть последовательное определение началь-

ных условий 𝑥𝑖,0, параметров 𝜆𝑖 модели (4.16), коэффициентов 𝑎𝑖, 𝑖 = 0,1,...,𝑛

разложения (4.15), 𝑖 = 1,2,...,𝑛. Ошибка аппроксимации 𝑣𝑘 представляет собой

остаток после выделения 𝑛 составляющих разложения из исходных измерений.

Таким образом, с целью повышения точности процедуры оценивания про-

екции угловой скорости предлагается восстановить нелинейную модель «быст-

рых» колебаний в измерениях ВОГ в виде разложения по системе процессов,

заданных хаотическими отображениями (4.16). Использование моделей детер-

минированного хаоса в процедурах обработки измерительной информации на

выходе ВОГ приводит к необходимости разработки соответствующих алгорит-

мов идентификации для хаотических процессов. Рассмотрим задачу оценивания

коэффициентов 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2,...,𝑎𝑛 разложения

𝑦𝑘 = 𝑎0 + 𝑎1𝑢
(1)
𝑘 + ...+ 𝑎𝑛𝑢

(𝑛)
𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 = 1,2,...,𝑁 (4.17)

измерений 𝑦𝑘 по системе хаотических процессов 𝑢
(1)
𝑘 ,...,𝑢

(𝑛)
𝑘 , заданных квадра-

тичными отображениями:

𝑢
(𝑖)
𝑘+1 = 𝜆𝑖𝑢

(𝑖)
𝑘 (1− 𝑢

(𝑖)
𝑘 ), (4.18)

где 𝑣𝑘 - ошибка разложения, а 𝜆𝑖, 𝑢
𝑖
0, 𝑖 = 1,2,...,𝑛 заданы. Представим вектор

коэффициентов 𝑥𝑘 = [𝑎0,𝑎1,...,𝑎𝑛]
′ как вектор состояния 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛 в динамической

модели {︃
𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1,

𝑦𝑘 = 𝐺𝑘𝑥𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 = 1,2,...,𝑁,
(4.19)

где элементы матрицы измерений

𝐺𝑘 =
[︁
1 𝑢

(1)
𝑘 · · ·𝑢(𝑛)𝑘

]︁
(4.20)

задают квадратичные отображения (4.18), а на начальное состояние 𝑥0 и ошиб-

ки измерения 𝑣𝑘 заданы следующие ограничения:

𝑥0 ∈ 𝑋0 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅, 𝑘 = 1,2,...,𝑁, (4.21)
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где 𝑋0, 𝑉 заданы априорно. Таким образом, задача оценивания коэффициентов

разложения (4.22) в реальном времени рассматривается как задача оценивания

вектора состояния в модели (4.19).

Рассмотрим пример использования алгоритма, описанного в п.2.3 для 𝑛 = 3.

𝑦𝑘 = 𝑎0 + 𝑎1𝑢
(1)
𝑘 + 𝑎2𝑢

(2)
𝑘 + 𝑎3𝑢

(3)
𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 = 1,2,...,𝑁, (4.22)

где параметры квадратичных отображений (4.18), задающих процессы 𝑢
(1)
𝑘 ,

𝑢
(2)
𝑘 , 𝑢

(3)
𝑘 равны 𝜆1 = 3.99379684182887, 𝑢

(1)
0 = 0.11108659032488, 𝜆2 =

3.98471589319736, 𝑢
(2)
0 = 0.80255479861042, 𝜆3 = 3.90145435825753, 𝑢

(3)
0 =

0.63783130829751, 𝑣𝑘 – ошибки измерений [83, 84]. Множество 𝑉 возможных

значений для ошибок 𝑣𝑘 зададим постоянным на всем интервале измерений

𝑉 = [−70; 70], 𝑘 = 1,..,𝑁. (4.23)

Начальное информационное множество 𝑋0 зададим как гиперкуб с центром в

начале координат и стороной 800:

− 400 ≤ 𝑥0(𝑖) ≤ 400, 𝑖 = 1,...,4. (4.24)

Аппроксимацию информационного множества будем строить в виде парал-

лелепипеда, т.е. будем искать диапазон возможных значений коэффициентов

разложения. Оценку вектора коэффициентов 𝑥𝑘 будем проводить по результа-

там 5 измерений и построим прогноз процесса на несколько шагов вперед.

Результаты применения алгоритма полиэдральной аппроксимации для га-

рантированного оценивания коэффициентов в разложении 𝑦𝑘 приведены на

рис.4.28. После обработки пяти измерений диапазон возможных значений ко-

эффициентов 𝑎1 и 𝑎2 оказался почти в 2 раза уже по сравнению с начальным, у

коэффициента 𝑎3 произошло уточнение верхней границы, уточнения значения

𝑎0 практически не произошло после пяти шагов. В качестве точечной оценки

коэффициентов 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 возьмем центр соответствующих диапазонов воз-

можных значений, полученных на 𝑘 = 5:

𝑎*0 = 22.360195, 𝑎*1 = 175.231598, 𝑎*2 = −163.94938, 𝑎*3 = −78.569631.
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Полученную оценку коэффициентов 𝑎*0, 𝑎
*
1, 𝑎

*
2, 𝑎

*
3 применим для аппроксимации

процесса (4.22). Аппроксимация процесса 𝑎*0 + 𝑎*1𝑢
(1)
𝑘 + 𝑎*2𝑢

(2)
𝑘 + 𝑎*3𝑢

(3)
𝑘 для шагов

𝑘 = 1,...,5 и прогноз для шагов 𝑘 = 6,...,15 приведены на рис.4.29, 4.30. Ошибка

прогноза процесса выходит за границу множества 𝑉 на шаге 𝑘 = 10 и 𝑘 =

12 (рис.4.30). При этом отметим, что ошибка прогноза попадает в интервал

[−70; 100] на интервале 𝑘 = 6,...,15, что не намного больше априорно заданного

множества 𝑉 .
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Рис. 4.28. Результаты оценки коэффициентов 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3

Поскольку ошибка прогноза выпадает из априорно заданного множества 𝑉

на шаге 𝑘 = 10, проведём оценку коэффициентов по результатам пяти предше-

ствующих измерений 𝑦𝑘, 𝑘 = 5,....,9. В качестве ограничения на коэффициен-

ты 𝑥5 возьмем гарантированную оценку, полученную после обработки первых

пяти измерений (рис.4.28). После обработки пяти измерений гарантированная
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Рис. 4.29. Ошибка аппроксимации
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Рис. 4.30. Ошибка прогноза

оценка коэффициентов 𝑎0 и 𝑎2 оказался почти в 2 раза точнее по сравнению

с начальным, уточнения коэффициентов 𝑎1 и 𝑎3 не произошло (рис.4.32). То-

чечная оценка коэффициентов, полученная по результатам гарантированной

оценки на шаге 𝑘 = 10: 𝑎*0 = 133.878042, 𝑎*1 = 175.231598, 𝑎*2 = −247.719646,

𝑎*3 = −78.569631. Полученные оценки коэффициентов использовались для по-

строения прогноза на шагах 𝑘 = 11,...,20 (рис.4.33). Ошибка прогноза превыша-

ет априорно заданные границы множества 𝑉 на шагах 𝑘 = 13,17,19, при этом

ошибка прогноза попадает в интервал [−100; 70] на интервале 𝑘 = 11,...,20.

Таким образом, показано применение алгоритмов гарантированного оцени-

вания для идентификации коэффициентов разложения «быстрых» колебаний в

измерениях ВОГК-2 по системе хаотических процессов с целью повышения точ-

ности процедуры оценивания проекции угловой скорости. При этом построение

модели проводится по некоторому набору измерений, а далее на основе полу-

ченной модели вычисляется прогноз значения. Диапазон значений колебаний в

измерениях ВОГК-2 (рис.4.27) составлял [-200;250], а диапазон ошибок прогно-

за значений колебаний в результате применения гарантированного подхода для

оценки коэффициентов составляет [-100;100], то есть неопределённость удалось

уменьшить в 2.25 раз, что может быть использовано для повышения точности

определения проекции угловой скорости, а значит и азимута.
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Рис. 4.31. Результаты оценки коэффициентов 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3
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Рис. 4.32. Ошибка аппроксимации
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Рис. 4.33. Ошибка прогноза
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4.4 Проведение натурного эксперимента и гарантированное

оценивание состояния автомобильной дроссельной заслонки

Рассмотрим применение алгоритма.описанного в п.3.4 для оценивания по-

ложения дроссельной заслонки и электрического тока, потребляемого автомо-

бильной дроссельной заслонкой [142], которая широко применяется для ре-

гулирования мощности двигателя внутреннего сгорания (рис.4.34). Для про-

ведения эксперементов был использован стенд, который состоит из следую-

щих устройств: панель управления Quanser Q4 Real-Time Control Board, уси-

литель мощности Quanser UPM180-25-B-PWM и дроссельная заслонка с элек-

троприводом производства Continental Siemens VDO, Model A2C59511705, P.N.

06F133062J [162, 170]. Подаваемое на вход дроссельной заслонки напряжение

заставляет заслонку поворачиваться, угол поворота заслонки измеряется соот-

ветствующим датчиком. На вход заслонки подаётся напряжение, а на выходе

получаем угол поворота. Датчик угла поворота производит измерения с мак-

симальной ошибкой 9/256 вольт (ошибка кватования в 8 бит соответствует 9

вольтам). Измерения потребляемого электрического тока не производятся, од-

нако достижение предельной величины тока может привести к повреждению

электронной схемы. Описанный алгоритм гарантированного оценивания поз-

воляет определить возможные значения электрического тока с учётом ошибок

квантования.

Нелинейная непрерывная модель движения дроссельной заслонки описана

системой дифференциальных уравнений вида [142]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜃𝑡 = 𝑎12𝜔𝑡;

�̇�𝑡 = 𝑎21𝜔𝑡 + 𝑎22𝜃𝑡 + 𝑎23𝑦𝑡 + 𝑐+ 𝑓(𝜃𝑡,𝜔𝑡);

�̇�𝑡 = 𝑎32𝜔𝑡 + 𝑎33𝑦𝑡 + 𝑏𝑢𝑡,

(4.25)

где 𝜃𝑡 ∈ 𝑅 - угол поворота, 𝜔𝑡 ∈ 𝑅 - угловая скорость, 𝑦𝑡 ∈ 𝑅 - электрический

ток; 𝑓 - непрерывная нелинейная функция, 𝑎12, . . . ,𝑎33, 𝑐 - известные постоянные

величины.
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Рис. 4.34. Дроссельная заслонка

Введём вектор 𝑥𝑡 ≡ [𝜃𝑡 𝜔𝑡 𝑦𝑡]
′ ∈ R3, приведём модель системы (4.25) линей-

ному дискретному виду [170]

𝑥𝑘+1 =

⎡⎢⎢⎣
1 𝑎

(𝑚)
12 0

𝑎
(𝑚)
21 𝑎

(𝑚)
22 𝑎

(𝑚)
23

0 𝑎
(𝑚)
32 𝑎

(𝑚)
33

⎤⎥⎥⎦𝑥𝑘 +
⎡⎢⎢⎣

0

0

𝑏(𝑚)

⎤⎥⎥⎦𝑢𝑘 + 𝑤𝑘 +

⎡⎢⎢⎣
0

𝑐(𝑚)

0

⎤⎥⎥⎦ ,
𝑦𝑘 = [1 0 0]𝑥𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑥1,𝑘 ∈ Γ𝑚, 𝑚 = 1, . . . ,3,

(4.26)

где величины 𝑎
(𝑚)
12 , . . . ,𝑎

(𝑚)
33 ,𝑏

(𝑚), 𝑐(𝑚), 𝑚 = 1, . . . ,3, описаны в таблице 4.1;

𝑥𝑘 ≡ [𝑥1,𝑘 𝑥2,𝑘 𝑥3,𝑘]
′ ∈ R3, 𝑥1,𝑘 - угол поворота (с коэффициентом масшта-

бирования 0.1), 𝑥2,𝑘 - угловая скорость, 𝑥3,𝑘 - электрический ток, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅3 -

возмущение, действующие на систему, включая погрешности идентификации

модели, 𝑣𝑘- ошибки датчика угла поворота.

Описанный подвижный объект может находиться в трёх состояниях в за-

висимости от значения угла поворота. Γ𝑚, 𝑚 = 1,2,3 обозначают множества

возможных значений угла поворота, то есть 𝑥1,𝑘 может принимать значение из

одного из множеств Γ1 = [0, 0.8], Γ2 = (0.8, 1.6], Γ3 = (1.6, 9] в зависимости от

того, в каком 𝑚-м состоянии находится система на 𝑘-м шаге. Но значение угла

поворота из-за наличия возмущений и помех измерений в каждый момент вре-
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мени точно не известно, поэтому какая из подсистем является активной в 𝑘-й

момент времени, неизвестно. Однако по результатам гарантированного оцени-

вания угла поворота на 𝑘-м шаге можно определить, в какие из множеств Γ𝑚,

𝑚 = 1,2,3 попадает гарантированная оценка угла поворота и для оценки состо-

яния заслонки на следующем шаге вычислять оценку не для всех подсистем.

Для идентификации параметров из таблицы 4.1, был проведён ряд экспери-

ментов (Приложение Б). Поскольку максимально возможная ошибка датчика

угла поворота равна 9/256 вольт, зададим множество ошибок измерения 𝑉 сле-

дующим образом:

𝑣𝑘 ∈ 𝑉 :𝐻𝑣𝑣𝑘 ≤ 𝑏𝑣,

𝐻𝑣 =

[︃
1

−1

]︃
, 𝑏𝑣 =

[︃
9/256

9/256

]︃
.

Множество возмущений 𝑊 было сформировано следующим образом: рассмот-

рено 4 · 104 точек, для каждой из которых вычислена ошибка идентификации

модели 𝑒𝑘 = 𝑥𝑘 − �̃�𝑘, где 𝑥𝑘 является решением уравнения (4.26) при 𝑤𝑘 ≡ 0; �̃�𝑘

- измеренное значение. Множество ошибок 𝑒𝑘 аппроксимировано сверху парал-

Таблица 4.1. Параметры модели (4.26)

Параметр 𝑚 = 1 𝑚 = 2 𝑚 = 3

𝑎
(𝑚)
12 −3.4483 −2.8017 −0.12381

𝑎
(𝑚)
21 0.00012 0.002 0.0938

𝑎
(𝑚)
22 0.9358 −0.1677 −0.6864

𝑎
(𝑚)
23 −0.0006 −0.0221 −1.9807

𝑎
(𝑚)
32 −0.3913 −1.193 −0.0128

𝑎
(𝑚)
33 0.94486 0.9494 0.9394
𝑏(𝑚) 0.07179 0.04182 0.02607
𝑐(𝑚) 0.0001 0.0037 0.1728
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Рис. 4.35. Множество возмущений 𝑊 в (4.26) (синим цветом показана граница
множества 𝑊 , красным цветом - значение ошибки идентификации 𝑒𝑘).

лелепипедом, который является множеством 𝑊 (рис.4.35):

𝑤𝑘 ∈ 𝑊 : 𝐻𝑤𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤,

𝐻𝑤 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.0408 0 −0.02

0 0.001989 −0.0663

0.0408 0 0.02

0 −0.001989 0.0663

0 0 1

0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑏𝑤 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.0008456

0.0010608

0.0007456

0.0005704

0.024

0.028

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Применим алгоритм, описанный в п.3.4 для оценки состояния системы для

заданного управления 𝑢𝑘 и имеющихся измерениях 𝑦𝑘. В начальный момент

времени заслонка находится в покое, то есть начальное состояние объекта

𝑥0 = [0 0 0]′. Аппроксимация информационного множества проводилась в ви-

де параллелепипедов с матрицей 𝐻𝑥𝑘+1
=

[︃
𝐼3×3

−𝐼3×3

]︃
для всех 𝑘 > 0. Примеры

информационных множеств представлены на рис. 4.36. Результаты оценивания
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Рис. 4.36. Примеры гарантированных оценок 𝑋𝑘 для 𝑘 = 20,40,...,100,400, где
𝑥1,𝑘, 𝑥2,𝑘, 𝑥3,𝑘 - угол поворота (рад), угловая скорость (рад/с) и электрический

ток (А) соответственно.

Рис. 4.37. Результаты эксперимента.
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представлены на рис. 4.37. Эксперименты показали, что истинное значение, как

и ожидалось, на всех шагах оказалось внутри множественной оценки. Отметим,

что оценка угла поворота оказалась достаточно точной. Время оценки состоя-

ния на каждом шаге составило 52 миллисекунды.

4.5 Применение гарантированного подхода в задаче динамических

измерений температуры

Динамические измерения получают всё большее распространение в техни-

ке и научных исследованиях [22]. Эти измерения связаны с изучением законо-

мерностей протекания физических процессов в исследуемых объектах. Поэтому

роль динамических измерений особенно велика в областях науки, связанных с

исследованием структуры материи, анализом и синтезом новых веществ и ма-

териалов, изучением объектов в экстремальных условиях, а также в отраслях

техники и производства, для которых характерно создание новых технологиче-

ских процессов и испытание новых машин и приборов [22,117].

В качестве примера динамических систем измерения температур можно рас-

смотреть систему контроля температуры в турбинах двигателей реактивных

самолетов.Защитный кожух обладает высокой инерционностью, поэтому его

невозможно применять к термопарам с высоким быстродействием, а без защит-

ного кожуха термопары имеют короткий срок службы, что приводит к частой

их смене, повышению экономических затрат и выходу из строя двигателя. При

использовании термопар с защитным кожухом нельзя отслеживать резкие пе-

репады температур, поэтому может произойти перегрев турбин. Кроме того,

при измерении температуры расплавов термопара может выйти из строя до

установившегося режима, поэтому возникает задача восстановить измеряемый

сигнал по переходному процессу. Это показывает на актуальность динамиче-

ского измерения температуры [115,117].

В настоящее время для восстановления динамически искаженных сигналов

применяются аналоговые и цифровые фильтры, методы, основанные на реше-

нии интегральных уравнений первого рода и на использовании прямого и об-

ратного преобразования Фурье. Существует немного методов, основанных на

достижениях теории автоматического управления. Богатство и разнообразие
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таких методов, успешное применение их в различных областях техники служат

основой их эффективного использования для решения задач динамических из-

мерений. Описание динамических свойств средств измерений может быть вы-

полнено аналогичными по форме линейными дифференциальными уравнения-

ми. Погрешность измерений может быть уменьшена посредством динамическо-

го фильтра на выходе первичного измерительного преобразователя. Данный

фильтр можно рассматривать как некоторую динамическую модель датчика.

Поэтому применение методов автоматического управления к динамическим из-

мерительным системам становится все более распространенным [117].

В работах [11,117] рассмотрено введение в измерительные системы скользя-

щего режима, обеспечивающего близость выходных и входных сигналов датчи-

ка. Однако, реальные измерительные системы не позволяют получить большую

часть координат состояния датчика. Кроме того, скользящий режим сопровож-

дается высокочастотными и внутренними шумами, которые требуют выбора

фильтра и настройки его параметров.

В работах [116,118] описан подход к восстановлению динамически искажен-

ных сигналов, когда в качестве модели измерительного устройства рассматри-

вается система леонтьевского типа:{︃
𝐿�̇� =𝑀𝑥+𝐷𝑢;

𝑦 = 𝐶𝑥,
(4.27)

где 𝑥 – вектор-функция состояния, �̇� – вектор-функция скорости изменения

состояния; 𝑦 – вектор-функция наблюдений; 𝐿, 𝑀 и 𝐷 – квадратные матри-

цы, моделирующие конструкцию измерительного устройства; матрица 𝐶 харак-

теризует связь между состоянием измерительного устройства и наблюдением.

При таком подходе применяют методы теории оптимального управления для

достижения близости значений виртуальных наблюдений, которые получают

при работе с математической моделью измерительного устройства, и наблюде-

ний реального датчика. Входящий сигнал 𝑢 модели (4.27) является решением

математической задачи оптимального управления, а получаемое при этом оп-

тимальное динамическое измерение наиболее точно отражает входящий сигнал

датчика. Однако, в модели (4.27) не учитываются возможные возмущения, дей-

ствующие на измерительное устройство, и ошибки измерений.



129

Рассмотрим применения гарантированного подхода для оценки температу-

ры при измерении температуры термопарами для уменьшения времени получе-

ния реального значения температуры. На основе модели переходного процесса

термопары и по результатам текущих измерений будем получать гарантиро-

ванную оценку температуры, то есть множество возможных значений темпе-

ратуры. Для этого применим алгоритм полиэдральной аппроксимации инфор-

мационного множества, описанный в п.2.3. На каждом шаге будем составлять

расширенную систему линейных уравнений и неравенств из уравнений пере-

ходного процесса термопары, уравнений измерения, неравенств, описывающих

множество ошибок измерений.

Для проведения экспериментов была использована установка, состоящая

из термопары, калибратора температуры, источника тока, измерителя, реле

(рис.4.38). Было проведено три термоудара от 0 до 400 градусов (рис.4.39),

при которых термопара перемещается между калибратором температуры, ко-

торый имитирует горячую среду и нулевым термостатом, который имитирует

холодную среду (Приложение В). Время, через которое термопара показывает

реальную температуру, составляет 250с. Требуется на основе текущих измере-

ний и модели переходного процесса получить реальную температуру как можно

раньше.

По одной серии экспериментальных данных была проведена идентификация

передаточной функции термопары:

𝑊 (𝑝) =
𝑝 · 0.0022674 + 0.004317

𝑝2 + 𝑝 · 0.163255 + 0.004385
. (4.28)

От передаточной функции перейдем к уравнению переходного процесса в

пространстве состояний в непрерывной форме:{︃
�̇� = 𝐴𝑥+ �̃�𝑢;

𝑦 = �̃�𝑥+ 𝑣,
(4.29)

где 𝑥 - вектор состояния, 𝑢 - входной сигнал, 𝑦 - измерения, 𝑣 - помехи измерений

и ошибки идентификации передаточной функции, 𝐴 =

(︃
−0.1633 −0.0044

1 0

)︃
,

�̃� =
(︁
1 0

)︁′
, �̃� =

(︁
0.0227 0.0043

)︁
.
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Рис. 4.38. Схема подключения приборов
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Рис. 4.39. Экспериментальные данные
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Для применения алгоритма гарантированного оценивания входного сигнала

перейдем к модели в дискретной форме с шагом дискретизации 1с.:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘;

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 + 𝑣𝑘+1,
(4.30)

где 𝐴 =

(︃
0.8474 −0.004

0.9220 0.9979

)︃
, 𝐵 =

(︃
0.9220

0.4737

)︃
, 𝐺 =

(︁
0.0227 0.0043

)︁
.

При этом отметим, что температура постоянная, т.е.

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 = 𝑢. (4.31)

На рис.4.40 приведены экспериментальные измерения 𝑦𝑘 и теоретические

𝑦𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟,𝑘, полученные из системы (4.30) при условии, что ошибка измерений 𝑣𝑘 = 0

и температура нагрева 𝑢 = 400∘. Для задания множества 𝑉𝑘, т.ч. 𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘, была

использована разница между экспериментальными и теоретическими данными.

В каждый 𝑘-й момент времени величина ошибки идентификации равна 𝑣𝑘 =

𝑦𝑘 − 𝑦𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟,𝑘. На основе полученных ошибок 𝑣𝑘 по трём экспериментам было

задано множество 𝑉𝑘 (рис. 4.41):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−41 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 12, 𝑘 = 1,...,55,

−20 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 3, 𝑘 = 56,...,100,

−5 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 5, 𝑘 ≥ 101.

(4.32)

Для оценки температуры 𝑢 применим алгоритм полиэдральной аппрокси-

мации информационного множества, описанный в п.2.3. Расширенную систему

линейных уравнений и неравенств на 𝑘-м шаге составим на основе системы

(4.30), уравнения (4.31), неравенств (4.32), учитывая информацию с 0 шага:
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Рис. 4.40. Экспериментальные данные (сплошная линия) и реакция системы,
описанной передаточной функцией, на термоудар (точечный пунктир).

Горизонтальный пунктир - граница допустимой погрешности 5%

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝐴𝑥0 +𝐵𝑢;

𝑦1 = 𝐺𝑥1 + 𝑣1,

..........

𝑥𝑘 = 𝐴𝑥𝑘−1 +𝐵𝑢;

𝑦𝑘 = 𝐺𝑥𝑘 + 𝑣𝑘,

−41 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 12, 𝑘 = 1,...,55,

−20 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 3, 𝑘 = 56,...,100,

−5 ≤ 𝑣𝑘 ≤ 5, 𝑘 ≥ 101,

𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

,

300 ≤ 𝑢 ≤ 500;

(4.33)
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Рис. 4.41. Разница между экспериментальными данными и реакцией
передаточной функции на термоудар (синяя кривая линия), граница

множества V (горизонтальная сплошная линия)

где 𝐴𝑥0
= [𝐼2×2;−𝐼2×2], 𝑏𝑥0

= [10; 10; 10; 10]′ задают априорно заданное огра-

ничение на 𝑥0, исходное ограничение на входной сигнал 𝑢 также должно быть

задано.

В данной системе будем оценивать неизвестную величину 𝑢. Будем искать

диапазон возможных значений 𝑢 = [𝑢𝑚𝑖𝑛 𝑢𝑚𝑎𝑥]. Для поиска верхней границы

𝑢𝑚𝑎𝑥 и нижней границы 𝑢𝑚𝑖𝑛 будем решать следующие задачи оптимизации при

ограничении (4.33):

𝑢𝑚𝑎𝑥 =𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝑢),

𝑢𝑚𝑖𝑛 =𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(𝑢).
(4.34)

Будем сравнивать время попадания оценки температуры в диапазон допу-

стимой погрешности, равной 5% от измеряемой температуры 400∘, то есть в

диапазон от 380∘ до 420∘. По исходным экспериментальным данным время из-

мерения температуры 400∘ c помощью термопары– 250с., время попадания из-

мерения температуры в диапазон допустимой погрешности – 100с. (рис.4.39).

Гарантированная оценка входного сигнала 𝑢 попала в допустимый диапазон в

момент времени, равный 50с. для экспериментов 1 и 2, и в момент времени, рав-

ный 60с. – для эксперимента 3, что позволяет получить значение температуры

в 2 раза быстрее в экспериментах 1,2 и в 1.7 раз быстрее в эксперименте 3, чем

измерение температуры с помощью термопары (рис.4.42).

Отметим, что полученная оценка температуры является гарантированной,

то есть получено множество возможных значений температуры для каждого
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момента времени. Поэтому важно отметить, что в первом и третьем экспери-

ментах нижняя и верхняя границы оценки температуры соответственно попа-

дали в область допустимой погрешности через 6 секунд, что особенно важно

для определения перегрева. Получаем, что в третьем эксперименте через 6с

получаем информацию, что перегрева нет, а в первом наоборот, может быть

перегрев.

Сравним полученные гарантированные оценки с оценками фильтра Калма-

на. Рассмотрим систему (4.30) относительно расширенного вектора состояния

𝑧𝑘 = [𝑥𝑘 𝑢]′, в котором третьей координатой является температура 𝑢:{︃
𝑧𝑘+1 = 𝐴𝑧𝑧𝑘, 𝑘 = 0,1,...,𝑁,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑧𝑧𝑘+1 + 𝑣𝑘+1,
(4.35)

где

𝐴𝑧 =

(︃
𝐴 𝐵

0 0 1

)︃
, 𝐺𝑧 =

(︁
𝐺 0

)︁
.

Ковариацию ошибок измерений 𝑅𝑘 зададим в соответствии с множеством 𝑉𝑘

так, чтобы доверительный интервал случайной переменной 𝑣𝑘 на уровне 3𝜎

соответствовал множеству 𝑉𝑘:

𝑅𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
177.78, 𝑘 = 1,...,55,

144.44, 𝑘 = 56,...,100,

2.77, 𝑘 ≥ 101.

Ковариационную матрицу ошибок 𝑃0 зададим таким образом, чтобы пер-

вые две координаты вектора 𝑧0 соответствовали на уровне 3𝜎 множеству 𝑋0 =

𝐴𝑥0
𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0

, а третья - на уровне 3𝜎 исходному ограничению на 𝑢 : 300 ≤ 𝑢 ≤
500:

𝑃0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁
11.1 11.1 1111.11

)︁
.

Рассмотрим время попадания точечной оценки фильтра Калмана и довери-

тельной области, построенной на основе оценок фильтра Калмана и ковариа-

ционной матрицы ошибок оценивания. Для эксперимента 2 и 3 оценка фильтра

Калмана попала в допустимую область позже, чем верхняя и нижняя граница
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гарантированной оценки: для эксперимента 2 на 10с. позже, а для эксперимен-

та 3 - на 20с.(рис.4.43). Для эксперимента 1 оценка фильтра Калмана попала в

допустимую область в момент равный 30с., а нижняя граница гарантированной

оценки - через 5с после начала процесса, а верхняя - через 50с. Для экспери-

мента 1 доверительная область полностью попала в допустимую область одно-

временно с гарантированной оценкой, а для экспериментов 2 и 3 - на 10с и 20с

позже.

Рассмотрим оценку температуры при случайных ошибках измерения 𝑣𝑘 из

множества 𝑉 (рис.4.44). Измерения температуры при таких ошибках измере-

ния приведены на рис.4.45. Для данной реализации процесса проведем оцени-

вание температуры с помощью гарантированного подхода и с помощью фильтра

Калмана. Гарантированная оценка полностью попала в область допустимой по-

грешности через 40с после начала процесса, а доверительная область фильтра

Калмана - через 72с.

Таким образом, показано применение гарантированного подхода в задаче

динамических измерений температуры. В проведенных экспериментах с по-

мощью разработанного алгоритма полиэдральной аппроксимации информаци-

онных множеств время получения реального значения температуры удалось

уменьшить в 1.7-2 раза. Кроме того, построение гарантированных оценок тем-

пературы особенно актуально при определении перегрева. В одном эксперимен-

те получили, что через 6 секунд после начала процесса получили информацию,

что перегрева нет.
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Рис. 4.42. Гарантированные оценки 𝑢 (сплошная линия), измерения 𝑦𝑘
(точечный пунктир), граница допустимой поогрешности 5% (горизонтальный

пунктир)
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Рис. 4.43. Гарантированные оценки 𝑢 (сплошная линия), измерения 𝑦𝑘
(точечный пунктир), оценка фильтра Калмана (штрих-пунктир), граница

допустимой погрешности 5% (горизонтальный пунктир)
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Рис. 4.44. Ошибки измерения
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Рис. 4.45. Измерения температуры
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Рис. 4.46. Гарантированные оценки 𝑢 (сплошная
линия), измерения 𝑦𝑘 (точечный пунктир), оценка
фильтра Калмана (штрих-пунктир), граница
допустимой поогрешности 5% (горизонтальный

пунктир)
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4.6 Выводы по главе

Показаны реализация алгоритмов полиэдральной аппроксимации информа-

ционных множеств, моделирование и комплексное исследование гарантирован-

ных оценок для следующих математических моделей подвижных объектов:

1. Рассмотрена модель движения летательного аппарата шестого порядка, для

которой проведено сравнение гарантированных оценок и оценок фильтра

Калмана. Информационное множество по двум координатам практически

стянулась в точку, т.е. была получена точная оценка вектора состояния. При

использовании фильтра Калмана невозможно определить, была ли получе-

на точная оценка. Длины сторон аппроксимирующего параллелепипеда по

четырем направлениям оказались больше соответствующих длин осей эл-

липсоида, построенных по оценкам фильтра Калмана. Но на некоторых ша-

гах истинное состояние не попадало в доверительную область, построенную

на основе фильтра Калмана. При моделировании нормально распределён-

ных случайных возмущений и помех истинное значение не попало в довери-

тельный эллипсоид в 2% случаев. Однако при моделировании равномерно

распределённых возмущений помех, когда реализация не соответствовала

предположению о нормальном распределении возмущений и помех, истин-

ное значение вектора состояния не попадало в доверительный эллипсоид в

25% случаев. При применении гарантированного подхода истинное состоя-

ние всегда находится внутри полученного множества при любой реализации

возмущений и помех.

2. Рассмотрено применение алгоритма полиэдральной аппроксимации инфор-

мационных множеств для оценивания ошибок БИНС в продольном и боко-

вом каналах. Вычислена оценка по алгоритму, описанному в п.3.3 с конеч-

ным числом итераций, по алгоритму, описанному в п.2.3 с использованием

систем линейных неравенств и уравнений, и с помощью фильтра Калма-

на. Время работы первого алгоритма аппроксимации на 1 шаг - в среднем

0.00028с, время работы второго алгоритма аппроксимации на 1 шаг - в сред-

нем 0.03c, время работы фильтра Калмана на 1 шаге - в среднем 0.0001с.,

что в 2.8 раз меньше времени работы первого алгоритма и 300 раз меньше

времени работы алгоритма полиэдральной аппроксимации.
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Рассмотрено включение в систему информации о среднем значении возму-

щений.В большинстве случаев это позволяет уточнить оценку до 5 раз по

третьей координате и до 1.5 раз по второй без значительного увеличения

вычислительных затрат.

Вычислительные эксперименты показали, что истинное значение вектора

состояния БИНС в среднем в 30% случаев не попадает в доверительный

эллипсоид при равномерном распределении возмущений. Если реализация

возмущений близка к нормальной, то выпадания истинного значения век-

тора состояния происходит в среднем в 5% случаев.

3. Рассмотрены экспериментальные измерения ВОГК-2. Показано применение

алгоритмов гарантированного оценивания для идентификации коэффици-

ентов разложения «быстрых» колебаний в измерениях ВОГК-2 по системе

хаотических процессов. Задача оценивания коэффициентов сведена к зада-

че оценивания вектора состояния подвижного объекта, который является

постоянным, но неизвестным и измеряемым с ошибкой. При этом построе-

ние модели проводится по некоторому набору измерений, а далее на осно-

ве полученной модели вычисляется прогноз значения. Диапазон значений

колебаний в измерениях ВОГК-2 составлял [-200;250], а диапазон ошибок

прогноза значений колебаний в результате применения гарантированного

подхода для оценки коэффициентов составляет [-100;100], то есть неопреде-

лённость удалось уменьшить в 2.25 раз, что может быть использовано для

повышения точности определения проекции угловой скорости, а значит и

азимута.

4. Проведен натурный эксперимент для исследования гарантированных оце-

нок угла поворота автомобильной дроссельной заслонки и электрическо-

го тока, потребляемого заслонкой, математическая модель которой описа-

на трехмерной переключаемой системой. Оценивание проводилось методом

полиэдральной аппроксимации информационных множеств по результатам

измерения угла поворота. Истинное состояние системы оказалось внутри

полученных аппроксимаций информационных множеств.

5. Показано применение гарантированного подхода в задаче динамических из-

мерений температуры. В проведенных экспериментах с помощью разрабо-

танного алгоритма полиэдральной аппроксимации информационных мно-
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жеств время получения реального значения температуры удалось умень-

шить в 1.7-2 раза. Кроме того, построение гарантированных оценок темпе-

ратуры особенно актуально при определении перегрева. В одном экспери-

менте получили, что через 6 секунд после начала процесса получили ин-

формацию, что перегрева нет.
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Глава 5. Программный комплекс для вычислительных

экспериментов и исследований гарантированных

оценок состояния подвижных объектов методом

полиэдральной аппроксимации

Для вычисления гарантированных оценок вектора состояния подвижных

объектов разработан пакет программ в среде MATLAB. Данный пакет позволя-

ет на этапе проектирования системы управления подвижным объектом оценить

время вычисления оценок, точность оценивания, анализировать гарантирован-

ные оценки системы при различных исходных данных и особенностях функцио-

нирования системы, например при различных параметрах модели, реализациях

возмущений и помех, ограничениях на начальное состояние, возмущения и по-

мехи. Пакет программ состоит из набора методов, позволяющих вычислять ап-

проксимирующие многогранники с учётом различных условий и особенностей

подвижных объектов. На программный комплекс получено свидетельство о го-

сударственной регистрации программы для ЭВМ № 2017615448 от 16.05.2017.

Рассматривается подвижный объект:{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + Γ𝑤𝑘,

𝑦𝑘+1 = 𝐺𝑥𝑘+1 +𝐻𝑣𝑘+1, 𝑘 = 0,1,...,𝑁.
(5.1)

Ограничения на 𝑥0, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘 заданы в виде многогранников 𝑋0, 𝑊𝑘, 𝑉𝑘 опи-

санных системами линейных неравенств:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥0 ∈ 𝑋0 : 𝐴𝑥0

𝑥0 ≤ 𝑏𝑥0
,

𝑤𝑘 ∈ 𝑊𝑘 : 𝐴𝑤𝑘
𝑤𝑘 ≤ 𝑏𝑤𝑘

,

𝑣𝑘+1 ∈ 𝑉𝑘+1 : 𝐴𝑣𝑘+1
𝑣𝑘+1 ≤ 𝑏𝑣𝑘+1

, 𝑘 = 0,1,...,𝑁.

(5.2)
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Аппроксимацией информационного множества 𝑋𝑘 является многогранник

𝑋𝑘, заданный системой линейных неравенств:

𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘 ⊆ 𝑋𝑘 : 𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘

. (5.3)

Матрица 𝐴𝑥𝑘
- матрица,по строкам которой записаны вектора нормалей к гра-

ням аппроксимирующего многогранника. Матрица 𝐴𝑥𝑘
задаёт форму аппрок-

симирующего многогранника 𝑋𝑘. Вектор 𝑏𝑥𝑘
вычисляется в результате приме-

нения алгоритма аппроксимации.

Пакет состоит из следующих программ, которые применяются в зависимо-

сти от решаемой задачи:

1. Approximation - метод вычисления аппроксимации на один шаг. На осно-

ве оценки 𝑋𝑘 вычисляется аппроксимирующий многогранник 𝑋𝑘+1. Метод

реализован на основе алгоритма 1, описанного в п.2.3 (рис. 5.1).

Синтаксис:

b=Approximation(A,B,Г,G,H,Ax,Aw,Av,bx,bw,bv,y,u,Axk)

Входные данные: 𝐴, 𝐵, Γ, 𝐺, 𝐻 - матрицы из уравнений движения (5.1),

𝐴𝑥, 𝐴𝑤, 𝐴𝑣 - матрицы ограничений 𝐴𝑥𝑘
, 𝐴𝑤𝑘

, 𝐴𝑣𝑘 соответственно, 𝑏𝑥, 𝑏𝑤, 𝑏𝑣

- векторы ограничений 𝑏𝑥𝑘
, 𝑏𝑤𝑘

, 𝑏𝑣𝑘 соответственно, 𝑦 - значение измерения

на (𝑘 + 1)-м шаге 𝑦𝑘, 𝑢 - значение управления на 𝑘-м шаге, 𝐴𝑥𝑘 - матрица

𝐴𝑥𝑘+1
, определяющая форму аппроксимирующего многогранника.

Результатом работы метода 𝑏 является вектор 𝑏𝑥𝑘+1
.

2. ApproximationL - метод вычисления аппроксимации 𝑋𝑘 по результатам L

последних измерений. Метод может быть использован для увеличения точ-

ности оценивания вектора состояния, а также для исследования оптималь-

ной величины окна 𝐿. Метод реализован на основе алгоритма 2, описанного

в п.2.3 (рис. 5.2).

Синтаксис:

b=ApproximationL(A,B,Г,G,H,Ax,Aw,Av,bx,bw,bv,Y,U,Axk,L)

Входные данные:

𝐴, 𝐵, Γ, 𝐺, 𝐻 - матрицы из уравнений движения (5.1), 𝐴𝑥, 𝐴𝑤, 𝐴𝑣 - матри-

цы ограничений 𝐴𝑥𝑘−𝐿
, 𝐴𝑤𝑘

, 𝐴𝑣𝑘 соответственно, 𝑏𝑥, 𝑏𝑤, 𝑏𝑣 - векторы огра-

ничений 𝑏𝑥𝑘−𝐿
, 𝑏𝑤𝑘

, 𝑏𝑣𝑘 соответственно, 𝑌 - массив измерений с (𝑘−𝐿+1)-го

шага до (𝑘 + 1)-го шага, в котором измерения записаны по столбцам, 𝑈 -
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массив управлений с (𝑘−𝐿)-го шага до 𝑘-го шага, в котором вектора управ-

ления записаны по столбцам 𝐴𝑥𝑘 - матрица 𝐴𝑥𝑘+1
, определяющая форму

аппроксимирующего многогранника на (𝑘 + 1)-м шаге, 𝐿 - ширина окна.

Результатом работы метода 𝑏 является вектор 𝑏𝑥𝑘+1
.

Рис. 5.1. Схема алгоритма
полиэдральной аппроксимации

информационного множества на один
шаг

Рис. 5.2. Схема алгоритма
полиэдральной аппроксимации
информационного множества по

результатам L последних измерений

3. ApproximationAvgW - метод вычисления аппроксимации 𝑋𝑘 при наличии

дополнительной информации о среднем значении возмущений по каждой

координате 𝑗:

1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝑤𝑖(𝑗)| ≤ 𝜖𝑘(𝑗). (5.4)
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В данном методе аппроксимация информационного множества производит-

ся на основе информации, полученной с нулевого по 𝑘-й шаг (рис. 5.3).

Синтаксис:

b=ApproximationAvgW(A,B,Г,G,H,Ax,Aw,Av,bx,bw,bv,Y,U,Axk,L,eps)

Входные данные:

𝐴,𝐵, Γ,𝐺,𝐻 - матрицы из уравнений движения (5.1), 𝐴𝑥, 𝐴𝑤, 𝐴𝑣 - матрицы

ограничений 𝐴𝑥0
, 𝐴𝑤𝑘

, 𝐴𝑣𝑘 соответственно, 𝑏𝑥, 𝑏𝑤, 𝑏𝑣 - векторы ограничений

𝑏𝑥0
, 𝑏𝑤𝑘

, 𝑏𝑣𝑘 соответственно, 𝑌 - массив измерений с 1-го шага до (𝑘 + 1)-го

шага, 𝑈 - массив управлений с 0-го шага до 𝑘-го шага, в котором вектора

управлений записаны по столбцам, 𝐴𝑥𝑘 - матрица 𝐴𝑥𝑘+1
, определяющая

форму аппроксимирующего многогранника на 𝑘-м шаге, 𝐿 - номер шага, с

которого в систему должна быть включена информация о среднем значении

возмущения, 𝑒𝑝𝑠 - вектор ограничения на среднее значение возмущений

(5.4).

Результатом работы метода 𝑏 является вектор 𝑏𝑥𝑘+1
.

4. ApproximationDecompositionW - метод вычисления аппроксимации 𝑋𝑘 по

результатам 𝐿 последних измерений при наличии информации о разложе-

нии возмущений по системе заданных функций:

𝑤𝑘 =
𝑙∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝜑𝑖𝑘, 𝐴𝛼𝛼 ≤ 𝑏𝛼, 𝛼 =
(︁
𝛼1 𝛼2 ...𝛼𝑙

)︁
, (5.5)

где 𝑎𝑖 - неизвестные постоянные коэффициенты, 𝜑𝑖𝑘-известные функции,

неравенство 𝐴𝛼𝛼 ≤ 𝑏𝛼 задает априорные ограничения на коэффициенты

𝛼𝑖.

Данный метод позволяет вычислить аппроксимацию информационного

множества 𝑋𝑘, а также провести множественную оценку параметров 𝛼𝑖.

Метод реализован на основе алгоритма, описанного в п.3.2 (рис. 5.4).

Синтаксис:

[bxk,bak]=ApproximationDecompositionW(A,B,Г,G,H,Ax,Aw,Av,Aa,bx,

bw, bv, ba,Y,U,Axk,Ф,L)

Входные данные:

𝐴, 𝐵, Γ, 𝐺, 𝐻 - матрицы из уравнений движения (5.1), 𝐴𝑥, 𝐴𝑤, 𝐴𝑣, 𝐴𝑎

- матрицы ограничений 𝐴𝑥𝑘−𝐿
, 𝐴𝑤𝑘

, 𝐴𝑣𝑘 , 𝐴𝛼 соответственно, 𝑏𝑥, 𝑏𝑤, 𝑏𝑣, 𝑏𝑎
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- векторы ограничений 𝑏𝑥𝑘−𝐿
, 𝑏𝑤𝑘

, 𝑏𝑣𝑘 , 𝑏𝛼 соответственно, 𝑌 - массив изме-

рений с (𝑘 − 𝐿)-го шага до 𝑘-го шага, в котором измерения записаны по

столбцам, 𝑈 - массив управлений с (𝑘−𝐿)-го шага до 𝑘-го шага, в котором

управления записаны по столбцам, 𝐴𝑥𝑘 - матрица 𝐴𝑥𝑘
, определяющая фор-

му аппроксимирующего многогранника на 𝑘-м шаге, Φ - матрица значений

функций из разложения (5.5) Φ𝑘 =
(︁
𝜑1𝑘 𝜑2𝑘 ... 𝜑𝑙𝑘

)︁
, 𝐿 - ширина окна.

Результатом работы метода является массив из двух векторов 𝑏𝑥𝑘
, 𝑏𝛼.

Рис. 5.3. Схема алгоритма
полиэдральной аппроксимации при
ограничении на среднее значение

возмущений

Рис. 5.4. Схема алгоритма
полиэдральной аппроксимации при
разложении возмущений по системе

функций

5. ApproximationThrottle - метод вычисления аппроксимации информацион-

ного множества для вектора состояния дроссельной заслонки, модель дви-
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жения которой описана в п.3.4:

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝜎𝑖
𝑥𝑘 +𝐵𝜎𝑖

𝑢𝑘 + 𝑤𝑘 + 𝐶𝜎𝑖
,

𝑦𝑘 = 𝐺𝑥𝑘 +𝐻𝑣𝑘. (5.6)

Данный метод может быть использован для вычисления аппроксимации

𝑋𝑘+1 на основе оценки 𝑋𝑘 для переключательных систем (рис.5.5), когда

матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐶 в модели системы на каждом шаге могут принимать зна-

чения из некоторых заданных множеств:

𝐴 ∈ {𝐴𝜎1
,...,𝐴𝜎𝑀

}, 𝐵 ∈ {𝐵𝜎1
, ...,𝐵𝜎𝑀

}, 𝐶 ∈ {𝐶𝜎1
,...,𝐶𝜎𝑀

}. (5.7)

где 𝐴𝜎𝑗
, 𝐵𝜎𝑗

, 𝐶𝜎𝑗
, 𝑗 = 1...𝑀 - заданные матрицы.

Синтаксис:

bx=ApproximationThrottle(Asigma,Bsigma, Csigma, G,H,Ax, Aw, Av,

uk, y, bx, bw, bv, Axk)

Входные данные:

𝐴𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎, 𝐵𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎, 𝐶𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎 - массивы матриц из (5.7), 𝐴𝑥, 𝐴𝑤, 𝐴𝑣- матрицы

ограничений 𝐴𝑥𝑘
, 𝐴𝑤𝑘

, 𝐴𝑣𝑘 соответственно, 𝑏𝑥, 𝑏𝑤, 𝑏𝑣 - векторы ограничений

𝑏𝑥𝑘
, 𝑏𝑤𝑘

, 𝑏𝑣𝑘 соответственно, 𝑦 - измерение на (𝑘+1)-м шаге, 𝑢 - управление на

𝑘-м шаге, 𝐴𝑥𝑘 - матрица 𝐴𝑥𝑘+1
, определяющая форму аппроксимирующего

многогранника на 𝑘-м шаге.

Результатом работы метода является вектор 𝑏𝑥𝑘+1
.

Данный пакет программ позволяет проводить комплексные исследования

гарантированных оценок для различных математических моделей подвижных

объектов. С помощью данного пакета можно исследовать размеры аппроксими-

рующих многогранников для подвижных объектов, выполняя процедуры оце-

нивания в вычислительных экспериментах при различных исходных данных. В

качестве оценки размера информационного множества можно рассматривать,

например, чебышевский радиус множества, длины сторон аппроксимирующе-

го параллелепипеда. Для подвижных объектов можно получить гарантирован-

ные оценки при различных реализациях возмущений и помех, ограничениях

на начальное состояние, возмущения и помехи, и на основе полученных оценок
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Рис. 5.5. Схема алгоритма
полиэдральной аппроксимации для
математической модели дроссельной

заслонки

сделать вывод о влиянии этих параметров на точность оценивания. Также мож-

но провести вычислительные эксперименты при различных значениях ширины

окна наблюдения 𝐿 для определения, какое значение ширины окна позволяет

получить более точную оценку в соответствии с имеющимися вычислительными

ресурсами.

Минимальные требования к аппаратному и программному обеспечению

для работы программного комплекса: процессор - от 500 МГц, оперативная

память - от 1 Гб, постоянная память - от 200 кб, Matlab 6.5 (или более поздняя

версия).
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Пример. Матрицы в системе (5.1):

𝐴 =

(︃
0.9976 0.04636

−0.09278 0.8584

)︃
, Γ =

(︁
0.1189; 4.639

)︁
10−3,

𝐺,𝐻 – единичные матрицы размера 2× 2.

Ограничения на 𝑥0, 𝑤𝑘, 𝑣𝑘 заданы в виде многогранников:

𝑋0 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝑥0 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.0316

0.0141

0.0316

0.0141

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑊 :

(︃
1 0

0 −1

)︃
𝑤𝑘 ≤

(︃
1.5

1.5

)︃
,

𝑉 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑣𝑘 ≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.0228

0.0145

0.0228

0.0145

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Проведена аппроксимации 𝑋𝑘 информационных множеств �̄�𝑘 для 𝐿 = 1

многогранником 𝐴𝑥𝑘
𝑥𝑘 ≤ 𝑏𝑥𝑘

, где 𝐴𝑥𝑘
=
(︁
𝐼2×2 −𝐼2×2

)︁𝑇
с помощью метода

Approximation. Результаты работы программы приведены в таб.5.1 и на рис.5.6.
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-0.02

-0.01

0

0.02
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0
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k

3
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1-0.04
0

Рис. 5.6. Эволюция аппроксимирующих множеств 𝑋𝑘
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Таблица 5.1. Результат работы программы.

𝑘 𝑤𝑘 𝑣𝑘 𝑥𝑘 𝑦𝑘 𝑏𝑥𝑘

0 -0.5 -

(︂
0
0

)︂
-

⎛⎜⎜⎝
0.0316
0.0141
0.0316
0.0141

⎞⎟⎟⎠
1 0.1

(︂
0.01
0.02

)︂ (︂
−0.0001
−0.0023

)︂ (︂
0.0099
0.0177

)︂ ⎛⎜⎜⎝
0.0244
0.0196
0.0046
0.0051

⎞⎟⎟⎠
2 0.35

(︂
−0.005
0.005

)︂ (︂
−0.0002
−0.0015

)︂ (︂
−0.0052
0.0035

)︂ ⎛⎜⎜⎝
0.0093
0.0242
0.005
0.0123

⎞⎟⎟⎠
3 -1

(︂
0.008
−0.01

)︂ (︂
−0.0002
0.0003

)︂ (︂
0.0078
−0.0097

)︂ ⎛⎜⎜⎝
0.0103
0.0131
0.0057
0.0184

⎞⎟⎟⎠
4 1.2

(︂
0.012
−0.003

)︂ (︂
−0.0003
−0.0043

)︂ (︂
0.0117
−0.0073

)︂ ⎛⎜⎜⎝
0.0110
0.0155
0.0028
0.0237

⎞⎟⎟⎠
5 1

(︂
−0.012
0.012

)︂ (︂
−0.0003
0.0019

)︂ (︂
−0.0123
0.0139

)︂ ⎛⎜⎜⎝
0.0022
0.0205
0.0035
0.0089

⎞⎟⎟⎠

При проведении вычислений в среде Matlab R2010a на компьютере с про-

цессором Intel(R) Core(TM) i7-4702MQ c тактовой частотой 2.20ГГц и ОЗУ 8ГБ

время вычисления аппроксимации для рассмотренной двумерной модели при

𝑥𝑘 ∈ 𝑅2, 𝑤𝑘 ∈ 𝑅 𝑦𝑘 ∈ 𝑅2, 𝑣𝑘 ∈ 𝑅2 при 𝐿 = 1 время аппроксимации на 1 шаг в

среднем равно 0.021𝑐.
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Заключение

Итоги выполненного исследования

В работе решены все поставленные задачи и достигнута цель исследования.

Основные результаты работы заключаются в следующем:

1. Разработы методы моделирования состояния подвижного объекта при неко-

торых особенностях модели и процесса:

– численный алгоритм гарантированного оценивания вектора состояния

системы и коэффициентов при разложении возмущения по системе

функций. В этом случае за счёт использования информации о том, что

коэффициенты разложения являются постоянными, оценка вектора со-

стояния получается точнее, чем в случае, когда возмущение известно

с точностью до множества возможных значений, а время вычисления

оценки меньше.

– численный алгоритм гарантированного оценивания состояния линей-

ных переключаемых систем на основе использования систем линей-

ных неравенств и уравнений. Для каждого возможного состояния 𝜎(𝑘),

𝜎(𝑘) = 1,2,...,𝑚 переключаемой системы вычисляется аппроксимация

информационного множества. Объединение полученных множеств зада-

ёт результирующую множественную оценку вектора состояния переклю-

чаемой системы. Время оценивания состояния переключаемых систем в

𝑚 раз больше, чем для систем без переключений той же размерности

из-за необходимости вычислять оценку для каждой подсистемы.

2. Разработан численный алгоритм полиэдральной аппроксимации информа-

ционного множества �̄�𝑘 сверху многогранником заданной формы 𝑋𝑘 без

выполнения вычислительно затратных операций суммы Минковского и пе-

ресечения множеств. Алгоритм основан на неявном задания вектора состо-

яния подвижных объектов системами линейных уравнений и неравенств,

в которых в качестве переменных выступают вектор состояния подвижно-
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го объекта 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥, векторы возмущения 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑤 и помех измерения

𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑣 , соответствующих 𝐿 последним измерениям 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑦 . Выбор

ширины окна 𝐿 следует проводить в соответствии с имеющимися вычисли-

тельными ресурсами и на этапе численного моделирования системы.

3. Разработанный алгоритм полиэдральной аппроксимации информационных

множеств позволяет получить не только гарантированную оценку вектора

состояния, но и гарантированную оценку возмущений и помех в виде мно-

жеств, а также их эволюцию, что может быть в дальнейшем использовано

для разработки адаптивных алгоритмов оценивания и управления, прогно-

зирования состояния системы и строительства множеств достижимости.

4. Исследовано гарантированное оценивание при аномальных измерениях, ко-

гда происходит выброс помехи измерения из априорно заданного множе-

ства. Установлено, что если величина выброса на 𝑘−м шаге 𝛿𝜈𝑘 превышает

сумму проекций диаметров множеств 𝐴𝑉 и Γ𝑊 по какой-либо из коорди-

нат, то такой выброс гарантированно будет обнаружен.

5. Проведено сравнение оценок, полученных в результате метода полиэдраль-

ной аппроксимации, с гарантированными оценками в виде эллипсоидов и

доверительными множествами, полученными по результатам оценки филь-

тра Калмана. Вычислительные эксперименты показали, что время вычисле-

ния эллипсоидальных оценок оказалось больше, чем при полиэдральной ап-

проксимации. Доверительные области фильтра Калмана могут быть мень-

ше аппроксимаций многогранниками и эллипсоидами, но истинное состоя-

ние системы может не находиться внутри данной области.

6. Время, требуемое для вычисления аппроксимации зависит от размерностей

фазового вектора, возмущения и помехи, от количества граней аппрокси-

мирующего многогранника, а также от ширины окна 𝐿. При этом при уве-

личении окна время, требуемое для вычисления оценки, растет нелинейно,

например, при увеличении окна в 10 раз, время возрастает в 1.7−3.7 раза в

зависимости от размерности векторов состояния, измерения, возмущений и

помех. Оценить время построения аппроксимации информационного мно-

жества для конкретного подвижного объекта и конкретной вычислительной

машины можно на этапе проектирования.
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7. Показана реализация алгоритмов полиэдральной аппроксимации, модели-

рование и исследование гарантированных оценок для следующих матема-

тических моделей подвижных объектов:

– Рассмотрена модель движения летательного аппарата шестого порядка.

Проведено сравнение гарантированных оценок и оценок фильтра Кал-

мана по результатам вычислительных экспериментов. Оценка фильтра

Калмана по некоторым координатам получилась точнее, чем при гаран-

тированном подходе, но на некоторых шагах истинное состояние не по-

падало в доверительную область, построенную на основе фильтра Кал-

мана. При моделировании нормально распределённых случайных воз-

мущений и помех истинное значение не попало в доверительный эллип-

соид в 2% случаев, а при моделировании равномерно распределённых -

в 25% случаев.

– Проведены вычислительные эксперименты для моделирования гаранти-

рованных оценок ошибок бесплатформенной инерциальной навигацион-

ной системы в продольном и боковом каналах. Время работы алгоритма

без итерационных процедур на 1 шаг - 0.00028с, алгоритма полиэдраль-

ной аппроксимации - 0.03c, фильтра Калмана - 0.0001с. Истинное значе-

ние вектора состояния бесплатформенной инерциальной навигационной

системы в среднем в 30% случаев не попадает в доверительный эллип-

соид при равномерном распределении возмущений, в 5% случаев - при

нормальном распределении. Включение информации о среднем значе-

нии возмущений в систему линейных уравнений и неравенств, описыва-

ющую информационное множество, позволяет уточнить оценку в 1.5-5

раз без значительного увеличения вычислительных затрат.

– Рассмотрены экспериментальные измерения волоконно-оптического ги-

роскопа ВОГК-2. Показано применение алгоритмов гарантированно-

го оценивания для идентификации коэффициентов разложения «быст-

рых» колебаний в измерениях ВОГК-2 по системе хаотических процес-

сов. Задача оценивания коэффициентов сведена к задаче оценивания

вектора состояния, который является постоянным, но неизвестным и

измеряемым с ошибкой. При этом построение модели проводится по

некоторому набору измерений, а далее на основе полученной модели
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вычисляется прогноз значения. Диапазон значений колебаний в измере-

ниях ВОГК-2 составлял [-200;250], а диапазон ошибок прогноза значе-

ний колебаний в результате применения гарантированного подхода для

оценки коэффициентов составляет [-100;100], то есть неопределённость

удалось уменьшить в 2.25 раз, что может быть использовано для по-

вышения точности определения проекции угловой скорости, а значит и

азимута.

– Проведен натурный эксперимент для идентификации модели дроссель-

ной заслонки и исследования гарантированных оценок угла поворота

дроссельной заслонки и электрического тока, потребляемого заслонкой,

математическая модель которой описана переключаемой системой. Оце-

нивание проводилось методом полиэдральной аппроксимации информа-

ционных множеств по результатам измерения угла поворота. Истинное

состояние системы оказалось внутри полученных множеств.

– Показано применение гарантированного подхода в задаче динамических

измерений температуры. В проведенных экспериментах с помощью раз-

работанного алгоритма полиэдральной аппроксимации информацион-

ных множеств время получения реального значения температуры уда-

лось уменьшить в 1.7-2 раза. Кроме того, построение гарантированных

оценок температуры особенно актуально при определении перегрева. В

одном эксперименте получили, что через 6 секунд после начала процесса

получили информацию, что перегрева нет.

8. Разработан пакет программ в среде MATLAB, предназначенный для

проведения вычислительных экспериментов и исследований гарантиро-

ванных оценок состояния подвижных объектов методом полиэдральной

аппроксимации информационных множеств при различных особенностях

функционирования системы. Пакет позволяет на этапе проектирования

системы управления подвижным объектом оценить время вычисления

оценок, точность оценивания, анализировать гарантированные оценки

состояния объекта при различных исходных данных.
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Рекомендации:

1. Для уменьшения вычислительных затрат, требуемых для гарантированно-

го оценивания состояния подвижных объектов, возможно проведение ре-

дукции размерности или декомпозиции математических моделей объектов

управления с сохранением свойств объекта.

2. При ограниченных вычислительных ресурсах можно уменьшить время вы-

числения аппроксимации, если вычислять оценки не по всем координатам,

а по наиболее важным.

3. При ограниченных вычислительных ресурсах разработанные алгоритмы га-

рантированного оценивания могут быть применены в задачах послеопыт-

ной обработки информации, в частности телеметрии, а также для систем

с медленно меняющимися процессами, происходящими, например, в судах,

колесно-гусеничных машинах.

Перспективы дальнейшей разработки темы состоят в следующем:

1. Определение длины окна 𝐿, при увеличении которой не происходит по-

вышение точности гарантированных оценок, в зависимости от априорной

информации о системе.

2. Повышение быстродействия алгоритмов гарантированного оценивания за

счёт использования особенностей модели подвижного объекта при решении

задач личного программирования и распараллеливания вычислительных

процессов.

3. Построение модели возмущений и помех измерений, действующих на по-

движный объект, для построения адаптивных алгоритмов оценивания по-

вышения точности оценивания состояния подвижных объектов.
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