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Обозначения и соглашения

1. Множества, как правило, обозначаются заглавными буквами готи-

ческого алфавита. Исключения составляют множества с уже устоявши-

мися названиями, например:

N — множество натуральных чисел,

R — множество действительных чисел,

R+ — множество {a ∈ R : a > 0},
C — множество комплексных чисел,

Wm
q (Ω) — пространство Соболева,

`q — пространство последовательностей,

Элементы множеств обозначаются строчными буквами латинского или,

в особых случаях, греческого алфавитов. Например,

span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm}

обозначает линейную оболочку векторов ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm.

2. Множества отображений множеств (т.е. множества операторов) обо-

значаются рукописными заглавными буквами латинского алфавита, на-

пpимеp:

L(U;F) — множество линейных непрерывных операторов, определен-

ных на пространстве U и действующих в пространство F;

Cl(U;F) — множество линейных замкнутых операторов, плотно опреде-

ленных в пространстве U и действующих в пространство F;

domM — область определения оператораM , imM — образ оператораM .

Отметим, что вместо L(U;U) и Cl(U;U) ради краткости будем писать

соответственно L(U) и Cl(U).

3. Элементы множеств операторов мы будем обозначать заглавными

буквами латинского алфавита. Кроме того, символами I и O мы будем

обозначать соответственно "единичный" и "нулевой" операторы, области

определения которых ясны из контекста.
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4. Все рассуждения проводятся в вещественных квазибанаховых прост-

ранствах, однако при рассмотрении "спектральных" вопросов вводится

их естественная комплексификация. Все контуры оpиентиpованы дви-

жением "против часовой стрелки" и ограничивают область, лежащую

"слева" при таком движении.

5. Символ • лежит в конце доказательства.
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Введение

Актуальность темы исследования

В настоящее время большое число работ посвящено изучению эволю-

ционных математических моделей в различных прикладных задачах, в

частности, в области гидродинамики, теории фазовых переходов крити-

ческих точек, а также при описании процессов распада фаз вещества.

Примерами таких моделей могут служить эволюционные математиче-

ские модели на основе уравнений Дзекцера [13], Кана – Хилларда [68],

уравнения диффузии 4-го порядка [60, 81, 83, 89, 98], а также обобщен-

ного уравнения Фишера – Колмогорова [73].

Математическая модель Дзекцера

Большой практический интерес [40, 41] в теории движения грунтовых

вод представляет уравнение

(λ−∆)
∂u

∂t
= (β∆− α∆2)u+ f(t) (0.1)

с граничным условием

u = ∆u = 0 на ∂Ω× [0, T ],

где параметры λ, β ∈ R, α ∈ R+ описывают характеристики системы, а

вектор-функция f(t) отвечает внешнему воздействию на систему.

Уравнение (0.1), которое является обобщением уравнения движения

грунтовых вод со свободной поверхностью, моделирует эволюцию свобод-

ной поверхности фильтрующейся жидкости. В литературе его называют

уравнением Дзекцера [13]. В силу того, что выражение слева в уравне-

нии (0.1) может обратиться в нуль при некоторых значениях парамет-

ра λ, данное уравнение относится к обширному классу неклассических

уравнений математической физики [51].
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Обобщенная модель Фишера – Колмогорова

Рассмотрим математическую модель на основе обобщенного уравне-

ния Фишера – Колмогорова

∂u

∂t
= −γ∆2u+ ∆u+ f(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ], (0.2)

с граничным условием

∂u

∂n
=
∂∆u

∂n
= 0 на ∂Ω× [0, T ],

где f(u) = u − u3, T > 0 , Ω ограниченная область в Rd, d ≤ 2, и γ > 0

– коэффициент гипердиффузии. Уравнение (0.2) является обобщением

классического уравнения Фишера – Колмогорова при γ = 0, которое

появилось недавно при изучении фазовых переходов критических точек

(точек Лифшица) [73] и исследовалось как модельное уравнение высоко-

го порядка для бистабильных систем [74].

Если выбрать γ > 0, то модель будет стабильной (устойчивой) на ко-

ротких волнах, в противном случае пространственная производная чет-

вертого порядка не существенно изменит качественные особенности од-

нородных состояний u = ±1 и u = 0.

Модель диффузии четвертого порядка

Математическая модель диффузии четвертого порядка с постоянным

коэффициентом диффузии, порожденная функционалом энергии

H =

∫ b

a

u2
x,

имеет вид
∂u

∂t
= −∆2u (0.3)

и граничное условие имеет вид

u = ∆u = 0 на ∂Ω× [0, T ].
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Уравнение диффузии четвертого порядка в отличие от уравнений диф-

фузии второго порядка, не подчиняется принципу максимума. В реше-

ниях стандартных начально-краевых задач для эволюционного уравне-

ния диффузии четвертого порядка могут появиться новые экстремумы.

А именно, при решении эволюционных уравнений четвертого порядка

с гладкими начальными условиями можно наблюдать появление новых

"структур". Математическая модель диффузии четвертого порядка на-

ходит применение во многих областях науки и техники, включая тео-

рию тонких пленок [98]; диффузию на поверхности твердых тел [60, 89];

диффузию поверхностно-активных веществ в ячейках Хеле – Шоу [81];

проектирование специальных кривых на поверхностях [83].

Математическая модель Кана – Хилларда

В цилиндре из R3 с границей класса C1 рассмотрим математическую

модель на основе уравнения Кана – Хилларда [68]
∂u

∂t
= ∆[F ′(u)− ε2∆u] (0.4)

с граничным условием

u = ∆u = 0 на ∂Ω× [0, T ]

Здесь F (u) является плотностью Гельмгольца свободной энергии молеку-

лы однородной системы с составом u, а k – положительная константа. Ча-

сто называемая коэффициентом градиента энергии (k = ε2, 0 < ε2 � 1),

которая связана с межфазной энергией, u(x, t) представляет собой кон-

центрацию одной из двух компонент (x, t) ∈ Ω×R+,Ω = (0, L). Концен-

трацию следует понимать или как объемную долю, или как массовую

долю, в зависимости от того какая физическая система исследуется.

Уравнение (0.4) является уравнением математической физики, кото-

рое описывает процесс разделения фаз, т.е. механизм с помощью кото-

рого смесь двух или более веществ, разделяется на отдельные области с

различным химическим составом и физическими свойствами.
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Все математические модели, основанные на уравнениях (0.1), (0.2),

(0.3) и (0.4), могут быть представлены как граничные задачи для урав-

нения вида

Qn(∆)ut = Rs(∆)u+ g, (0.5)

где Qn(∆), Rs(∆) многочлены степени n, s ∈ N от оператора Лапласа

∆ : Wm+2
q (Ω) → Wm

q (Ω), а Wm
q (Ω) – пространства Соболева, q ≥ 1,

m ∈ {0} ∪ N. Здесь Ω ограниченная область в Rd с бесконечно гладкой

границей ∂Ω. Вектор-функция g описывает внешнее воздействие на си-

стему. Отметим, что во всех приведенных моделях n < s.

В последнее время возрос интерес к уравнениям в квазибанаховых

пространствах. Начаты исследования операторно-дифференциальных

уравнений в квазисоболевых пространствах [3, 4, 22, 44, 55]. Квазинорми-

рованные пространства исследуются, как в абстрактных задачах

[2, 6, 82], так и в связи с их использованием при решении прикладных

задач [8, 38].

Одним из наиболее часто используемых подходов исследования урав-

нений вида (0.5) является метод, который опирается на разложение иско-

мой функции по собственным функциям оператора Лапласа и ее пред-

ставлении с помощью коэффициентов этого разложения. В силу чего

уравнение (0.5) можно рассматривать в пространствах последователь-

ностей (из коэффициентов ряда Фурье). Более того, в таких простран-

ствах возможно расширить множества значений параметров, характе-

ризующих выбранные пространства. Например, для пространств после-

довательностей возможен случай 0 < q < 1, который в пространствах

функций рассматривать невозможно [96]. Преимущества такого подхо-

да отмечались при решении некоторых технических задач (см. по этому

поводу [8]).
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Квазинормированным пространством (U,U ‖ ·‖) называется линейное

пространство U над полем R с квазинормой U‖ · ‖, которая отличается от

нормы только аксиомой "неравенство треугольника":

∀u, v ∈ U U‖u+ v‖ ≤ C(U‖u‖+U ‖v‖),

где константа C ≥ 1. Если C = 1, то квазинорма становится нормой, а

квазинормированное пространство превращается в нормированное. Во-

обще говоря, квазинормированное пространство не нормируемо, но мет-

ризуемо [6, гл. 3]. Таким образом, для квазинормированного простран-

ства имеют место понятия фундаментальной последовательности и пол-

ноты. Полное квазинормированное пространство U называется квазиба-

наховым. Любое банахово пространство является квазибанаховым, а об-

ратное – неверно.

Понятие квазибанаховых пространств неразрывно связано с поняти-

ем банаховых пространств [6, 65]. Однако самостоятельный интерес к

квазибанаховым пространствам, как к объекту исследования, появился

сравнительно недавно, примером этого могут служить работы Н. Кэл-

тона (N. Kalton) [85], кроме того, такие пространства возникают при

исследовании абелевых групп [6].

Известно, что в общем случае в функциональных квазибанаховых

пространствах не могут быть построены отображения, отличные от нуле-

вого и тождественного [96] (например, в пространстве Lq[a, b], 0 < q < 1).

Вместе с тем, это справедливо не для всех квазибанаховых пространств.

Так, в пространствах последовательностей `q, 0 < q < 1 и построенных

на их основе квазисоболевых пространствах `mq , 0 < q < 1, m ∈ R су-

ществуют линейные отображения, отличные от тривиальных [3, 6]. Под-

черкнем, что в данном диссертационном исследовании рассматриваются

только такие квазибанаховы пространства, которые в дальнейшем будем

называть квазисоболевыми пространствами.
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Актуализирует исследование эволюционных уравнений то, что полу-

ченные ранее, более 20 лет назад, результаты в банаховых простран-

ствах, спустя некоторое время оказались применимы в теории динами-

ческих измерений [58], в теории оптимального управления [31], теории

устойчивости уравнений соболевского типа [43], а также при изучении

уравнений соболевского типа высокого порядка [16]. Уравнения соболев-

ского типа возникают при моделировании различных процессов в есте-

ственных и технических науках [75, 101]: уравнение Дзекцера, описыва-

ющее эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости [13],

уравнение Баренблатта – Желтова – Кочиной, моделирующее динамику

вязко-упругой жидкости в трещинновато-пористой среде [5], уравнение

волн Россби [45], система уравнений Соболева, линеаризованная система

уравнений Навье – Стокса [28] и многие другие системы уравнений гид-

родинамики [35, 52, 53]. Для исследования такого рода прикладных задач

при более общих условиях необходимо развитие теории вырожденных го-

ломорфных (полу)групп операторов в квазисоболевых пространствах.

Теория вырожденных групп операторов, как средство исследований

целого класса математических моделей, показала свою эффективность

как при аналитических, так и при численных исследованиях. Поэтому

для аналитического исследования класса эволюционных моделей в дан-

ной диссертации стала актуальной разработка теории вырожденных по-

лугрупп операторов в квазисоболевых пространствах. Все вышеуказан-

ное свидетельствует об актуальности избранных методов исследования.

Постановка задач

Пусть Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

s∑
j=0

djλ
j – многочлены с дей-

ствительными коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n

и s, соответственно, причем n < s и dscn < 0. Рассмотрим операто-

ры Qn(Λ)u = {Qn(λk)uk}, где {uk} ∈ `m+2n
q и Rs(Λ)u = {Rs(λk)uk},
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n ∈ N, где {uk} ∈ `m+2s
q , а монотонная последовательность {λk} ⊂ R+

такова, что lim
k→∞

λk = +∞. В силу задания (по построению), оператор

Qn(Λ) ∈ L(U;F), а оператор Rs(Λ) ∈ Cl(U;F), domRs(Λ) = `m+2s
q , где

U = `m+2n
q ,F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+.

Рассмотрим класс эволюционных уравнений

Qn(Λ)u̇ = Rs(Λ)u (0.6)

в квазисоболевых пространствах последовательностей. Положив L =

Qn(Λ), M = Rs(Λ), будем рассматривать уравнение (0.6) в рамках аб-

страктного уравнения соболевского типа

Lu̇ = Mu. (0.7)

Вектор-функция u ∈ C∞(R+;U) называется решением уравнения (0.7),

если при подстановке она обращает (0.7) в тождество. Решение u = u(t)

такого уравнения называется решением задачи Коши

u(0) = u0, (0.8)

если оно вдобавок удовлетворяет условию Коши (0.8) при некотором эле-

менте u0 ∈ U.

Рядом исследователей, например в [36, 49, 78], отмечается, что при

произвольных начальных данных задача Коши (0.8) неразрешима для

уравнения (0.7), поэтому целесообразным является рассмотрение задачи

Шоуолтера–Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (0.9)

где P – проектор на образ разрешающей группы операторов уравнения

(0.7). Отметим, что задача Шоуолтера–Сидорова в невырожденном слу-

чае совпадает с задачей Коши, а в вырожденном — может быть решена

при произвольных начальных данных.

В работе исследована разрешимость начальных задач (0.8) и (0.9) как

для уравнения (0.7), так и для неоднородного уравнения вида

Lu̇ = Mu+ g, (0.10)
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где g : [0, T ]→ F отвечает внешнему воздействию на систему.

Подчеркнем, что при исследовании задачи (0.8), (0.10) необходимо

получение дополнительного условия "согласования начальных данных".

Целью работы является аналитическое и численное исследо-

вание класса эволюционных математических моделей в квазисоболевых

пространствах, возникающих при описании гидро- и термодинамических

процессов, с разработкой методов и алгоритмов численного решения и

реализацией их в виде комплекса программ.

Для достижения поставленной цели необходимо реализовать следую-

щие задачи:

1. Разработать аналитический метод исследования одного класса эво-

люционных математических моделей на основе теории вырожденных го-

ломорфных полугрупп в квазибанаховых пространствах последователь-

ностей; изучить качественные свойства решений в виде условий суще-

ствования дихотомий с построением инвариантных пространств.

2. Исследовать в квазисоболевых пространствах аналоги математи-

ческой модели Дзекцера; обобщенной математической модели Фишера

– Колмогорова; математической модели диффузии четвертого порядка;

математической модели Кана – Хилларда с начальными условиями Шо-

уолтера – Сидорова или Коши.

3. Разработать численный метод исследования задачи Коши для од-

ного класса эволюционных математических моделей в квазисоболевых

пространствах.

4. Разработать комплекс программ нахождения численного решения

задачи Коши для моделей, рассматриваемых в квазисоболевых простран-

ствах.

5. Провести вычислительные эксперименты для исследуемых матема-

тических моделей.
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Историография вопроса

Приведем историографию работ, в которых проводились исследова-

ния или разрабатывались методы, сходные с развиваемыми в данной

работе. Также представим краткое описание истории исследования пред-

ставленных математических моделей.

Обобщенное уравнение Фишера – Колмогорова (0.2) было предложено

в 1987 году P. Collet, C. Elphick и D. Repaux [72], а в 1988 году G. Dee и

W. van Saarloos [74] как обобщение классического уравнения Фишера –

Колмогорова
∂u

∂t
= ∆u+ u− u3 (0.11)

которое играет важную роль в исследованиях формирования паттернов

(шаблонов) в бистабильных системах [62, 93, 97]. Уравнение (0.11) яв-

ляется прототипом уравнения, возникающего при изучении распростра-

нения фронта нестабильных состояний. Его можно рассматривать как

динамическое уравнение для соответствующих медленных переменных

химических волн, когда его расширение в комплексном поле является ам-

плитудой уравнения для динамики близких к порогу различных неустой-

чивостей. Поскольку диффузное слагаемое ∂2u
∂x2 стабилизируется, уравне-

ние (0.11) представляет бистабильную систему с двумя пространствен-

но однородными стабильными состояниями u = ±1. Состояние u = 0

нестабильно к длинноволновым возмущениям. Распространение фрон-

тов в этом нестабильном состоянии хорошо изучено [62]. Для достаточно

локализованных начальных условий

u(x, 0) > 0,

фронты развиваются долгое время в виде u(x − v∗t) со скоростью v∗ =

2. В асимптотической динамике, они представляют собой равномерное

движение, соединяющее состояния u = 0 и u = 1.
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Обобщенное уравнение Фишера – Колмогорова (0.2) возникает в раз-

личных ситуациях, таких как распространение доменных стенок жидких

кристаллов, бегущих волн в реакции-диффузии, а также в мезоскопиче-

ской теории как модель фазового перехода в бинарной системе вблизи

критических точек (точек Лифшица). В этих ситуациях градиентными

слагаемыми высшего порядка функционала свободной энергии больше

нельзя пренебречь и производная четвертого порядка становится важ-

ной.

В последнее время внимание было сосредоточено на стационарном со-

стоянии уравнения (0.2). Целью исследования стационарного состояния

уравнения (0.2) является изучение гетероклинического решения (так на-

зываемые кинки) связанных с точками равновесия u = −1 и u = 1.

Обобщенное уравнение Фишера – Колмогорова возникает при изуче-

нии особых точек (так называемых точек Лифшица) при фазовых пере-

ходах и в качестве эволюционного уравнения в градиентных системах,

описываемых функционалом энергии

I(u) =

∫ [
γ

2
(u′′)2 +

β

2
(u′)2 + F (u)

]
dx, γ > 0, β ∈ R,

где потенциал F (u) = 1
4(1−u2)2. Для получения обобщенного уравнения

Фишера – Колмогорова, следует выбирать β = 1.

Другое важное применение обобщенного уравнения Фишера – Колмо-

горова было найдено в теории неустойчивости в нематических жидких

кристаллах [103].

В исследованиях материалов второго порядка [70] также используется

функционал I(u) при β < 0. Стационарные точки для I(u) эквивалентны

равновесным решениям уравнения Свифта – Хоэнберга [71]

∂u

∂t
= −(1 +

∂2

∂x2
)2u+ αu− u3, α > 0.

Уравнение диффузии четвертого порядка (0.3) в банаховых простран-

ствах изучалось многими исследователями в различных отраслях науки,
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например, при исследовании теории тонких пленок [98], при проектиро-

вании специальных кривых на поверхностях [83], а также при исследо-

вании диффузии на поверхности твердых тел [89, 60] и поверхностно-ак-

тивных веществ в ячейках Хеле – Шоу [81].

Уравнение Кана – Хилларда (0.4) описывает процесс разделения фаз,

т.е. механизм с помощью которого смесь двух или более веществ, разде-

ляется на отдельные области с различным химическим составом и фи-

зическими свойствами. Одним из видов фазового разделения является

спиноидальный распад. Спинодальный распад – это начальная стадия

фазового перехода в системе, находящейся вне области термодинамиче-

ски устойчивых состояний, что происходит в случае достаточно быстрого

фазового перехода. Спинодальный распад состоит в расслоении однород-

ного вещества на различные фазы. При спинодальном распаде расслое-

ние происходит однородно по всему объему вещества, в этом отличие от

зародышеобразования (нуклеации) для метастабильных состояний. Спи-

нодальный распад определяется диффузией, что позволяет описывать

процесс простыми уравнениями, чем в других случаях.

Отметим некоторые результаты [67, 69] исследования уравнений Ка-

на – Хилларда вида (0.4). Новик–Коэн и Сигел одними из первых про-

вели анализ осциллирующих одномерных решений с конечной ампли-

тудой. Эллиот и Сонгму доказали существование глобального решения

в L2 для постоянного коэффициента мобильности и свободной энергии

полиномиального роста. Глобальное решение так же получено в рабо-

тах Каффарелли и Мулера. Существование и единственность решения

для двойного потенциала (помех) было показано Бловей и Эллиот, а для

логарифмических потенциалов с постоянным коэффициентом мобиль-

ности показано Дебуше и Деттори. Миранвилль доказал существование

и единственность решения в случае слабого взаимодействия. Отметим

также то, что численное моделирование спинодального распада являет-
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ся отдельной задачей (см. [39, 63, 64]).

Уравнение Кана – Хилларда (0.4) применяется при исследовании раз-

личных задач. Так, например, оно используется при описании: разделе-

ния двух и трехкомпонентных фаз жидкой смеси [63]; многофазности

текучей среды [67, 86]; потока Тейлора в мини/микроканалах [79]; двух-

слойного потока в каналах с резкими топографическими особенностя-

ми [104]; спинодального разложения с составом зависящим от тепловых

проводимостей [88]; фаз разложения и огрубление шариков припоя [64];

феномена термически индуцированного разделение фаз [102], эволюции

произвольной морфологии и комплексной микроструктуры, такой как

кристаллизация твердых структурных фазовых переходов [69].

Для аналитического исследования аналогов моделей, основанных на

уравнениях (0.1), (0.2), (0.3) и (0.4), в квазисоболевых пространствах

будем использовать теорию полугрупп операторов. Для этого исследуем

операторно-дифференциальное уравнение вида (0.7) в квазисоболевых

пространствах.

Если оператор L непрерывно обратим, то уравнение (0.7) можно ре-

дуцировать к паре эквивалентных ему уравнений

u̇ = Su, ḟ = Tf, (0.12)

где операторы S ∈ L(U), и T ∈ L(F). Уравнения (0.12) будем рассмат-

ривать в рамках уравнения

v̇ = Av, (0.13)

где оператор A ∈ L(V), а V – квазибанахово пространство. Вектор-

функцию v ∈ C∞(R+;V) назовем решением уравнения (0.13).

Исследования уравнения вида (0.13) в банаховых пространствах явля-

ются классическими и им посвящены многие работы (см. напр., [28, 34,

37, 56, 57, 87, 90]). Все эти работы условно можно разделить на два вида.

К первому из них следует отнести работы, в которых результаты о раз-
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решимости начально–краевых задач для таких уравнений и систем по-

лучены посредством использования свойств дифференциальных опера-

торов, входящих в уравнение (0.13). Ко второму можно отнести изучение

абстрактных уравнений типа (0.13) с приложением к задачам математи-

ческой физики. Здесь "прикладные" задачи являются иллюстрациями

исследования "абстрактных" задач. Применение теории разрешающих

(полу)групп относятся ко второму виду.

В свое время полу(группы) уравнения (0.7) в банаховых простран-

ствах рассматривались разным авторами [36, 48, 78]. При этом иссле-

дователи отмечали, что характерной чертой (полу)группы уравнения с

вырожденным оператором является то, что единицей полугруппы явля-

ется не тождественный оператор, как в классической теории полугруп-

пы операторов, а проектор на некоторое подпространство. Этот факт,

в частности, влечет то, что задача Коши разрешима не для произволь-

ных начальных значениях. Такие полугруппы в дальнейшем называются

вырожденным, либо полугруппами операторов с ядрами.

Впервые уравнения, неразрешенные относительно производной, на-

чал рассматривать, по-видимому, А. Пуанкаре. Систематическое же их

изучение стартовало в 20 веке с работ С.Л. Соболева. Именно поэтому

в современных математических исследованиях в отношении уравнений,

неразрешенных относительно производной, стал общепринятым термин

"уравнения соболевского типа". Заметим, что уравнения соболевского

типа называются динамическими, если их решения продолжимы на всю

ось R, и эволюционными, если их решения существуют только на R+.

Исследования уравнений, неразрешенных относительно производной,

неразрывно связаны с развитием теории вырожденных голоморфных

(полу)групп операторов. В настоящее время уравнения соболевского ти-

па и связанные с ними вырожденные (полу)группы операторов активно

изучаются в области неклассических уравнений математической физи-
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ки [14, 51, 61, 99, 100]. В последние десятилетия написано большое ко-

личество монографий, полностью или частично посвященных этой те-

матике, сформировались научные направления, вокруг которых сложи-

лись научные школы. В этой области активно работают Р.Е. Шоуол-

тер (R.E. Showalter)[99], А. Фавини (А. Favini), А. Яги (А. Yagi) [78],

Г.В. Демиденко[11], И.В. Мельникова [36], С.Г. Пятков [95], Г.А. Свири-

дюк, Т.Г. Сукачева [24], В.Е. Федоров [54] и их ученики.

Математические модели на основе линейных уравнений соболевско-

го типа были изучены Г.А. Свиридюком и его учениками [46, 47]. Пер-

вая монография этой школы, посвященная голоморфным вырожденным

группам и полугруппам, а также вырожденным C0–полугруппам, вышла

в 2003 году [101]. Необходимо отметить, что результаты, изложенные в

этой монографии, получены в банаховых пространствах. В настоящее

время в рамках школы, возглавляемой Г.А. Свиридюком, исследовано

множество различных задач для моделей математической физики (см.,

например, [7, 17, 25, 32, 33, 59]) как аналитически, так и численно. От-

метим, что при численном исследовании таких систем наиболее часто

используется проекционный метод, что ставит перед исследователями

задачу поиска собственных чисел краевых дифференциальных операто-

ров, что является отдельной сложной задачей [18, 19, 20, 84].

Используя методы классического и локального преобразования Ла-

пласа и спектральную теорию операторных пучков, А.Г. Руткас [42] ис-

следовал задачу (0.8),(0.10) в случае, когда U,F – банаховы простран-

ства, L,M – линейные ограниченные операторы. В его работе охарак-

теризованы нормальные решения, корректная и диссипативная задача

Коши, описано начальное многообразие при различных условиях. Ре-

зультаты исследования применяются к задачам рассеяния и прохожде-

ния сигналов в дискретных структурах.
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A. Favini [76] ввел в рассмотрение задачу
d

dt
Lu(t) = Mu(t) + f(t) (0 < t <∞)

lim
t→0+

Lu(t) = u0

с замкнутыми линейными операторами L,M . В [77] он рассматрива-

ет то же уравнение на конечном отрезке [0, T ] с начальным условием

Lu(0) = Lu0, domL ⊇ domM 3 u0, U = F. В терминах оператора

M(µL−M)−1 сформулированы теоремы существования и единственно-

сти решения этих задач при некоторых условиях на начальное значение

u0 и гладкость функции f(t).

В работах Дж.К. Аль-Делфи и А.В. Келлер (2015 г.) впервые была

исследована разрешимость уравнений соболевского типа в квазисоболе-

вых пространствах и сформирована теория вырожденных разрешающих

голоморфных групп операторов в квазибанаховых пространствах после-

довательностей с рассмотрением случая относительно ограниченных опе-

раторов [4, 22]. Используя эти результаты, Х.Ф. Хасан и М.А. Сагадеева

(2016 г.) изучили ограниченность решений класса динамических уравне-

ний соболевского типа в квазисоболевых пространствах [44, 55].

В теории устойчивости решений математических моделей, основан-

ных на динамических и эволюционных дифференциальных уравнениях,

важную роль играет понятие экспоненциальной дихотомии как одной из

характеристик асимптотического поведения его решений ([10, 34, 56]).

Наиболее глубокие результаты по проблеме устойчивости решений ле-

жат в области обыкновенных дифференциальных уравнений, разрешен-

ных относительно производной. Отправной точкой здесь являются рабо-

ты А.М.Ляпунова [29]. Наиболее полно результаты по устойчивости ре-

шений обыкновенных дифференциальных уравнений изложены Ф.Гант-

махером [9], Б.Демидовичем [12], Э.Коддингтоном и Н.Левинсоном [23].

Системы уравнений, обладающие свойством экспоненциальной дихо-

томичности изучались в работе [92], посвященной нелинейным возмуще-
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ниям таких уравнений, которая была обобщением относящейся к двумер-

ному дискретному случаю работы Ж. Адамара [80]. Эквивалентность

экспоненциальной дихотомии системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений условию существования ограниченных решений неодно-

родного уравнения была впервые установлена А.Д. Майзелем [30]. Ана-

логичную задачу для нелинейного уравнения со стационарной линейной

частью рассматривал П. Боль [66].

М.Г. Крейн [26] впервые изучил вопросы устойчивости решений диф-

ференциальных уравнений в бесконечномерных банаховых пространствах.

Подробно эти исследования изложены им в [27]. Классическими работа-

ми в области исследования дихотомий решений однородного уравнения

(0.13) стали монографииЮ.Л. Далецкого и М.Г. Крейна [10], Х.Л. Массе-

ра и Х.Х.Шеффера [34], где рассматривались уравнения с ограниченным

оператором S.

В работе Д. Хенри [56] изучается разрешимость задачи Коши стаци-

онарного и нестационарного линейных уравнений первого порядка вида

(0.13), где S – секториальный, т. е. порождающий аналитическую по-

лугруппу, оператор. Получены достаточные условия существования и

единственности ограниченных решений уравнения (0.13) и его задачи

Коши.

С.Г. Пятковым [94] изучено существование максимальных семидефи-

нитных инвариантных подпространств для J-диссипативных операторов

и полугрупповые свойства сужений оператора на эти инвариантные под-

пространства.

Экспоненциальные дихотомии решений уравнения (0.7) исследовались

Г.А. Свиридюком и А.В. Келлер (1997 г.) в случаях (L, σ)-ограниченного

и сильно (L, p)-секториального оператораM в банаховых пространствах.

В терминах L-спектра оператора M ими были получены условия су-

ществования экспоненциальных дихотомий для этого случая [21, 50].
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С.А. Загребина и М.А. Сагадеева в монографии 2016 г. аккумулировали

результаты, полученные в предыдущие 10-15 лет, посвященные изучению

вопросов устойчивости решений полулинейных уравнений соболевского

типа в банаховых пространствах [15]. Работы Ф.Л. Хасан (2016 г.) по-

священы изучению существования ограниченных решений, экспоненци-

альных дихотомий и инвариантных подпространств для динамических

уравнений в квазисоболевых пространствах [55].

Методы исследования

В данной работе проведены аналитическое и численное исследования

аналогов математических процессов гидродинамики и теории фазовых

переходов термодинамики в квазисоболевых пространствах. При анали-

тическом исследовании вырожденных эволюционных уравнений за осно-

ву взят подход, суть которого заключается в построении вырожденных

разрешающих полугрупп операторов, дающих классическое решение за-

дачи (0.7), (0.8). Особенность разрешающих операторов вырожденного

уравнения (0.7) заключается в том, что они обладают нетривиальными

ядрами, содержащими ядро оператора при производной. Для построения

теории вырожденных голоморфных полугрупп операторов в квазибана-

ховых пространствах последовательностей используются классические

методы функционального анализа, теории линейных ограниченных опе-

раторов, спектральной теории. Для построения операторов разрешаю-

щих полугрупп, по аналогии с классическими результатами, использует-

ся преобразование Лапласа операторнозначных функций в квазибанахо-

вых пространствах последовательностей, для чего необходимо обоснова-

ние аналитичности и интегрируемости таких отображений в квазибана-

ховых пространствах последовательностей. В основе этого обоснования

лежит свойство метризуемости квазибанаховых пространств.

При численном исследовании класса эволюционных математических
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моделей получены приближенные решения, которые построены на основе

модифицированного проекционного метода. Сходимость приближенного

решения к точному обосновано теоретически за счет сходимости соот-

ветствующих рядов.

Новизна полученных результатов

В области математического моделирования:

В диссертационной работе впервые проведены аналитическое и чис-

ленное исследования одного класса эволюционных математических моде-

лей в квазисоболевых пространствах, описывающих процессы в области

термо- и гидродинамики. Создана теоретическая основа для качествен-

ного и численного исследования изучаемых моделей: доказана однознач-

ная разрешимость задачи Коши и задачи Шоуолтера – Сидорова для

эволюционных операторно-дифференциальных уравнений, а также по-

лучены условия существования экспоненциальных дихотомий решений.

В области численных методов:

Разработаны новые алгоритмы численных методов, использующие

идеи проекционных методов, позволяющие находить приближенные ре-

шения изучаемых математических моделей в квазисоболевых простран-

ствах. Установлена сходимость приближенных решений к точному.

В области комплексов программ:

Разработан комплекс программ нахождения приближенного решения

задачи Коши для класса эволюционных математических моделей в ква-

зисоболевых пространствах. Разработанный комплекс программ позво-

ляет: проводить вычислительные эксперименты для изучаемых моделей

как в квазисоболевых пространствах, так и в стандартных простран-

ствах.

Все результаты, выносимые на защиту, являются новыми и получе-

ны автором лично. Достоверность полученных результатов обеспечена
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полными доказательствами всех утверждений, соответствующими совре-

менному уровню математической строгости.

Теоретическая и практическая значимость исследования

Результаты диссертационной работы, полученные при исследовании

математических моделей, вносят вклад в теорию линейных эволюцион-

ных операторно-дифференциальных уравнений первого порядка в ква-

зисоболевых пространствах, получены достаточные условия однозначной

разрешимости задач Коши и Шоултера – Сидорова для эволюционного

линейного операторно-дифференциального уравнения в квазибанаховых

пространствах, построены численные методы решения задачи Коши для

таких уравнений, доказана сходимость численных методов. Алгоритмы

численных методов реализованы программно и позволяют получать чис-

ленное решение и наглядное представление о поведении приближенных

решений эволюционных моделей термо- и гидродинамики с условием Ко-

ши в графическом виде. Результаты, полученные при исследовании мате-

матических моделей, могут быть полезны в гидродинамике, в термодина-

мике при изучении процессов фильтрации, плавления, кристаллизации,

а также различных диффузионных процессов. Кроме того, полученные

результаты создают основу для исследования других эволюционных ма-

тематических моделей в квазисоболевых пространствах.

Апробации

Результаты, изложенные в диссертации, были представлены на:

– Международной конференции "Воронежская зимняя математиче-

ская школа" (Воронеж, 2014, 2016),

– Международной конференции "Дифференциальные уравнения и ди-

намические системы" (Суздаль, 2014),

– Международной конференции "Спектральные задачи, нелинейный
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и комплексный анализ"(Уфа, 2015),

– Шестнадцатом всероссийском симпозиуме по прикладной и про-

мышленной математике (Сочи, 2015),

– Международной научно-практической конференции "Приоритетные

научные исследования и разработки" (Саратов, 2016)

– научных конференциях аспирантов и докторантов ЮУрГУ (Челя-

бинск, 2014, 2015).

– семинаре профессора Г.А. Свиридюка "Уравнения соболевского ти-

па" в Южно-Уральском государственном университете.

Результаты диссертации опубликованы в работах [105] – [115].

Необходимо отметить, что во всех работах [105], [106], [109], [113], вы-

полненных в соавторстве с научным руководителем, последнему принад-

лежит только постановка задачи и некоторые идеи доказательств. Все

доказательства выполнены автором диссертации самостоятельно.

Краткое содержание диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка ли-

тературы и приложения.

Введение содержит актуальность и предпосылки исследования, по-

становку задач и цели работы, представлены историография вопроса,

описываются методы исследования и новизна полученных результатов,

теоретическая и практическая значимость.

Первая глава содержит пять параграфов, в которых описаны эволю-

ционные процессы термо- и гидродинамики, описаны квазисоболевы про-

странства и проведена редукция исследуемых процессов к абстрактным

эволюционным уравнениям в этих пространствах. Все результаты дан-

ной главы на защиту не выносятся. В параграфе 1.1 содержится описание

модели Дзекцера, описывающей эволюцию свободной поверхности филь-

трующейся жидкости. В п. 1.2 приведено описание обобщенной модели

25



Фишера – Колмогорова и модели диффузии четвертого порядка. В п. 1.3

описана модель Кана – Хилларда. В п. 1.4 приведено понятие ограничен-

ных и непрерывных, а также замкнутых операторов в квазибанаховых

пространствах последовательностей. В этом пункте содержатся теоремы

о продолжении замкнутого оператора и обратимости оператора близкого

к единичному, полученные Дж.К. Аль-Делфи [4]. Также здесь рассмат-

риваются функции линейных ограниченных операторов, в том числе и

аналитические функции операторов. В п. 1.5 приведены определения и

понятия квазисоболевых пространств, приведена теорема о вложениях

таких пространств и конструкция квазиоператора Лапласа, также по-

лученные Дж.К. Аль-Делфи [4]. Кроме того, здесь проведена редукция

рассматриваемых моделей к абстрактному эволюционному уравнению,

рассматриваемому в квазисоболевых пространствах.

Вторая глава посвящена аналитическим методам исследования од-

ного класса эволюционных математических моделей в квазисоболевых

пространствах и состоит из шести параграфов. В п. 2.1 приведены сведе-

ния об относительном резольвентном множестве и относительном спек-

тре для пары операторов в квазибанаховом пространстве, полученные

Дж.К. Аль-Делфи [4]. Здесь также рассмотрены свойства относитель-

ных резольвент в квазибанаховых пространствах последовательностей и

введено понятие относительно секториального оператора. В п. 2.2 до-

казано существование вырожденных голоморфных разрешающих полу-

групп для однородного уравнения соболевского типа. П. 2.3 содержит

исследование однозначной разрешимости обобщенной задачиШоуолтера

– Сидорова для эволюционного уравнения соболевского типа в квазисо-

болевых пространствах. Введено понятие фазового пространства для ис-

следуемого уравнения в квазисоболевых пространствах. В п. 2.4 исследо-

вана разрешимость задачи Коши для неоднородных уравнений рассмат-

риваемого класса. Пп. 2.5 и 2.6 содержат аналитические исследования в
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квазисоболевых пространствах модели Дзекцера и обобщенной модели,

содержащей модели Кана – Хилларда, модели Фишера – Колмогорова и

модели диффузии четвертого порядка.

Третья глава состоит из шести параграфов и посвящена изучению

свойств решений одного класса эволюционных математических моделей,

а также их численному исследованию. В п. 3.1 доказана относительно

спектральная теорема и получены условия, при которых существуют

инвариантные пространства для пары эквивалентных уравнений собо-

левского типа. Доказана теорема о том, что при определенных условиях

решения пары эквивалентных уравнений соболевского типа обладают

экспоненциальной дихотомией. В п. 3.2 изучаются свойства решений мо-

делей Дзекцера, и обобщенной модели, содержащей модели Кана – Хил-

ларда, модели Фишера – Колмогорова и модели диффузии четвертого

порядка в квазисоболевых пространствах. П. 3.3 содержит описание ал-

горитмов построения приближенного решения эволюционных математи-

ческих моделей как в квазисоболевых, так и в банаховых пространствах.

В п. 3.4 описываются программы реализующие алгоритмы, описанные в

п. 3.3. Пп. 3.5 и 3.6 содержат результаты вычислительных эксперимен-

тов, иллюстрирующих полученные теоретические результаты.

В Заключении представлены выводы о результатах, полученных в

диссертации, соответствии их паспорту специальности, а также перспек-

тивы и направления развития тематики исследования в дальнейшем.

Приложение содержит свидетельство о регистрации программы.
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1. Математические модели эволюционных процессов

В пп. 1.4 и 1.5 данной главы представлены необходимые для после-

дующего изложения сведения и результаты Дж.К. Аль-Делфи. Доказа-

тельства утверждений этих пунктов можно найти в работах [3, 4, 22].

1.1. Математическая модель Дзекцера

Большой практический интерес в теории движения грунтовых вод

представляет уравнение

(λ−∆)
∂u

∂t
= (β∆− α∆2)u+ f(t) (1.1.1)

параметры λ, β ∈ R, α ∈ R+ характеризуют систему, а вектор-функция

f(t) отвечает внешнему воздействию на систему. Уравнение (1.1.1) явля-

ется обобщением уравнения движения грунтовых вод со свободной по-

верхностью и моделирует эволюцию свободной поверхности фильтрую-

щейся жидкости [13]. В силу того, что выражение слева в уравнении

(1.1.1) может быть нулевым при некоторых значениях параметра λ, дан-

ное уравнение относится к обширному классу неклассических уравнений

математической физики [51].

Вывод уравнения Дзекцера

Рассматривается движение грунтовых вод, описываемое фильтраци-

онным уравнением Буссинеска [1, 40, 41]. Предлагается некоторое обоб-

щение этого уравнения.

Введем потенциал скорости фильтрации

φ(x, y, z, t) = −kh(x, y, z, t) = −k
(
p

γ
+ z

)
, (1.1.2)
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где h(x, y, z, t) – напор, p – давление, γ – объемный вес жидкости. По-

местим начало координат на горизонтальной плоскости водоупора и на-

правим ось Oz вверх. Обозначим проекции скоростей фильтрации на оси

координат

u =
∂φ

∂x
, v =

∂φ

∂y
, w =

∂φ

∂z
. (1.1.3)

Тогда из уравнения неразрывности и (1.1.3) получим, что потенциал ско-

рости удовлетворяет уравнению Лапласа
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= 0. (1.1.4)

Граничные условия будут иметь вид:

на свободной поверхности z = H(x, y, t)

µ
dH

dt
=
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=H

+ εa; (1.1.5)

на водоупоре
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= ε0, (1.1.6)

где H(x, y, t) – напор на свободной поверхности, равный мощности грун-

тового потока, ε0 и εa – модули питания потока соответственно через его

подошву и свободную поверхность, µ – коэффициент свободной пористо-

сти.

Проинтегрируем (1.1.4) по z в пределах от 0 до H(x, y, t) и получим
H∫

0

∂2φ

∂x2
dz +

H∫
0

∂2φ

∂y2
dz +

∂φ

∂z

∣∣∣∣H
0

= 0. (1.1.7)

С учетом условия (1.1.5) величина
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=H

может быть записана как

∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=H

= µ
dH

dt
− εa = µ

(
∂H

∂t
+
∂H

∂x

dx

dt
+
∂H

∂y

dy

dt

)
− εa. (1.1.8)

Произведем операцию дифференцирования по параметру для интегра-

лов
∂

∂x

H∫
0

∂φ

∂x
dz =

H∫
0

∂2φ

∂x2
dz +

∂H

∂x

∂φ

∂x

∣∣∣∣
z=H

, (1.1.9)
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∂

∂y

H∫
0

∂φ

∂y
dz =

H∫
0

∂2φ

∂y2
dz +

∂H

∂y

∂φ

∂y

∣∣∣∣
z=H

. (1.1.10)

Подставляя в (1.1.7) вместо интегралов их выражения из (1.1.9) и (1.1.10)

и, принимая во внимание условия (1.1.6) и (1.1.8), а также, что µdxdt = ∂φ
∂x

и µdydt = ∂φ
∂y , получим

−

 ∂

∂x

H∫
0

∂φ

∂x
dz +

∂

∂y

H∫
0

∂φ

∂y
dz

+ εa + ε0 = µ
∂H

∂t
. (1.1.11)

Уравнение (1.1.11) может быть получено также путем составления

баланса массы для элементарного объема, включающего плоскости по-

дошвы пласта и свободной поверхности. При этом потоки через боковые

поверхности объема будут

qx =

H∫
0

∂φ

∂x
dz, qy =

H∫
0

∂φ

∂y
dz.

Разложим функцию φ(x, y, z, t) в ряд по степеням z:

φ(x, y, z, t) = φ0(x, y, t) + zφ1(x, y, t) + z2φ2(x, y, t) + ... (1.1.12)

Для определения φ0 и φ1 используем граничные условия на подошве

пласта
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= ε0, φ(x, y, 0, t) = φ0. (1.1.13)

Подставляя (1.1.12) в первое равенство (1.1.13), получим

φ1 = ε0. (1.1.14)

Для определения φ2 подставим φ в уравнение Лапласа (1.1.4) и при-

мем в нем z = 0 и φ1 = ε0. Тогда получим

φ2 = −1

2

(
∂2φ0

∂x2
+
∂2φ0

∂y2

)
.
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Определение φ3, φ4, ..., φn производится таким же образом, но (1.1.4) пред-

варительно дифференцируется по z. Тогда вместо (1.1.12), получим

φ(x, z, t) = φ0 + ε0z +
∞∑
n=0

(−1)n+1 z2n+2

(2n+ 2)!

∂2n+2φ0

∂x2n+2
. (1.1.15)

Предполагается, что ряд (1.1.15) сходится (для этого нужно наложить

ограничение на коэффициенты ряда).

Остановимся на первых трех членах выражения (1.1.15) и, принимая

во внимание (1.1.2), придем к выражению

h(x, y, z, t) = h0 − z
ε0

k
− z2

2

(
∂2h0

∂x2
+
∂2h0

∂y2

)
, (1.1.16)

где h0(x, y, t) – напор на подошве пласта.

Выражение (1.1.16) может быть получено и другим путем. Считая,

что скорости ∂φ
∂x и ∂φ

∂y не зависят от z, из (1.1.4) получим

φ(x, y, z, t) = −
z∫

0

z∫
0

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
d2z =

= −z
2

2

(
∂2φ0

∂x2
+
∂2φ0

∂y2

)
+ c1z + c2, (1.1.17)

где c1 = ε0, c2 = φ0(x, y, 0, t), т.е. потенциал φ зависит от z. Отсюда

получаем

u =
∂φ

∂x
=
∂c2

∂x
− z2

2

(
∂3φ0

∂x3
+

∂3φ0

∂x∂y2

)
. (1.1.18)

Из (1.1.18) следует, что ∂φ
∂x зависит от z.

Выражение (1.1.17) совпадает с (1.1.18), если в последнем удержать

только первых три члена.

Подставляя (1.1.16) в уравнение (1.1.11), получаем

∂

∂x

[
H
∂h0

∂x
− H3

6

(
∂3h0

∂x3
+

∂3h0

∂x∂y2

)]
+

+
∂

∂y

[
H
∂h0

∂y
− H3

6

(
∂3h0

∂y3
+

∂3h0

∂y∂x2

)]
=
µ

k

∂H

∂t
− ε0 + εa

k
. (1.1.19)
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В (1.1.16) подставим z = H и получим зависимость для определения

напора на свободной поверхности

H = h0 −
εa
k
H − a

2
H2, a =

(
∂2h0

∂x2
+
∂2h0

∂y2

)
. (1.1.20)

Решим уравнение (1.1.20) относительно H

H =
1

a

(√
δ2 + 2ah0 − δ

)
, δ =

ε0

k
+ 1. (1.1.21)

Разложим первый член (радикал) в (1.1.21), в ряд по степеням 2ah0:

H =
1

a

[
−δ + δ +

a

δ
h0 +

a

2δ3
h2

0 + ...
]
≈ h0

δ
− h2

0

2δ3

(
∂2h0

∂x2
+
∂2h0

∂y2

)
.

(1.1.22)

Подставим H из (1.1.22) в (1.1.19), и, пренебрегая произведениями

производных как величинами высшего порядка малости, получим

µ

k

∂h0

∂t
=

=
h2

0µ

2δ2k

(
∂3h0

∂x2∂t
+

∂3h0

∂y2∂t

)
∂

∂x

[
h0
∂h0

∂x
− h3

0

6δ2

(
∂3h0

∂x3
+

∂3h0

∂x∂y2

)]
+

+
∂

∂y

[
h0
∂h0

∂y
− h3

0

6δ2

(
∂3h0

∂y3
+

∂3h0

∂y∂x2

)]
+
ε0 + εa
k

δ. (1.1.23)

Если в (1.1.23) пренебречь третьими и четвертыми производными и счи-

тать напор не зависимым от z, то получим уравнение Буссинеска.

Если линеаризовать уравнение (1.1.23), то для одномерного случая

фильтрации будем иметь

∂h0

∂t
=
kh0

µ

[
∂

∂x

(
∂h0

∂x
− h

2

0

6δ2

∂3h0

∂x3

)
+
h0µ

2δ2k

∂3h0

∂x2∂t

]
+
ε0 + εa
µ

δ, (1.1.24)

где h0 – осредненный по t и x напор. Перепишем уравнение в виде

∂h0

∂t
− h

2

0

2δ2

∂3h0

∂x2∂t
=
kh0

µ

[
∂2h0

∂x2
− h

2

0

6δ2

∂4h0

∂x4

]
+
ε0 + εa
µ

δ

или
2δ2

h
2

0

∂h0

∂t
− ∂3h0

∂x2∂t
=

2δ2k

h0µ

∂2h0

∂x2
− kh0

3µ

∂4h0

∂x4
.
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Таким образом, обозначив

λ =
2δ2

h
2

0

, β =
2δ2k

h0µ
, α =

kh0

3µ
,

получим уравнение (1.1.1), в котором учитывается изменение напора по

вертикали [13].

1.2. Математическая модель Фишера – Колмогорова и

математическая модель диффузии четвертого порядка

Обобщенная математическая модель Фишера – Колмогорова

Рассмотрим математическую модель на основе уравнения Фишера –

Колмогорова

∂u

∂t
= −γ∆2u+ ∆u+ f(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ], (1.2.1)

где f(u) = u − u3, T > 0, Ω ограниченная область в Rd, d ≤ 2 с гра-

ницей ∂Ω, и γ > 0 – коэффициент гипердиффузии. Уравнение (1.2.1)

является обобщением классического уравнения Фишера – Колмогорова

при γ = 0, которое появилось недавно при изучении фазовых переходов

критических точек (точек Лифшица) [73] и исследовалось как модельное

уравнение высокого порядка для бистабильных систем [74].

Обобщенное уравнение Фишера – Колмогорова, так же как и клас-

сическое уравнение Фишера (Колмогорова – Петровского – Пискунова),

моделирует волны различной природы от волн концентрации некоторого

вещества до волн популяционных. В случае γ > 0, в силу физических

свойств, модель будет стабильной (устойчивой) на коротких волнах, в

противном случае пространственная производная четвертого порядка не

существенно изменит качественные особенности однородных состояний

равновесия системы u = ±1 и u = 0.
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Физический смысл

В исследовании пространственной модели, часто сталкиваются с дина-

мическими системами, для которых пространственно однородное состо-

яние системы теряет устойчивость при некотором значении параметров.

Состояние системы становится периодическим по пространственным пе-

ременным, и один из центральных вопросов касается выбора длины вол-

ны для возникающего состояния. Примеры такого поведения наблюда-

ются при плавлении кристаллов, �конвекции� жидкости между стенок

концентрических цилиндров и реакции-диффузии [73].

В последнее время появились работы, в которых рассматриваются си-

стемы, чьи два абсолютно устойчивых состояния пространственно одно-

родны. Однако этого не достаточно, чтобы в полной мере отобразить

поведение модели в динамике. Фронт волны, распространяющийся в об-

ласти неустойчивости системы может создать динамический периодиче-

ский массив кинков. Кинк это отдельная крупная область, в которой

система находится в одном из двух устойчивых состояний. Поэтому про-

странственные модели перед и после фронта волны довольно сильно от-

личаются друг от друга. Возникновение областей устойчивости зависит

от длины волны, кроме того размеры кинков могут динамически менять-

ся.

Существуют следующие типы пространственных моделей для обоб-

щенного уравнения Фишера-Колмогорова:

• Кинки – гетероклинические орбиты, которые соединяют устойчи-

вые случаи u = −1 и u = 1. Если γ ≤ 1
8 существует единственный

монотонный кинк, и если γ > 1
8 существует много кинков. В част-

ном случае, для любого целого N ≥ 0 существует 2N + 1 кинков,

удовлетворяющие следующему неравенству

|u(x)| <
√

2, x ∈ R. (1.2.2)
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• Периодические модели для любого γ > 0 и µ ∈ (1, 2), здесь µ явля-

ется значением первого интеграла:

−(u′)2 +
1

2
(1− u2)2 =

µ

2
, (1.2.3)

существует единственное периодическое решение, которое имеет мак-

симумы ниже u = 1. Для µ = 0 новые периодические решения

появляются при γ > 1
8 . Два ответвления одной рельефности пери-

одических решений u = ±γ создаются из уникального нечетного

монотонного кинка при γ = 1
8 и продолжают существовать для всех

γ > 1
8 .

• Солитоны – гомоклинические орбиты для одного из однородных

устойчивых состояний. По методу [91], одиночные и многомерные

солитоны стремятся к u = 1 или u = −1, когда x→ ±∞.

• Хаотичные модели. Обобщенное уравнение Фишера – Колмогорова

имеет хаотические стационарные модели когда γ > 1
8 и µ = 0.

Уравнение диффузии четвертого порядка

Уравнение диффузии четвертого порядка с постоянным коэффициен-

том диффузии, порожденное функционалом энергии

H =

∫ b

a

u2
x,

имеет вид
∂u

∂t
= −∆2u. (1.2.4)

Функционал энергии возникает во многих физических моделях, но не

является универсальным среди параболических уравнений высших по-

рядков.

Уравнение диффузии четвертого порядка находит применение во мно-

гих областях науки и техники, включая теорию тонких пленок [98]; диф-

фузию на поверхности твердых тел [89, 60]; диффузию
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поверхностно-активных веществ и в ячейках Хеле-Шоу [81]; проектиро-

вание специальных кривых на поверхностях [83].

Диффузионный процесс моделируется параболическим эволюционным

уравнением вида
∂u

∂t
=

(
M(u)

(
δH

δu

)
x

)
x

, (1.2.5)

которое используется для получения уравнения (1.2.4). Здесь M(u) на-

зывается подвижностью или коэффициентом диффузии, а H является

функционалом энергии, где ∂H
∂u – химический потенциал.

1.3. Математическая модель Кана – Хилларда

В ограниченном подмножестве из R3 с границей класса C1 рассмот-

рим уравнение Кана – Хилларда (Джон У. Кана и Джон Е. Хилларда)

[68]
∂u

∂t
= ∆[F ′(u)− ε2∆u]. (1.3.1)

Здесь F (u) является плотностью Гельмгольца свободной энергии молеку-

лы однородной системы с составом u и k = ε2 – положительная констан-

та, называемая коэффициентом градиента энергии (0 < ε2 � 1), которая

связана с межфазной энергией, u(x, t) представляет собой концентрацию

одной из двух компонент, где (x, t) ∈ Ω× R+,Ω = (0, L). Концентрацию

следует понимать или как объемную долю или как массовую долю, в

зависимости от того какая физическая система исследуется.

Уравнение Кана – Хилларда описывает временную эволюцию консер-

вативного (потенциального) поля, которое является непрерывной, в до-

статочной степени дифференцируемой функцией. Эволюция разделения

фаз обусловлена нефиковской диффузией, протекающей по направле-

нию градиента химического потенциала. Первоначально она была пред-

ложена для моделирования спинодального разложения двойной систе-

мы A− B при фиксированной температуре, которая являлась однород-

ной системой равномерно наполненной C. Мольная доля компонента B,
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самопроизвольно разлагается на две фазы с той же кристаллической

структурой, но с различными составами. В этом случае пространствен-

ное распределение двух фаз в процессе разложения может быть описано

компонентами поля u(x, t), которое является непрерывной, дифференци-

руемой функцией точки пространства x и времени t. Временная эволю-

ция спинодального распада определяется уравнением Кана – Хилларда:

∂u

∂t
= ∇(M∇µ) = M∆µ, (1.3.2)

где M является константой подвижности. Вообще говоря, M – тензор-

нозначная функция, зависящая от температуры. Здесь µ – локальный

химический потенциал, определяемый в виде

µ = F ′(u)− k∆u. (1.3.3)

Вывод уравнения Кана – Хилларда

Существует несколько способов получения уравнения Кана – Хиллар-

да [68], используя основные законы термодинамики. Выведем уравнение

Кана – Хилларда, используя градиент потока. Пусть ε вещественнознач-

ный функционал, в котором функция v должна удовлетворять условию∫
Ω

v(x)dx = 0. Поток градиента определяет динамическую систему отно-

сительно переменной времени t:
∂u

∂t
= −grad0ε(u), (1.3.4)

где grad0 – производная Гато от потенциальной функции (массового со-

храняющегося пространства). Функция u удовлетворяет условию:

∇u · n = 0,  · n = 0 на ∂Ω, (1.3.5)

где n единичный вектор нормали к ∂Ω и  ≡ −M∇µ. Чтобы найти огра-

ниченный градиент потока ε выберем подходящее пространство. Пусть

H гильбертово пространство функций, таких что
d

dt
ε(u+ θv)|θ=0 = 〈grad0ε(u), v〉. (1.3.6)
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Далее необходимо определить grad0ε(u). Пусть полная масса системы

ограничена и постоянна ∫
Ω

u(x, t)dx = const. (1.3.7)

Выберем подпространство Ḣ пространства H, состоящее из функций v,

таких что
∫
v(x)dx = 0, и зададим ограниченное линейное отображение

Ḣ−1 на Ḣ. На плотном подмножестве Ḣ−1 зададим скалярное произве-

дение, следующим образом

(v1, v2)Ḣ−1 ≡ (∇φv1,∇φv2)L2, v1, v2 ∈ Ḣ−1 (1.3.8)

где φv1, φv2 ∈ Ḣ1 являются ассоциатами v1, v2, т.е. являются решениями

краевой задачи Неймана

−∆φv = v,
∂φv
∂n

= 0,

∫
Ω

φvdx = 0. (1.3.9)

Для того, чтобы показать существование и единственность решений за-

дачи 1.3.8, определим билинейный функционал B на Ḣ1, B : Ḣ1× Ḣ1 →
R:

B[φv1, φv2] =

∫
Ω

∇φv1 · ∇φv2dx ≡ (∇φv1,∇φv2)L2 (1.3.10)

для любого φv1, φv2 ∈ Ḣ1.

Затем докажем энергетические оценки для билинейной формы B[φv1, φv2].

Ограниченность билинейного функционала можно показать с помощью

неравенства Гельдера для некоторых констант C > 0

|B[φv1, φv2]| ≤ ‖∇φv1‖L2‖∇φv2‖L2 ≤ C‖φv1‖Ḣ1‖φv2‖Ḣ1.

Таким образом, функционал ограничен. Далее видим, что B[φv1, φv2] ко-

эрцитивен. По определению B[φv1, φv2], имеем

‖∇φv1‖2
L2 = B[φv1, φv1] (1.3.11)

для любого φv1 ∈ Ḣ1.
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В дополнение к задаче (1.3.8), в которой (φv1)Ω =
∫

Ω∇φv1dx/|Ω|,

‖φv1‖2
L2 =

∫
Ω

φ2
v1
dx =

∫
Ω

(φv1−(φv1)Ω)2dx ≤ C

∫
Ω

|∇φv1|2dx = CB[φv1, φv2],

где C зависит от Ω. Сопоставляя это с (1.3.10), получим

1

C + 1
‖φv1‖2

Ḣ1 ≤ B[φv1, φv1]. (1.3.12)

Пусть φv2 ∈ Ḣ1, определим

F (φv2) =

∫
Ω

vφv2dx

для любого v ∈ Ḣ−1.

Функционал F является линейным и ограниченным на Ḣ1. Следова-

тельно, можно применить теорему Лакса – Мильграма, чтобы получить

единственный φv1 ∈ Ḣ1 такой, что

B[φv1, φv2] = F (φv2)

для всех φv2 ∈ Ḣ1.

Определим grad0 следующим образом: пусть u достаточно гладкая

функция и удовлетворяет ∂u
∂n = ∂∆u

∂n = 0 на ∂Ω. Тогда имеем следующее

уравнение, в котором дифференциал понимается в смысле Гато, для всех

v ∈ C∞0 :

〈grad0ε(u), v〉 =
d

dθ
ε(u+ θv) |θ=0= lim

θ→0

1

θ
[ε(u+ θv)− ε(u)] =

=

∫
Ω

[F ′(u)− ε2∆u]vdx = −
∫

Ω

[F ′(u)− ε2∆u]∆φvdx =

=

∫
Ω

∇[F ′(u)− ε2∆u] · ∇φvdx = (∇[F ′(u)− ε2∆u],∇φv)L2 =

= (−∇∇[F ′(u)− ε2∆u],−∇∇φv)Ḣ−1 = (−∆[F ′(u)− ε2∆u], v)Ḣ−1

Заменим v на −∆φv и проинтегрируем по частям. Таким образом, в

последнем уравнении∇φv имеет нулевую нормальную компоненту на ∂Ω

и нулевой поток. Отождествим

grad0ε(u) ≡ −∆[F ′(u)− ε2∆u] (1.3.13)
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на множество функций Ḣ1. В итоге уравнение эволюции примет вид

∂u

∂t
= ∆[F ′(u)− ε2∆u], (1.3.14)

где F ′(u) является производной по Гато плотности Гельмгольца свобод-

ной энергии молекулы однородной системы с составом u, с коэффици-

ентом градиента энергии 0 < ε2 � 1. Уравнение (1.3.14) известно как

уравнение Кана – Хилларда, определенное в открытом и ограниченном

подмножестве из R3 с границей класса C1.

1.4. Квазибанаховы пространства и линейные операторы

Пусть U – некоторое линейное пространство; упорядоченная пара

(U; U‖ · ‖) называется квазинормированным пространством, если

(i) ∀u ∈ U U‖u‖ ≥ 0, причем U‖u‖ = 0 ⇔ u =0, где 0∈ U;

(ii) ∀u ∈ U ∀α ∈ R U‖αu‖ = |α|·U‖u‖;
(iii) ∀u, v ∈ U U‖u + v‖ ≤ C(U‖u‖+ U‖v‖), где константа C ≥ 1 и

не зависит от u и v. Функция U‖ · ‖ : U → R+ называется квазинормой

в случае C ≥ 1, а в случае C = 1 еще и нормой. Таким образом, поня-

тия квазинормированного пространства является обобщением понятия

нормированного пространства. В дальнейшем квазинормированное про-

странство (U; U‖ · ‖) будем отождествлять с линейным пространством

U.

Квазинорма U‖ · ‖ естественным образом задает топологию на U. Ба-

зисом окрестностей служит совокупность всех множеств вида {u ∈ U :

U‖u − v‖ < ε}, где ε ∈ R+. В случае C = 1 эта топология определяется

посредством метрики ρ(u, v) = U‖u − v‖. Однако, квазинормированное

пространство метризуемо и в случае C > 1.

Лемма 1.4.1. (лемма 3.10.1 [6]). Пусть U – квазинормированное про-

странство и пусть число ρ определяется уравнением (2C)ρ = 2. Тогда
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на U существует метрика d : U× U→ R такая, что при всех u ∈ U

d(0, u) ≤ U‖u‖ρ ≤ 2d(0, u). (1.4.1)

Лемма 1.4.2. (лемма 3.10.2 [6]). Пусть U – квазинормированное про-

странство и пусть число ρ определяется уравнением (2C)ρ = 2. Если

u =
∞∑
k=1

uk (сходимость в U), то

U‖u‖ ≤ C

( ∞∑
k=1

U‖uk‖ρ
) 1

ρ

.

Далее, если U полно, то конечность правой части этого неравенства вле-

чет за собой сходимость в U ряда
∞∑
k=1

uk.

Из леммы 1.4.1 вытекает, что мы располагаем понятием фундамен-

тальной последовательности {un} ⊂ U : lim
n,l→∞

U‖un − ul‖ = 0, а значит,

и понятием полноты. Полное квазинормированное пространство называ-

ется квазибанаховым. Предел u ∈ U сходящейся в квазибанаховом про-

странстве U последовательности {un} ⊂ U будем обозначать lim
n→∞

un = u.

Теперь пусть U = (U; U‖ · ‖) и F = (F; F‖ · ‖) — квазибанаховы про-

странства. Линейный оператор L : U → F отображающий пространство

U в пространство F называется непрерывным, если lim
n→∞

Lun = L
(

lim
n→∞

un

)
для любой сходящейся в U последовательности {un} ⊂ U и ограничен-

ным, если при любом u ∈ U

F‖Lu‖ ≤ K·U‖u‖,

где K ∈ R+ не зависит от u.

Множество всех линейных L : U → F ограниченных операторов,

отображающих пространство U в пространство F, таких что dom L =

U является линейным пространством, которое мы обозначим символом

L(U;F). На этом пространстве определим неотрицательную функцию

L(U;F)‖L‖ = sup
U‖u‖=1

F‖Lu‖.
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Определение 1.4.1. Линейный оператор L : domL→ F (domL ⊂ U) на-

зывается замкнутым, если для любой последовательности {un} ⊂ domL

такой,что un → u и Lun → y выполняется u ∈ domL и y = Lu.

Замечание 1.4.1. Нетрудно показать, что линейный оператор L : domL→
F (domL ⊂ U) является замкнутым, тогда и только тогда, когда его гра-

фик graphL = {(u, f) ∈ U×F : f = Lu} замкнут по квазинорме graphL‖u‖
= U‖u‖+F ‖Lu‖.

Линейный оператор L : U → F называется плотно определенным,

если замыкание линеала domL = U. Линеал замкнутых плотно опреде-

ленных операторов обозначим символом Cl(U;F).

Теорема 1.4.1. [3] Пусть некоторый оператор M̃ ∈ Cl(U;F), и его

квазинорма

‖M̃‖ = sup
u∈domM\{0}

F‖M̃u‖
U‖u‖

< +∞.

Тогда он единственным образом продолжим до оператора M ∈ L(U;F),

причем L(U;F)‖M‖ = ‖M̃‖.

Пусть F — квазибанахово пространство, L(F)(≡ L(F;F)) — квазиба-

нахово пространство линейных ограниченных операторов.

Теорема 1.4.2. [22] Пусть оператор M ∈ L(F) и L(F)‖M‖ < 1/C.

Тогда оператор T = IF −M непрерывно обратим и

L(F)‖T−1‖ ≤ C

1− C·L(F)‖M‖
,

где C — константа из определения квазинормы.

Интегралы в квазибанаховых пространствах

Пусть F – квазибанахово пространство, функция f(t) определена на

[0, τ ] со значениями в F. Стандартным образом можно определить ин-

теграл Римана от функции f по отрезку [0, τ ]. При этом, если интеграл
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существует как предел соответствующих интегральных сумм, то функ-

ция f называется интегрируемой по Риману.

В [96, теорема 3.5.1] доказано, что интегрируемость непрерывной функ-

ции имеет место только в локально-выпуклых пространствах. Однако

[96, теорема 3.5.2], если пространство F – квазибанахово, тогда любая

аналитическая функция, определенная на [0, τ ] со значениями в F, инте-

грируема по Риману.

Пусть D – некоторая область в C. Пусть вектор-функция f(z) опре-

делена на D и принимает значения в квазибанаховом пространстве F.

Аналогично функции действительного аргумента, будем говорить, что

f(z) аналитична в D, если для любого z0 ∈ D существует окрестность

Oz0, в которой функция f(z) может быть представлена как сумма сте-

пенного ряда

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z − z0)
n, fn ∈ F.

Степенной ряд вида
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

где a ∈ C, элементы cn ∈ F, будем называть рядом Лорана. Если вектор-

функция представима сходящимся рядом Лорана в некоторой проколо-

той окрестности точки a ∈ C, то вычетом функции в этой точке назо-

вем коэффициент c−1 лорановского разложения. Классификацию изоли-

рованных особых точек будем понимать также, как в теории функций

комплексного переменного.

Интеграл от вектор-функции f(z) по замкнутому гладкому конту-

ру Γ ⊂ C будем понимать как сумму вычетов в изолированных особых

точках, лежащих внутри контура Γ, умноженную на коэффициент 2πi.

Очевидно, что для аналитических вектор-функций справедлива клас-

сическая теорема Коши о равенстве нулю интеграла по замкнутому кон-

туру.
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Пусть область D ограничена кусочно-гладкой кривой Γ, проходящей

через особую точку z = ∞. Обозначим через Kε круг |z| > 1
ε . Через Dε

обозначим область D, лежащую вне Kε, через Γε – часть Γ, лежащую

вне Kε, через γε – часть границы Kε, лежащую в Γ.

Пусть функция f(z) аналитична в области D, за исключением по-

люсов z1, z2, ..., zn, ..., и непрерывна вплоть до границы, за исключением

точки z = a. Если ∫
γε

f(z)dz → 0 (ε→ 0),

то несобственный интеграл от f(z) по Γ определим следующим образом∫
Γ

f(z)dz = 2πi
∞∑
k=1

Resz=zkf(z),

при условии, что ряд в правой части сходится в квазибанаховом про-

странстве последовательностей.

1.5. Квазисоболевы пространства и квазиоператор Лапласа.

Редукция математических моделей

Квазисоболевы пространства

Пусть
◦
W 1

2(Ω) — пространство Соболева, а W−1
2 (Ω) — сопряженное к

нему относительно скалярного произведения 〈·, ·〉 в L2(Ω) пространство

с негативной нормой. Из теоремы вложения Соболева вытекает, что

◦
W

1
2(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ W−1

2 (Ω). (1.5.1)

Также хорошо известно, что оператор Лапласа −∆, определяемый

формулой

−〈∆u, v〉 =
n∑

m=1

∫
Ω

uxmvxmdx,

задает топлинейный изоморфизм :

−∆ :
◦
W

1
2(Ω) → W−1

2 (Ω). (1.5.2)
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Далее, пусть {λk} ⊂ R+ — множество собственных значений операто-

ра Лапласа −∆, занумерованное по неубыванию с учетом их кратности.

Построим пространства:

`1
2 =

{
u = {uk} :

∞∑
k=1

λk|uk|2 < +∞

}
,

`−1
2 =

{
u = {uk} :

∞∑
k=1

λ−1
k |uk|

2 < +∞

}

и отметим топлинейные изоморфизмы `1
2
∼=
◦
W 1

2(Ω), `−1
2
∼= W−1

2 (Ω), а

также плотность и непрерывность вложений

`1
2 ↪→ `2 ↪→ `−1

2 , (1.5.3)

вытекающие из (1.5.1). Отметим банаховость пространств `1
2 и `−1

2 с нор-

мами ‖u‖2
1 =

∞∑
k=1

λk|uk|2 и ‖v‖2
−1 =

∞∑
k=1

λ−1
k |vk|

2 соответственно.

Введем в рассмотрение квазиоператор Лапласа

Λu = {λkuk}. (1.5.4)

Поскольку ‖Λu‖−1 = ‖u‖1, то из (1.5.4) следует топлинейность изомор-

физма Λ : `1
2 → `−1

2 , который, впрочем, легко получить из (1.5.2), (1.5.3).

Обратный к Λ оператор (квазиоператор Грина Λ−1) задается формулой

Λ−1v = {λ−1
k vk}. (1.5.5)

Данная часть посвящена перенесению описанной выше идеологии на

квазибанаховы пространства `q, q ∈ (0, 1). Построим квазисоболевы про-

странства:

`1
q =

{
u={uk} :

∞∑
k=1

λ
q/2
k |uk|

q<+∞

}
,

`−1
q =

{
u={uk} :

∞∑
k=1

λ
−q/2
k |uk|q<+∞

}
,
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где {λk} ⊂ R+ — монотонно возрастающая последовательность такая,

что lim
k→∞

λk = +∞, а q ∈ (0, 1).

По аналогии с пространствами Соболева Wm
q (Ω) введем в рассмотре-

ние квазисоболевы пространства

`mq =

{
u = {uk} ⊂ R :

∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk|
)q
< +∞

}
,

где m ∈ R, q ∈ R+. Пространства `mq квазибанаховы при всех m ∈ R,

q ∈ R+ с квазинормой

m
q ‖u‖ =

( ∞∑
k=1

(
λ
m
2

k |uk|
)q)1/q

,

причем они тоже банаховы только если q ∈ [1,+∞). Если q ∈ (0, 1), то

константа C = 2(1−q)/q. Заметим еще, что если m = 0, то `0
q = `q.

Теорема 1.5.1. [22] При всех q ∈ R+, m ∈ R, l ≤ m, имеют место

плотные и непрерывные вложения `mq ↪→ `lq.

Теорема 1.5.2. [22] При всех q ∈ R+, m ∈ R квазиоператор Лапласа

Λ : `m+2
q → `mq — топлинейный изоморфизм.

Построим обратный оператор Λ−1u = λ−1
k uk (квазиоператор Грина).

Очевидно, ΛΛ−1u = u при всех u ∈ `−1
q , и Λ−1Λu = u при всех u ∈ `mq .

Далее,

m+2
q ‖Λ−1u‖ =

( ∞∑
k=1

λ
(m/2)+1
k |uk|q

)1/q

= m
q ‖u‖.

Пример 1.5.1. Пусть U = `m+2
q , F = `mq ; Qn(λ) – многочлен степени

n. Рассмотрим оператор Qn(Λ)u = {Qn(λk)uk}, n ∈ N, где {uk} ⊂ U, а

монотонная последовательность {λk} ⊂ R+ такова, что lim
k→∞

λk = +∞.

Как нетрудно видеть, оператор Qn(Λ) ∈ Cl(U;F), domQn(Λ) = `m+2n
q .
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Редукция математических моделей

Все модели математической физики, рассмотренные в пп. 1.1 – 1.3,

могут быть представлены в виде

Qn(∆)ut = Rs(∆)u+ f, (1.5.6)

где Qn(∆), Rs(∆) многочлены степени n, s ∈ N от оператора Лапласа

∆ : Wm+2
q (Ω) → Wm

q (Ω), Wm
q (Ω) – пространства Соболева, q ≥ 1,

m ∈ {0} ∪ N. Здесь Ω ограниченная область в Rd с бесконечно глад-

кой границей ∂Ω. Отметим, что во всех приведенных моделях n < s. В

качестве краевых условий для уравнения (1.5.6) можно рассматривать,

например, условия

u = ∆u = . . . = ∆s−1u = 0 на ∂Ω (1.5.7)

или условия

∂u

∂n
=
∂∆u

∂n
= . . . =

∂∆s−1u

∂n
= 0 на ∂Ω. (1.5.8)

Как известно, спектр оператора Лапласа с краевыми условиями (1.5.7)

или (1.5.8) является действительнозначным, неположительным, дискрет-

ным, конечнократным и сгущается только к точке−∞. Обозначим спектр

оператора −∆ через {λk} ⊂ R+, а соответствующие собственные функ-

ции обозначим через {ϕk} ⊂ Wm
q (Ω). Здесь точки спектра занумерова-

ны по неубыванию с учетом их кратности. В силу того, что собственные

функции оператора Лапласа образуют базис, то любая функция Wm
q (Ω)

может быть представлена в виде

u =
∞∑
k=1

ukϕk

и в силу этого функция u ∈ Wm
q (Ω) однозначно задается элементом

u = (u1, u2, . . .) ∈ `mq . И действие оператора −∆ задается

−∆u =
∞∑
k=1

λkukϕk,

47



а, следовательно, в пространствах `mq может быть описано с помощью

квазиоператора Лапласа Λ : `m+2
q → `mq , действующего по правилу

Λu = {λkuk}∞k=1.

Таким образом, исследование задачи (1.5.6), (1.5.7) или (1.5.6), (1.5.8)

можно проводить в пространствах последовательностей коэффициентов

ряда Фурье. Более того, в таких пространствах возможно расширить

множества значений параметров, характеризующие выбранные простран-

ства, например, для пространств последовательностей возможно рас-

смотреть случай 0 < q < 1, который в пространствах функций рас-

сматривать невозможно [96]. А преимущества такого подхода актуально

в силу подходов решения некоторых технических задач (см. по этому

поводу [8]).

Пусть теперь {λk} ⊂ R+ монотонная последовательность такая, что

lim
k→∞

λk = +∞. Рассмотрим в квазисоболевых пространствах

`mq =

{
u = {uk} ⊂ R :

∞∑
k=1

(
λ
m
2 |uk|

)q
< +∞

}
уравнение вида

Qn(Λ)ut = Rs(Λ)u, (1.5.9)

гдеQn(Λ), Rs(Λ) многочлены степени n, s ∈ N (n < s) от квазиоператора

Лапласа Λ : `m+2
p → `mp .

Пример 1.5.2. Пусть здесь и далее U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+,

Qn (λ) =
∑n

i=0 ciλ
i и Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j – многочлены с действительны-

ми коэффициентами, не имеющие общих корней, степеней n и s, соот-

ветственно, причем n < s и dscn < 0. Построим операторы L = Qn(Λ),

M = Rs(Λ), как в примере 1.5.1.

Перейдем к описанию редукции моделей, описанных в параграфах 1.1

– 1.3, к линейным уравнениям вида (1.5.9) в квазисоболевых простран-

ствах.
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Уравнение Дзекцера. Пусть Ω ⊂ Rd ограниченная область с грани-

цей ∂Ω класса C∞. Рассмотрим граничную задачу

u(t, x) = ∆u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]

для уравнения Дзекцера вида (1.1.1)

(λ−∆)
∂u

∂t
= (−α∆2 + β∆)u.

Данная задача редуцируется к уравнению в квазисоболевых простран-

ствах вида (1.5.9) при Q1(Λ) = λ+ Λ и R2(Λ) = −αΛ2 + βΛ.

Обобщенное линеаризованная модеь Фишера – Колмогорова.

Пусть Ω ограниченная область в Rd, d ≤ 2 с границей ∂Ω. Линеаризо-

ванная математическая модель, основанная на уравнении (1.2.1) (т.е. при

f(u) ≡ u), имеет вид

∂u

∂t
= −γ∆2u+ ∆u+ u

с условием

u(t, x) = ∆u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ].

Данное уравнение сводится к уравнению вида (1.5.9) в квазисоболе-

вых пространствах при Q0(Λ) = I и R2(Λ) = −γΛ2 − Λ + I.

Модель диффузии четвертого порядка. Пусть Ω ⊂ Rd ограни-

ченная область с границей ∂Ω. Уравнение диффузии четвертого порядка

вида
∂u

∂t
= −∆2u

с условием

u(t, x) = ∆u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]

или
∂u

∂n
=
∂∆u

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]
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редуцируется к уравнению вида (1.5.9) в квазисоболевых пространствах

при Q0(Λ) = I и R2(Λ) = −Λ2.

Уравнение Кана – Хилларда. Пусть Ω ⊂ R3 ограниченная область

с границей ∂Ω класса C1. При условии, что на границе ∂Ω выполнено

∂u

∂n
=
∂∆u

∂n
= 0

рассмотрим линеаризацию уравнения Кана – Хилларда (1.3.14) в виде

∂u

∂t
= ∆[νu− ε2∆u].

Это уравнение сводится к уравнению вида (1.5.9) в квазисоболевых про-

странствах при Q0(Λ) = I и R2(Λ) = −ε2Λ2 + νΛ.
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2. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

êëàññà ýâîëþöèîííûõ ìîäåëåé

â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â äàííîé ãëàâå, áàçèðóþòñÿ

íà ïîäõîäå, ïðèìåíåííîì â [16, 31, 43],[46]�[54], [101] â ñëó÷àå áàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâ.

2.1. Îòíîñèòåëüíî ñåêòîðèàëüíûå îïåðàòîðû

Ðàññìîòðèì â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U è F îïåðàòîðû L ∈
L(U; F) èM ∈ Cl(U; F). Îïðåäåëèì L-ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòî-

ðàM êàê ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F; U)} è L-ñïåêòð îïåðàòîðà
M êàê σL(M) = C \ ρL(M).

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü ρL(M) 6= ∅. Îïåðàòîð-ôóíêöèè âèäà (µL−
M)−1, RL

µ(M) = (µL−M)−1L è LL
µ(M) = L(µL−M)−1 ñ îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ ρL(M) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, L-ðåçîëüâåíòîé, ïðàâîé è

ëåâîé L-ðåçîëüâåíòàìè îïåðàòîðà M.

Ëåììà 2.1.1. [22] Ïóñòü îïåðàòîðû L,M ∈ L(U; F), òîãäà L-ðåçîëü-

âåíòà, ïðàâàÿ è ëåâàÿ L-ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðàM íåïðåðûâíû â ρL(M).

Òåîðåìà 2.1.1. [22] Ïóñòü îïåðàòîðû L,M ∈ L(U; F), òîãäà L-ðåçîëü-

âåíòà, ïðàâàÿ è ëåâàÿ L-ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðàM ãîëîìîðôíû â ρL(M).

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü λ, µ ∈ ρL(M), òîãäà

(i) kerRL
λ(M) = kerL, imRL

λ(M) = imRL
µ(M) ;

(ii) kerLL
λ(M) = {Mϕ : ϕ ∈ kerL

⋂
domM}, imLL

λ(M) = imLL
µ(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Òàê êàê îïåðàòîð (λL−M)−1 ëèíååí, òî ïîëó-

÷èì, ÷òî kerL ⊂ kerRL
λ(M). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ-

÷åíèå, âîçüìåì u : RL
λ(M)u = 0. Òîãäà ïîëó÷èì Lu = (λL−M)0 = 0.
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî imRL
λ(M) ⊂ imRL

µ(M). Âîçüìåì u ∈ imRL
λ(M),

òîãäà ∃f1 : RL
λ(M)f1 = u. Îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî

u−RL
µ(M)f1 = (µ− λ)RL

µ(M)u.

Îòñþäà RL
µ(M)(f1 +(µ−λ)u) = u è, òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

f2 = f1 + (µ − λ)u òàêîé, ÷òî RL
µ(M)f2 = u ⇒ u ∈ imRL

µ(M). Äëÿ òîãî,

÷òîáû ïîëó÷èòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîìåíÿåì ìåñòàìè λ è µ.

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LL
µ(M)f = 0, òîãäà Lv = 0, ãäå v = (µL −

M)−1f . Âûðàçèì f = (µL −M)v = Mu, ãäå u = −v ∈ kerL. Îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå ïîëó÷èì â ñèëó òîãî, ÷òî f = Mu = M(−v) = (µL −M)v è

òîãäà LL
µ(M)f = L(−u) = 0, ãäå u ∈ kerL. •

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Íàçîâåì îïåðàòîðM ñåêòîðèàëüíûì îòíîñèòåëü-

íî îïåðàòîðà L (èëè êîðîòêî, L-ñåêòîðèàëüíûì), åñëè ñóùåñòâóþò êîí-

ñòàíòû K > 0, a ∈ R, θ ∈ (π/2, π) òàêèå, ÷òî ñåêòîð

SL
a,θ(M) = {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ, µ 6= a} ⊂ ρL(M), (2.1.1)

è max
{
L(U)

∥∥RL
µ(M)

∥∥ , L(F)
∥∥LL

µ(M)
∥∥}≤ K

|µ− a|
∀µ∈SL

a,θ(M). (2.1.2)

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Åñëè èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ èç [101], òî îïðå-

äåëåíèå L-ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì (L, 0)-

ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Â îïðåäåëåíèè 2.1.2 ìîæíî âçÿòü êîíñòàíòó a = 0.

Òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè a = b 6= 0 äëÿM ∈ Cl(U; F), òî êîíñòàí-

òà ã = 0 äëÿ îïåðàòîðà M̃ = M − bL ∈ Cl(U; F). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

M̃ = M, SL
0,θ(M̃) = SL

θ (M) ïîëó÷èì èñõîäíîå îïðåäåëåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ L−1 ∈ L(F; U) ñåêòîðè-

àëüíîñòü îïåðàòîðà L−1M ∈ Cl(U) (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ñåêòîðèàëü-

íîñòü ML−1 ∈ Cl(F)) íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ L-ñåêòîðèàëüíîñòè

îïåðàòîðà M , â ñèëó òîãî, ÷òî Rµ(L
−1M) = L−1Rµ(ML−1)L.
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Íàïîìíèì ïîñòðîåíèÿ èç ïàðàãðàôà 1.5. Âîçüìåì ìîíîòîííóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {λk} ⊂ R+ òàêóþ, ÷òî lim
k→∞

λk = +∞. Ïóñòü Qn (λ) =∑n
i=0 ciλ

i è Rs (λ) =
∑s

j=0 djλ
j � äåéñòâèòåëüíûå ïîëèíîìû, êîòîðûå

íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, ïðè÷åì dscn < 0. Ñòåïåíè ïîëèíîìîâ Qn (λ) è

Rs (λ), ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû n è s, ïðè÷åì n < s. Ðàññìîòðèì â êâà-

çèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U = `m+2n
q , F = `mq îïåðàòîðû L = Qn(Λ) ∈

L(U; F) (ïî ïîñòðîåíèþ) è M = Rs(Λ) ∈ Cl(U; F), domRs(Λ) = `m+2s
q (â

ñèëó ïðèìåðà 1.5.1).

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü U = `m+2n
q , F = `mq êâàçèñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà

è îïåðàòîðû L = Qn(Λ), M = Rs(Λ). Òîãäà îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ L-

ñåêòîðèàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî σL(M) ñîäåðæèò òî÷êè

âèäà µk = Rs(λk)(Qn(λk))
−1 ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, ãäå k ∈ N òàêîâû,

÷òî Qn(λk) 6= 0. ×èñëà µk ∈ σL(M) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, ñãóùà-

þùèìèñÿ òîëüêî ê −∞, èíûìè ñëîâàìè ïðè a = max
k
µk, θ = π

2 + α

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî α ∈ (0, π
2 ), áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (2.1.1) èç

îïðåäåëåíèÿ 2.1.2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü

m+2n
q ‖RL

µ(M)u‖q ≤ Cq
′∑ | < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q

|µ− µk|q
=

= Cq
′∑ | < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q

|µ− µk|q
= Cq

′∑ 1

|µ− µk|q
(|uk|(λk)

m+2n
2 )q ≤

≤ Cq 1

(sin θ)q|µ− a|q
′∑

(|uk|(λk)
m+2n

2 )q ≤ Cq 1

(sin θ)q|µ− a|q
· m+2n

q ‖u‖q.

Â ýòîì íåðàâåíñòâå è äàëåå â òåêñòå çíàêîì ñóììû ñî øòðèõîì îáîçíà-

÷åíà ñóììà, ó êîòîðîé îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå ñ íîìåðàìè k ∈ N òàêèìè,

÷òî âûïîëíåíî Qn(λk) = 0. Êîíñòàíòà C âçÿòà èç îïðåäåëåíèÿ êâàçèíîð-

ìû è a = max{µk}. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.1.2) îïðåäå-

ëåíèÿ 2.1.2. •
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2.2. Âûðîæäåííûå ãîëîìîðôíûå ðàçðåøàþùèå ïîëóãðóïïû

Â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U è F ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà

Lu̇ = Mu, (2.2.1)

ñ îïåðàòîðàìè L ∈ L(U; F) è M ∈ Cl(U; F) è ýêâèâàëåíòíûå åìó ïðè

α ∈ ρL(M) óðàâíåíèÿ

RL
α(M)u̇ = (αL−M)−1Mu, (2.2.2)

LL
α(M)ḟ = M(αL−M)−1f. (2.2.3)

Âñå ýòè óðàâíåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìû àáñòðàêòíîãî óðàâ-

íåíèÿ

Av̇ = Bv (2.2.4)

â êâàçèñîáîëåâîì ïðîñòðàíñòâå V, ãäå îïåðàòîðû A ∈ L(V), B ∈ Cl(V).

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Âåêòîð-ôóíêöèþ v ∈ C∞(R+; V) íàçîâåì ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ (2.2.4), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Íàçîâåì îòîáðàæåíèå V • ∈ C∞(R+;L(V)) ïîëó-

ãðóïïîé ðàçðåøàþùèõ îïåðàòîðîâ (èëè ïðîñòî ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóï-

ïîé) äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2.4), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(i) V sV t = V s+t ∀s, t ∈ R+;

(ii) âåêòîð-ôóíêöèÿ v(t) = V tv0 � ðåøåíèå (2.2.4) äëÿ ëþáîãî v0 ∈ V.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Åäèíèöà ïîëóãðóïïû èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.2 ìîæåò íå

ñóùåñòâîâàòü.

Íàçîâåì ïîëóãðóïïó {V t : t ∈ R+}
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé, ïðè óñëîâèè ∃M > 0 ∀t > 0 L(U)‖V t‖ ≤M ;

àíàëèòè÷åñêîé, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîë-

æåíà â íåêîòîðûé ñåêòîð Σ ⊂ C òàêîé, ÷òî ëó÷ R+ ⊂ Σ.
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü U = `m+2n
q , F = `mq êâàçèñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà

è îïåðàòîðû L = Qn(Λ), M = Rs(Λ), ïðè÷åì Re µk ≤ 0. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ðàçðåøàþùàÿ ïîëóãðóïïà {U t : t ∈ R+} ({F t : t ∈ R+}) äëÿ
óðàâíåíèÿ (2.2.2) ((2.2.3)), ïðè÷åì ýòà ïîëóãðóïïà àíàëèòè÷íà â ñåê-

òîðå {τ ∈ C : | arg τ | < θ − π/2, τ 6= 0}, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è

çàäàåòñÿ èíòåãðàëàìè òèïà Äàíôîðäà-Òåéëîðà

U t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ (2.2.5)

(F t =
1

2πi

∫
Γ

LL
µ(M)eµtdµ), (2.2.6)

ãäå êîíòóð Γ òàêîâ, ÷òî

Γ ⊂ SL
θ (M), arg µ→ ±θ ïðè |µ| → ∞. (2.2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà èç ãëà-

âû 1 ñóùåñòâóåò èíòåãðàë (2.2.5). Ïîêàæåì åãî ñõîäèìîñòü. Äëÿ ýòîãî

âûáåðåì îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé Γ. Äëÿ ε > 0 ðàññìîòðèì

êðóã ‖z‖ > 1
ε , êîòîðûé îáîçíà÷èì Kε. Îáîçíà÷èì Dε ÷àñòü îáëàñòè D,

ëåæàùóþ âíå Kε, à ÷åðåç Γε � ÷àñòü Γ, ëåæàùóþ âíå Kε, ÷åðåç γε � ÷àñòü

ãðàíèöû Kε, ëåæàùóþ â Γ. Â ñèëó òîãî, ÷òî

m+2n
q ‖ 1

2πi

∫
γε

RL
µ(M)eµtudµ‖ ≤ C(

∑
|µk|> 1

ε

eReµkqt| < u, ek > |q·m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ Ce−
1
ε t(
∑

| < u, ek > |q·(λk)
m+2n

2 q)1/q = Ce−
1
ε t·m+2n

q ‖u‖ → 0 ïðè ε→ 0+,

è m+2n
q ‖U tu‖ = (m+2n

q ‖ 1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtudµ‖)1/q ≤

≤ C(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q =

= C(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q)1/q,
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à ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê Reµkqt < 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

|µk|, t > 0, ïîýòîìó èíòåãðàë (2.2.5) ñóùåñòâóåò. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-

æåíèå ýòîãî èíòåãðàëà â ñåêòîð {τ ∈ C : |argτ | < θ− π
2 , τ 6= 0} âîçìîæíî

â ñèëó íåðàâåíñòâà cos(argµ+ argτ) < 0.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (i) èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.2.

U s+tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµ(s+t)dµ =

′∑
eµk(s+t) < u, ek > ek =

=
′∑
eµkseµkt < u, ek > ek.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, U sU tu =
′∑
eµks <

∑
j

eµjt < u, ej > ej, ek > ek =

=
′∑
eµkseµkt < u, ek > ek.

Òåïåðü ïðîâåðèì óñëîâèå (ii) èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.2. Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò u ∈ U è äîêàæåì, ÷òî U tu áóäåò ðåøåíèåì (2.2.2).

RL
α(M)U̇ tu =

′∑ <
∑

j e
µjtµj < u, ej > ej, ek >

α− µk
ek =

=
′∑ eµktµk < u, ek >

α− µk
ek =

′∑ eµkt R(λk)
Q(λk) < u, ek >

α− R(λk)
Q(λk)

ek =

=
′∑ eµktR(λk) < u, ek >

αQ(λk)−R(λk)
ek = (αL−M)−1Mu.

Íàêîíåö, ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü:

m+2n
q ‖U tu‖ ≤ C(

′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · (λk)

m+2n
2 q)1/q,

≤ C(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ Cemax{Reµk}qt(
′∑
| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q ≤ Cm+2n
q ‖u‖.

Îòêóäà, L(U)‖U t‖ ≤ C. •
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Çàìå÷àíèå 2.2.2. Åñëè óñëîâèå Re µk ≤ 0 íå âûïîëíåíî (ò.å. êîíñòàíòà

a 6= 0 èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.2), òî ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïîé óðàâíåíèÿ

Lu̇ = Mu áóäåò {W t = eatU t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)e(µ+a)tdµ : t ∈ R+}, ïðè÷åì

ýòà ïîëóãðóïïà áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åíà, ò.å.

L(U)‖W t‖ ≤Mebt ∀t > 0.

Ïîêàæåì ýòî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

m+2n
q ‖W tu‖ = eat(m+2n

q ‖ 1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ‖)1/q ≤

≤ Ceat(
′∑
eReµkqt| < u, ek > |q · m+2n

q ‖ek‖q)1/q =

=Ce(a+maxReµkq)t(
′∑
|< u, ek > |q ·(λk)

m+2n
2 q)1/q≤Ce(a+maxReµkq)t · m+2n

q ‖u‖.

Îòêóäà, ∀t > 0 L(U)‖W t‖ ≤ Cebt.

Çàìå÷àíèå 2.2.3. Ïóñòü ñòåïåíè ïîëèíîìîâ n = s, òîãäà îïåðàòîð

M áóäåò ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L, ïðè-

÷åì ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé (µL −M)−1, è ïîëóãðóïïû

(2.2.5),(2.2.6) ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî àíàëèòè÷åñêèõ ãðóïï [22].

Çàìå÷àíèå 2.2.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.1 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

LU tu = F tLu ∀u ∈ U,

MU tu = F tMu ∀u ∈ domM ∀t ∈ R+.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçðåøàþùèå ïîëóãðóïïû óðàâíåíèé (2.2.2), (2.2.3)

èìåþò âèä (2.2.5), (2.2.6), òî ÿñíî, ÷òî îïåðàòîðû ìîãóò áûòü âûðîæäåíû,

ò.å. ó íèõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ÿäðà kerU t ⊃ kerRL
µ(M), kerF t ⊃

kerLL
µ(M) ∀t ∈ R+.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ìíîæåñòâî kerV • = {ϕ ∈ V : ∃t ∈ R+ V tϕ = 0}
íàçîâåì ÿäðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû {V t : t ∈ R+}, à ìíîæåñòâî
imV • = {v ∈ V : lim

t→0+
V tv = v} íàçîâåì îáðàçîì ýòîé ïîëóãðóïïû.
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Çàìå÷àíèå 2.2.5. ßäðî kerV • = kerV t ∀t ∈ R+ â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè

ïîëóãðóïïû {V t : t ∈ R+}.

Ïîêàæåì ýòî. Ìíîæåñòâî kerV • =
⋃
t>0

kerV t ïî îïðåäåëåíèþ. Ýòî ÿñíî

èç kerV t1 = kerV t2 ∀t2 > t1 > 0, â ñèëó V t2 = V t2−t1V t1, òî kerV t1 ⊂
kerV t2. Âîçüìåì u ∈ kerV t2 è ðàññìîòðèì v(t) = V tu. Ýòà ôóíêöèÿ

àíàëèòè÷íà â ñåêòîðå Σ ⊃ R+ è çàíóëÿåòñÿ ïðè t ≥ t2. Îòêóäà â ñèëó

òîãî, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà, òî v(t) ≡ 0 â ñåêòîðå Σ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî kerV • åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî, ÷òî ñëåäóåò

èç çàìå÷àíèÿ 2.2.5.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü {V t : t ∈ R+} àíàëèòè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, òîãäà

kerV • ∩ imV • = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì v ∈ kerV •∩ imV •. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.2.5

ïîëó÷èì ∀t > 0 V tv = 0. Îòêóäà v = lim
t→0+

V tv = 0. •

Ìíîæåñòâî kerU • (kerF •) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç U0 (F0), à ÷åðåç

L0 (M0) áóäåì îáîçíà÷àòü ñóæåíèå L (M) íà U0 (U0 ∩ domM).

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà îïåðà-

òîðû L0∈L(kerU •; kerF •), M0 : kerU • ∩ domM → kerF •.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.2.4 èç U tu = 0 ñëåäóåò, ÷òî

0=LU tu=F tLu (0=MU tu=F tMu) ∀t∈R+ ∀u∈U (∀u∈domM). •

Îáîçíà÷èì σL
0 (M) = σL0(M0).

Ëåììà 2.2.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2.2.1 σL
0 (M) = {∞}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C ðàññìîòðèì

(λL0 −M0)
−1 =

′∑ < ·, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek. (2.2.8)
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Ïóñòü f ∈ F0, òîãäà m
q ‖(λL0−M0)

−1f‖ = m
q ‖

′∑ < f, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
′∑ | < f, ek > |q

|λQ(λk)−R(λk)|q
m
q ‖ek‖q)1/q ≤

≤ C max
λk∈ker Q

1

|λQ(λk)−R(λk)|
(

′∑
|fk|q (λk)

m
2 q)1/q ≤ const m

q ‖f‖.

Îòêóäà ÿñíî, ÷òî îïåðàòîð (2.2.8) îãðàíè÷åí. Òåïåðü âîçüìåì ϕ ∈ U0.

Òîãäà ïîëó÷èì (λL0−M0)
−1(λL0−M0)ϕ =

′∑ < (λL0 −M0)ϕ, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek =

=
′∑ <

∑
λj∈ker Q

(λQ(λj)−R(λj)) < ϕ, ej > ej, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek =

=
′∑ (λQ(λk)−R(λk)) < ϕ, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek =

′∑
< ϕ, ek > ek = ϕ.

Äëÿ f ∈ F0 ïî àíàëîãèè ñïðàâåäëèâî, ÷òî

(λL0 −M0)(λL0 −M0)
−1f = (λL0 −M0)

′∑ < f, ek >

λQ(λk)−R(λk)
ek = f.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð (2.2.8) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê λL0−M0. Êîíòóð

Γ èç óñëîâèÿ (2.2.7) ìîæíî âçÿòü ëåæàùèì "ïðàâåå" òî÷êè λ, â ñèëó àíà-

ëèòè÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé. Òîãäà ïðè ëþáûõ

ϕ ∈ kerU • ∩ domM, f ∈ kerF •, t ∈ R+

1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1e(µ−λ)t

µ− λ
(λL−M)ϕdµ =

1

2πi

∫
Γ

e(µ−λ)tϕ

µ− λ
dµ− 1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1Le(µ−λ)tϕdµ = ϕ− e−λtU tϕ = ϕ,

(λL−M)
1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1e(µ−λ)t

µ− λ
fdµ =

1

2πi

∫
Γ

e(µ−λ)t

µ− λ
fdµ− e−λt

2πi

∫
Γ

L(µL−M)−1eµtfdµ = f − e−λtF tf = f
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â ñèëó òåîðåìû Êîøè.

Îòêóäà ÿñíî, ÷òî ∀λ ∈ C ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

(λL0 −M0)
−1 ∈ L(F0; U0). •

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà ñó-

ùåñòâóåò M−1
0 ∈ L(F0; U0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììå 2.2.3 ïîëîæèì λ = 0, òîãäà

(M0)
−1 =

′∑ < ·, ek >

R(λk)
ek. • (2.2.9)

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà

∀u ∈ imRL
µ(M) (∀f ∈ imLL

µ(M)) lim
t→0+

U tu = u ( lim
t→0+

F tf = f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîð u = RL
µ(M)v ïðîèçâîëåí, à µ ∈ SL

θ .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ L-ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî, ïîëó÷èì

U tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)eλtRL

µ(M)vdλ =

=
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)v

µ− λ
eλtdλ+RL

µ(M)
1

2πi

∫
Γ

eλtv

λ− µ
dλ,

ãäå âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ ïî òåîðåìå Êîøè. Óñòðåìèì t → 0+ è

ïîëó÷èì, ÷òî lim
t→0+

U tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)v

µ− λ
dλ = RL

µ(M)v = u, òàê êàê

ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí âû÷åòó ôóíêöèè RL
λ(M)v (êîíòóð îáõîäèì â

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè).

(Óòâåðæäåíèå î ïîëóãðóïïå {F t : t ∈ R+} äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.) •

Òåîðåìà 2.2.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.1 ìíîæåñòâà

kerRL
µ(M) = U0, kerLL

µ(M) = F0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ kerRL
µ(M) \ {0} èëè ϕ � ñîáñòâåííûé

âåêòîð îïåðàòîðà L. ßñíî, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò kerU • â ñèëó (2.2.5).
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Òàêèì îáðàçîì, kerRL
µ(M) ⊂ kerU •. Ïîêàæåì, ÷òî åñòü îáðàòíîå âëîæå-

íèå. Âîçüìåì âåêòîð ψ = RL
µ(M)ϕ ñ ϕ ∈ kerU •. Òîãäà ψ = RL0

µ (M0)ϕ ∈
kerU • ïî ëåììàì 2.2.2, 2.2.3. Îòêóäà â ëåììå 2.2.4

0 = lim
t→0+

U tψ = ψ = RL
µ(M)ϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ϕ ∈ U0 è kerRL
µ(M) = U0.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ kerLL
µ(M), òîãäà ïîëó÷èì f = Mϕ, ãäå âåêòîð

ϕ ∈ kerLL
µ(M) ∩ domM . Èç çàìå÷àíèÿ 2.2.4 ïîëó÷èì ∀t ∈ R+

F tf = F tMϕ = MU tϕ = M0 = 0.

Îòêóäà, f ∈ kerF •, F0 ⊂ kerF •.

Âîçüìåì f ∈ kerF •, òîãäà M−1
0 f = ϕ ∈ kerU • = kerLL

µ(M). Îòêóäà

LL
µ(M)f = LL

µ(M)M0ϕ = MRL
µ(M)ϕ = 0.•

Çàìå÷àíèå 2.2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà îïå-

ðàòîðû H = M−1
0 L0 è J = L0M

−1
0 ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûìè.

Çàìûêàíèå îáðàçà imRL
µ(M) (imLL

µ(M)) ïðàâîé (ëåâîé) L-ðåçîëü-

âåíòû â íîðìå ïðîñòðàíñòâà U (F) îáîçíà÷èì ÷åðåç U1 (F1).

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà

imU • = U1, imF • = F1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2.4 ïîëó÷èì imRL
µ(M) ⊂ imU • è

òàê êàê lim
t→0+

U tu = u îïðåäåëåí íà ëèíåàëå imRL
µ(M), êîòîðûé ïëîòåí â

U1, òî òàê êàê ïîëóãðóïïà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, òî èç òåîðåìû Áàíàõà

�Øòåéíãàóçà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ïðåäåëà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå

U1, òî åñòü U1 ⊂ imU •.

Â ñèëó òåîðåìû Êîøè è L-ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà ïîëó÷èì

U tu =
1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)eλtudλ =

1

2πi

∫
Γ

RL
λ(M)eλtudλ−
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1

2πi

∫
Γ

RL
µ0

(M)eλtudλ =
1

2πi
RL

µ0
(M)

∫
Γ

(µ0 − λ)RL
λ(M)eλtudλ

∀µ0 ∈ ρL(M). Îòêóäà ∀t > 0 imU t ⊂ imRL
µ(M) è imU • ⊂ U1.

Óòâåðæäåíèå îá îáðàçå ïîëóãðóïïû imF • äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. •

Îïðåäåëèì ñóæåíèå îïåðàòîðîâ L1 = L

∣∣∣∣
U1

, M1 = M

∣∣∣∣
U1∩domM

íà îá-

ðàçû ïîëóãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà L1 ∈
L(U1; F1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì u = lim
t→0+

U tu, òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè L

è çàìå÷àíèÿ 2.2.4 ïîëó÷èì

Lu = L lim
t→0+

U tu = lim
t→0+

LU tu = lim
t→0+

F tLu,

÷òî è òðåáîâàëîñü. •

Çàìå÷àíèå 2.2.7. Â ñèëó ëåììû 2.2.1 è òåîðåì 2.2.2, 2.2.3

U0 ∩ U1 = {0}, F0 ∩ F1 = {0}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ũ = U0 ⊕ U1, F̃ = F0 ⊕ F1 è

∀t > 0 Ũ t = U t

∣∣∣∣
Ũ

, F̃ t = F t

∣∣∣∣
F̃

.

Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà

Ũ = U0 ⊕ U1, F̃ = F0 ⊕ F1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð P̃ = s − lim
t→0+

Ũ t çàäàåò

ïðîåêòîð. Ïî òåîðåìå Áàíàõà�Øòåéíãàóçà ýòîò îïåðàòîð íåïðåðûâåí â

ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïîëóãðóïïû è òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî

U0 ⊕ U1, íà êîòîðîì îïðåäåëåí P̃ , â ñèëó òåîðåì 2.2.2, 2.2.3, ïëîòíî â

ïðîñòðàíñòâå Ũ. Òàê êàê îïåðàòîð P̃ íåïðåðûâåí, òî ñïðàâåäëèâî

∀u ∈ Ũ P̃ 2u = P̃ lim
k→∞

P̃ (u0
k + u1

k) = P̃ lim
k→∞

u1
k =
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= lim
k→∞

P̃ u1
k + lim

k→∞
P̃ u0

k = P̃ u, ãäå ul
k ∈ Ul, l = 0, 1.

Äëÿ u ∈ U0 P̃ u = 0. Ïóñòü u ∈ ker P̃ , ò.å.

0 = P̃ u = lim
k→∞

P̃ (u0
k + u1

k) = lim
k→∞

u1
k.

Ïîýòîìó u = lim
k→∞

u0
k ∈ U0, òàê êàê U0 çàìêíóòî.

Ïîëó÷èì U1 ⊂ imP̃ ïî òåîðåìå 2.2.3. Åñëè âåêòîð u ∈ imP̃ , òî äëÿ

íåêîòîðîãî v ∈ Ũ u = P̃ v. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èäåìïîòåíòíîñòü

îïåðàòîðà P̃ , ïîëó÷èì P̃ u = P̃ 2v = P̃ v = u. Ñëåäîâàòåëüíî, imP ⊂ U1.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà F̃ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ïðîåêòîðà Q̃ = s− lim
t→0+

F̃ t. •

Çàìå÷àíèå 2.2.8. Äëÿ ïîëóãðóïïû {Ũ t : t ∈ R+} ({F̃ t : t ∈ R+})
åäèíèöó ìîæíî çàäàòü â âèäå

Ũ 0 = P̃ = s− lim
t→0+

U t ∈ L(Ũ) (F̃ 0 = Q̃ = s− lim
t→0+

F t ∈ L(F̃)

â ñèëó òåîðåì 2.2.2, 2.2.3, çàìå÷àíèÿ 2.2.5 è ëåììû 2.2.6. Ýòà åäèíèöà

áóäåò ïðîåêòîðîì íà Ũ1 (F̃1) âäîëü Ũ0 (F̃0).

2.3. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà è ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî ýâîëþöèîííîé ìîäåëè ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ïóñòü, êàê è âûøå, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+, Qn (λ) =

n∑
i=0

ciλ
i è Rs (λ) =

s∑
j=0

djλ
j � äåéñòâèòåëüíûå ïîëèíîìû, íå èìåþùèå

îáùèõ êîðíåé. Ñòåïåíè ïîëèíîìîâQn (λ) èRs (λ), ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû

n è s, ïðè÷åì n < s è dscn < 0. Îïåðàòîðû L = Qn(Λ), M = Rs(Λ)

ïîëèíîìû îò êâàçèîïåðàòîðà Ëàïëàñà Λ : `r+2
q → `rq. Äëÿ óðàâíåíèé

(2.2.2) è (2.2.3) ïîñòàâèì, ñîîòâåòñòâåííî, îáîáùåííûå çàäà÷èØîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà

lim
t→0+

RL
α(M)(u(t)− u0) = 0, (2.3.1)

lim
t→0+

LL
α(M)(f(t)− f0) = 0. (2.3.2)
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Çàìå÷àíèå 2.3.1. Óñëîâèå (2.3.1) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòîì óñëîâèÿ

lim
t→0+

L(u(t)− u0) = 0, (2.3.3)

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1, òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî u0 ∈ U (f0 ∈ F) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2.2.2), (2.3.1) ( (2.2.3), (2.3.2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì u0 ∈ U. Âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t) = U tu0 �

ðåøåíèå (2.2.2) â ñèëó òåîðåìû 2.2.1. Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ (2.3.1):

m+2n
q ‖L(u(t)− u0)‖ =

= m+2n
q ‖

′∑
Q(λk)e

µkt < u0, ek > ek −
∑

Q(λk) < u0, ek > ek‖ =

= m+2n
q ‖

′∑
Q(λk)(e

µkt − I) < u0, ek > ek‖ ≤

≤ C(
′∑
|Q(λk)|q|eµkt − I|q|u0k|q m+2n

q ‖ek‖q)1/q.

Â ñèëó òîãî, ÷òî eµkt − I ∼ µkt ïðè t→ 0+, ïîëó÷èì ÷òî ñõîäèìîñòü

ïîñëåäíåãî ðÿäà ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè

C(
′∑
|Q(λk)|q|µkt|q|u0k|q m+2n

q ‖ek‖q)1/q =

= Ct(
′∑
|R(λk)u0k|qλ

m+2
2 q

k )1/q ≤ Ctm+2n
q ‖Mu0‖.

Îòêóäà ïðè t→ 0+ èìååì lim
t→0+

L(u(t)− u0) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò äðóãîå ðåøåíèå v = v(t) ýòîé çàäà÷è. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ R+

ðàññìîòðèì íà [0, t] âåêòîð-ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò s, â âèäå w(s) =

RL
α(M)U t−sv(s). Âåêòîð-ôóíêöèÿ w ∈ C[0, t] ∩ C1(0, t) ïî ïîñòðîåíèþ è

lim
s→0+

w(s) = lim
s→0+

RL
α(M)U t−sv(s) = RL

α(M)U tu0,

à òàêæå ẇ(s) =
1

2πi

∫
Γ

RL
α(M)(µL−M)−1 (Lv̇(s)−Mv(s)) eµ(t−s)dµ = 0.
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Îòêóäà w(s) = const è ïîëó÷èì, ÷òî RL
α(M)(U tu0 − v(t)) = 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, U tu0 − v(t) ∈ kerRL
α(M) ∀t ∈ R+. Â ñèëó òîãî, ÷òî

0 = RL
α(M)

d

dt
(U tu0 − v(t)) = (αL−M)−1M(U tu0 − v(t)),

ïîëó÷èì U tu0 = v(t) ∀t ∈ R+. •

Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2.2.4) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

v(0) = v0. (2.3.4)

Âåêòîð-ôóíêöèþ v ∈ C1(R+; V)∩C(R+; V) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è

(2.2.4),(2.3.4), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò (2.2.4) è óñëîâèþ (2.3.4).

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì (2.2.4) íàçîâåì ìíîæå-

ñòâî P ⊂ V òàêîå, ÷òî

(i) P ñîäåðæèò ïîòî÷å÷íî ëþáîå ðåøåíèå v(t) óðàâíåíèÿ (2.2.4), ò.å.

∀t≥0 v(t)∈P;

(ii) ïðè ëþáîì v0 ∈ P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.4),

(2.3.4).

Òåîðåìà 2.3.2. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (2.2.2) ( (2.2.3)) ñîâ-

ïàäàåò ñ U1 = imRL
µ(M) = imU • (F1 = imLL

µ(M) = imF •).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ðåøåíèÿ u(t) óðàâíåíèÿ (2.2.2), ÷òî

u(t) ∈ U1 ∀t ≥ 0. Â ñèëó îòíîñèòåëüíî ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà äëÿ

ðåøåíèÿ u(t), ïîëó÷èì RL
α(M)u̇ = (αL −M)−1Mu = αRL

α(M)u − u.

Îòêóäà u = RL
α(M)(αu−u̇) è u(t) ∈ imRL

α(M). À çíà÷èò u(t) ∈ U1 ∀t ≥ 0.

Òåïåðü âîçüìåì u0 ∈ U1. Ïî òåîðåìàì 2.2.3, 2.3.1 ôóíêöèÿ u(t) = U tu0

� ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è u(0) = u0 äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2.2).

(Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (2.2.3) äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî.) •

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Ìíîæåñòâî U1 ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êàê

äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2.2), òàê è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2.1).
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Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Åäèíèöàìè ïîëóãðóïï {U t : t ∈ R+}, {F t : t ∈
R+} íàçîâåì, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû

P = s− lim
t→0+

U t ∈ L(U), Q = s− lim
t→0+

F t ∈ L(F).

Çàìå÷àíèå 2.3.3. Åäèíèöà ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî u ∈ U

P 2u = lim
τ→0+

U τ lim
t→0+

U tu = lim
τ→0+

lim
t→0+

U τU tu =

lim
τ→0+

lim
t→0+

U τ+tu = lim
τ→0+

U τu = Pu.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî è íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ

ïîëóãðóïïû {U t : t ∈ R+}.

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Íàçîâåì îïåðàòîð M ñèëüíî L-ñåêòîðèàëüíûì

ñïðàâà (ñëåâà), ïðè óñëîâèè, ÷òî îí L-ñåêòîðèàëåí è äëÿ λ, µ ∈ SL
θ (M)

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1Mu‖ ≤ const(u)

|λ||µ|
∀u ∈ domM

(ñóùåñòâóåò ëèíåàë
◦
F ïëîòíûé â F òàêîé, ÷òî

F‖M(λL−M)−1LL
µ(M)f‖ ≤ const(f)

|λ||µ|
∀f ∈

◦
F).

Òåîðåìà 2.3.3. Âîçüìåì îïåðàòîðû M è L êàê âûøå, òîãäà ñóùåñòâó-

åò åäèíèöà ïîëóãðóïïû {U t : t ∈ R+} ({F t : t ∈ R+}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì ñèëüíóþ L-ñåêòîðèàëåíîñòü ñïðà-

âà (ñëåâà) îïåðàòîðà M . Âîçüìåì u ∈ domM , λ, µ ∈ SL
θ (M).

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1Mu‖ = m+2n

q ‖
′∑ R(λk) < u, ek >

(µ− µk)(λ− µk)Q(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
′∑ |µk|q|uk|q

|µ− µk|q|λ− µk|q
m+2n
q ‖ek‖)1/q ≤ const(u)

|µ||λ|
,
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ãäå const(u) =
C

sin2 θ
(

′∑
|µk|q|uk|q(λk)

m+2n
2 q)1/q ∼ C

sin2 θ

|ds|
|cn|

m+2s
q ‖u‖ <

∞, òàê êàê |µk| ∼
|ds|
|cn|

|λ|s−n ïðè k →∞.

Âîçüìåì u ∈ domM, s > t > 0 è ðàññìîòðèì

U su− U tu = U t 1

2πi

∫
Γ

(
RL

λ(M)− I

λ

)
ueλ(s−t)dλ =

= U t 1

2πi

∫
Γ

(λL−M)−1eλ(s−t)Mu
dλ

λ
=

= (2πi)−2
∫
Γ0

∫
Γ

RL
µ(M)(λL−M)−1Mueµt+λ(s−t)dλ

λ
dµ,

ãäå Γ0 èç óñëîâèÿ (2.2.7); ëåæèò "ïðàâåå" Γ. Çàìåíèì µt = ν, λ(s− t) =

ν1. ßñíî, ÷òî íîâûå êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñÿ-

ùèìè îò s è t. Îáîçíà÷èì ýòè êîíòóðû òàê æå Γ0,Γ. Èç ñèëüíîé L-

ñåêòîðèàëüíîñòè îïåðàòîðà M ñëåäóåò

U

∥∥(ν1L− tM)−1L(νL− (s− t)M)−1Mu
∥∥ ≤ const(u)

|ν||ν1|
.

Îòêóäà U‖(U s − U t)u‖ ≤ (s − t)const(u) ïðè ëþáîì u ∈ domM . Â ñèëó

òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî U êâàçèáàíàõîâî, ìíîæåñòâî domM ïëîòíî â U,

à ïîëóãðóïïà {U t : t ∈ R+} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ïîëó÷àåì

P = s− lim
t→0+

U t ∈ L(U).

(Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà Q = s− lim
t→0+

F t ∈ L(F) äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî.) •

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2.3.3 ñïðàâåäëèâî

U = U0 ⊕ U1 (F = F0 ⊕ F1).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì, ÷òî kerP = kerU •, imP = imU •. Âîçü-

ìåì u ∈ kerU • è â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.2.5 ïîëó÷èì U tu = 0 ∀t ∈ R+.

Îòêóäà Pu = lim
t→0+

U tu = 0, ò.å. kerU • ⊂ kerP . Ïðè Pu = 0 ïîëó÷èì
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U tu = lim
s→0+

U t+su = U tPu = 0 èç-çà íåïðåðûâíîñòè ïîëóãðóïïû è òîãî,

÷òî U t ∈ L(U). Ñëåäîâàòåëüíî, kerP = kerU •.

Îáðàç ïîëóãðóïïû imU • ⊂ imP ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.3. Âîçüìåì u =

Pv, òîãäà Pu = P 2v = Pv = u â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.3.3, ò.å. imP ⊂ imU •

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáðàçà ïîëóãðóïïû.

(Ðàâåíñòâî kerQ = kerF •, imQ = imF • äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.) •

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.3.3 îïåðàòîð P (Q) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì, ò.å.

U = kerP ⊕ imP = kerU • ⊕ imU • = U0 ⊕ U1 (F = kerQ ⊕ imQ =

kerF • ⊕ imF • = F0 ⊕ F1) â ñèëó òåîðåì 2.2.2, 2.2.3.

Çàìå÷àíèå 2.3.4. Â ñèëó ëåììû 2.2.6

Ũ = U, P̃ = P (F̃ = F, Q̃ = Q).

Çàìå÷àíèå 2.3.5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò L−1 ∈ L(F; U), òîãäà ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì óðàâíåíèé (2.2.2), (2.2.1) (óðàâíåíèÿ (2.2.3)) ÿâëÿåòñÿ U (F),

òàê êàê òîãäà U0 = {0} (F0 = {0}).

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.3, òîãäà

(i) ∀u ∈ U LPu = QLu ;

(ii) ∀u ∈ domM Pu ∈ domM, MPu = QMu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ∈ domM . Òàê êàê

îïåðàòîð M çàìêíóò, ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2.2.4 è òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò

ïðåäåëû lim
t→0+

U tu = Pu è lim
t→0+

MU tu = lim
t→0+

F tMu = QMu, òî

ñïðàâåäëèâî âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî áîëåå ïðîñòî â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà L. •

Íàïîìíèì, ÷òî Lk = L

∣∣∣∣
Uk

, Mk = M

∣∣∣∣
domMk

, domMk = domM ∩

Uk, k = 0, 1.

Ñëåäñòâèå 2.3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.3, òîãäà îïå-

ðàòîð M0 ∈ Cl(U0;F0) áèåêòèâåí, à îïåðàòîð M1 ∈ Cl(U1;F1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2.2 ñïðàâåäëèâî imM0 ⊂ F0. Îïå-

ðàòîð M0 : domM0 → F0 èíúåêòèâåí è ñþðúåêòèâåí, ïðèíèìàÿ âî âíè-

ìàíèå ñëåäñòâèÿ 2.2.1.

Äëÿ ýëåìåíòà u ∈ domM1 ïîëó÷èì M1u = M1Pu = QM1u ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 2.3.2. Ïîýòîìó M1u ∈ F1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïëîòíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà Mk â ïðî-

ñòðàíñòâå Uk, k = 0, 1, äîñòàòî÷íî ñèëüíîé L-ñåêòîðèàëüíîñòè ñïðàâà

îïåðàòîðà M . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ëèíåàë domM ïëîòåí â U

∀u ∈ U1 ∃{uk}∞k=1 ⊂ domM : uk → u ïðè k →∞.

Îòêóäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{vk}∞k=1 = {Puk}∞k=1 ⊂ domM1 : vk → Pu = u

â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.3.2 (ii) è òîãî, ÷òî P � ïðîåêòîð íà U1.

Òî, ÷òî ëèíåàë domM0 ïëîòåí â ïðîñòðàíñòâå U0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòîðà I − P.•

Çàìå÷àíèå 2.3.6. Ïðè âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2.3.3 îáîáùåííàÿ

çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (2.3.1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

lim
t→0+

P (u(t)− u0) = 0.

2.4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+, Qn (λ) =

n∑
i=0

ciλ
i è Rs (λ) =

∑s
j=0 djλ

j � ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, íå èìåþùèå îáùèõ êîðíåé, ñòåïåíåé n è s, ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì n < s è dscn < 0, îïåðàòîðû L = Qn(Λ), M = Rs(Λ). Òîãäà

îïåðàòîð M ñèëüíî L-ñåêòîðèàëåí. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 2.2.5, îïåðàòîð

L1 ∈ L(U1; F1). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå

îïåðàòîðà L−1
1 ∈ L(F1; U1).
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Èíòåãðàëîì òèïà Äàíôîðäà � Òåéëîðà ñ êîíòóðîì Γ èç óñëîâèÿ (2.2.7)

îïðåäåëèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Rt : t ∈ R+}

Rt =
1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1eµtdµ. (2.4.1)

Ëåììà 2.4.1. Cåìåéñòâî {Rt : t ∈ R+}, èç (2.4.1), àíàëèòè÷íî â ñåê-

òîðå {τ ∈ C : | arg τ | < θ − π/2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.2.7)

∃N > 0 ∀µ ∈ Γ : |µ| > N ∀τ ∈ C : | arg τ | < θ − π

2(
| arg µ+ arg τ | ≥

∣∣∣∣| arg µ| − | arg τ |
∣∣∣∣ > θ − θ +

π

2
=
π

2

)
∧

∧
(
| arg µ+arg τ |≤| arg µ|+| arg τ |<θ+θ−π

2
=2θ−π

2
<2π−π

2
=

3π

2

)
.

Ïîýòîìó Re(µτ) = |µτ | cos(arg µ+ arg τ) < 0.

Èíòåãðàë (2.4.1) ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó τ . Ëåììà

äîêàçàíà. •

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.4.1, òîãäà

(i) ∀t > 0 RtL = U t, LRt = F t;

(ii) ∀s, t > 0 Rs+t = U sRt = RtF s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) î÷åâèäíî, (ii) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ àíàëîãà òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà.•

Ëåììà 2.4.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.4.1, òîãäà

∀t > 0 Rt = PRt (Rt = RtQ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòðåìèì â óòâåðæäåíèè ëåì-

ìû 2.4.2 (ii) s ê íóëþ (íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà (2.4.1) ñëåäóåò èç ëåììû

2.4.1 è ñèëüíîé L-ñåêòîðèàëüíîñòè îïåðàòîðà M ñïðàâà (ñëåâà)) •
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Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Íàçîâåì îïåðàòîð M ñèëüíî L-ñåêòîðèàëüíûì

ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñèëüíî L-ñåêòîðèàëåí ñëåâà è

∀λ, µ ∈ SL
θ (M) L(F;U)‖RL

µ(M)(λL−M)−1‖ ≤ const

|λ||µ|
.

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Åñëè îïåðàòîðM ñèëüíî L-ñåêòîðèàëåí, òî îí ñèëüíî

L-ñåêòîðèàëåí ñïðàâà. Äåéñòâèòåëüíî,

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1Mu‖ ≤ L(F;U)‖RL

µ(M)(λL−M)−1‖ × U‖Mu‖

≤ const U‖Mu‖
|λ||µ|

=
const(u)

|λ||µ|
.

Çàìå÷àíèå 2.4.2. Åñëè ñóùåñòâóåò L−1 ∈ L(F; U) è îïåðàòîð T = ML−1

(èëè S = L−1M) ñåêòîðèàëåí, òî îïåðàòîð M ñèëüíî L-ñåêòîðèàëåí.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â êà÷åñòâå ëèíåàëà
◦
F ïëîòíîãî â F âîçüìåì L[domM ]

(ïëîòíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà åñòü, òàê êàê domM = U è L � ãîìåîìîð-

ôèçì), òî äëÿ λ, µ èç ñåêòîðà Sθ(T ), f ∈
◦
F ïîëó÷èì

F‖M(λL−M)−1LL
µ(M)f‖ = F‖L(λL−M)−1LL

µ(M)ML−1f‖ ≤

≤ L(F)‖Rλ(T )‖L(F)‖Rµ(T )‖ × F‖ML−1f‖ ≤ const(f)

|λ||µ|
,

ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îòíîñèòåëüíî ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî è ñåêòî-

ðèàëüíîñòü îïåðàòîðà T . Äàëåå,

L(F;U)‖RL
µ(M)(λL−M)−1‖ = L(F;U)‖L−1Rµ(T )×Rλ(T )‖ ≤ const

|λ||µ|
.•

Ëåììà 2.4.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.4.1, òîãäà M ñèëüíî

L-ñåêòîðèàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäåëàâ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëü-

ñòâó òåîðåìû 2.3.3, ïîëó÷èì

U‖RL
µ(M)(λL−M)−1f‖ = m+2n

q ‖
′∑ < f, ek >

(µ− µk)(λ− µk)Q(λk)
ek‖ ≤
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≤ C(
′∑ |fk|q

|µ− µk|q|λ− µk|q|Q(λk)|q
m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≤ const

|µ||λ|
m
q ‖f‖,

ãäå const =
C

sin2 θ

1

|cn|
, òàê êàê |Q(λk)|−1 ∼ 1

|cn|
|λk|−n ïðè k →∞. Òî åñòü

L(F;U)‖RL
µ(M)(λL−M)−1‖ ≤ const

|λ||µ|
. •

Ëåììà 2.4.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.4.1, òîãäà ñåìåéñòâî

{Rt : t ∈ R+}, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (2.4.1), ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.4.2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 2.3.3, ïîëó÷èì U‖Rtf‖ =

= m+2n
q ‖ 1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1eµtfdµ‖ = m+2n
q ‖

′∑ < f, ek > eµkt

Q(λk)
ek‖ ≤

≤ C(
′∑ |fk|qeReµktq

|Q(λk)|q
m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≤ const m

q ‖f‖,

ãäå const = C
1

|cn|
, â ñèëó |Q(λk)|−1 ∼ 1

|cn|
|λk|−nïðè k →∞ è Reµktq < 0,

ïîëó÷àåì

L(F;U)‖Rt‖ ≤ const. •

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.4.1, òîãäà ñóùå-

ñòâóåò L−1
1 ∈ L(F1; U1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì f ∈ F, s > t > 0 è ðàññìîòðèì

F‖Rsf −Rtf‖ = F‖Rt(F s−t −Q)f‖ ≤ C F‖(F s−t −Q)f‖

â ñèëó ëåìì 2.4.2, 2.4.3 è 2.4.5. Îòêóäà ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå R̂ =

s − lim
t→0+

Rt ∈ L(F ;U). Ïî ëåììå 2.4.2 ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè L ïîëó-

÷èì R̂L = P è LR̂ = Q. Ïðîâåäåì ñóæåíèå ýòèõ òîæäåñòâ íà U1 è F1

ñîîòâåòñòâåííî è ïîëó÷èì R̂1L1 = I, L1R̂1 = I, ãäå R̂1 = R̂

∣∣∣∣
U1

. Îòêóäà
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R̂1 = L−1
1 ∈ L(F1; U1). Êðîìå òîãî, îïåðàòîð

L−1
1 =


∞∑

k=1

<.,ek>ek

Qn(λk) , åñëè λk íå êîðåíü Qn(λ) ∀k ∈ N;∑
k∈N:k 6=`

<.,ek>ek

Qn(λk) , åñëè ∃` ∈ N : λ` − êîðåíü Qn(λ).
•

Çàìå÷àíèå 2.4.3. Ìíîæåñòâî L1[domM1] ïëîòíî â F1.

Â ñèëó òîãî, ÷òî domM1 = U1, ïîëó÷èì ∀u ∈ U1 ∃{uk}∞k=1 ⊂ domM1 :

uk → u ïðè k → ∞. Ïî òåîðåìå 2.4.1 îïåðàòîð L1 ÿâëÿåòñÿ ñþðúåê-

òèâíûì, ò.å. ∀f ∈ F1 ∃u ∈ U1 f = L1u. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{L1uk}∞k=1 ⊂ L1[domM1], òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà L1 ïîëó÷èì

∀f = L1u ∈ U1 ∃{fk = L1uk}∞k=1 ⊂ L1[domM1] : lim
k→∞

fk = f.

×òî è òðåáîâàëîñü.

Ïîëóãðóïïà {V t : t ∈ R+} íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå åäèíè-

öåé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ñóæåíèå {U t
1 : t ∈ R+} ({F t

1 : t ∈ R+}) ïîëóãðóïïû {U t : t ∈
R+} ({F t : t ∈ R+}) íà ïîäïðîñòðàíñòâî U1 (F1) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-

äåííîé àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé.

Îïåðàòîð G, çàäàííûé ôîðìóëîé Gv = lim
t→0+

t−1(V tv − v) íà îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ domG = {v ∈ V : ∃ lim
t→0+

t−1(V tv − v)}, íàçûâàåòñÿ èíôèíè-
òåçèìàëüíûì ãåíåðàòîðîì íåâûðîæäåííîé ïîëóãðóïïû {V t : t ∈ R+}.

Ñëåäñòâèå 2.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.1, òîãäà èí-

ôèíèòåçèìàëüíûì ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû {U t
1 : t ∈ R+} ({F t

1 : t ∈
R+}) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð L−1

1 M1 = S1 ∈ Cl(U1) (M1L
−1
1 = T1 ∈ Cl(F1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà àíàëîãè÷íî äîêàçà-

òåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ èíôèíèòèçèìàëüíîãî ãåíåðàòîðà äëÿ àíàëèòè-

÷åñêèõ ãðóïï. À èìåííî, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó-

ãðóïï (2.2.5), (2.2.6), òåîðåìó 2.4.1 è òîæäåñòâà

RL1
µ (M1) = Rµ(S1), LL1

µ (M1) = Rµ(T1),
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ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ. Îïåðàòîðà T1 (S1) îïðåäåëåí íà ëè-

íåàëå L1[domM1] (domM1), êîòîðûé ïëîòåí â ïðîñòðàíñòâå F1 â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 2.4.3. •

Ïî òåîðåìå Õèëëå�Èîñèäû�Ôåëëåðà�Ôèëëèïñà�Ìèÿäåðû ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2.4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.1, òîãäà îïå-

ðàòîð S1 (T1) ñåêòîðèàëåí.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òè-

ïà. Ïóñòü [0, T ] ⊂ R+� íåêîòîðûé èíòåðâàë. Âîçüìåì âåêòîð-ôóíêöèþ

f : [0, T ] → F è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu̇ = Mu+ f. (2.4.2)

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ u ∈ C1([0, T ]; domM)∩C((0, T ]; U)

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.4.2), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò åìó. Ðå-

øåíèå u = u(t) óðàâíåíèÿ (2.4.2) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

u(0) = u0 (2.4.3)

äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4.2) (êîðîòêî, ðåøåíèåì çàäà÷è (2.4.2), (2.4.3)), åñëè

îíî âäîáàâîê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè (2.4.3) ïðè íåêîòîðîì u0 ∈ U.

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü îïåðàòîðû L,M îïðåäåëåíû âûøå è âåêòîð-

ôóíêöèÿ f : [0, T ] → F àíàëèòè÷íà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà-

÷åíèÿ u0 ∈ Pf = {u ∈ domM : (I−P )u = −M−1
0 (I−P )f(0)} ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C1((0, T ],U) ∩ C([0, T ], domM) çàäà÷è

(2.4.2),(2.4.3) âèäà u(t) = U tu0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds−M−1

0 (I −Q)f(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (2.4.2) ïðîåêòîð Q èç òåî-

ðåìû 2.3.3 è ïîëó÷èì QLu̇ = QMu +Qf , ò.å. LPu̇ = MPu +Qf ñ ó÷å-

òîì ñëåäñòâèÿ 2.3.2. Ïîäåéñòâóåì íà ýòî óðàâíåíèå îïåðàòîðîì L−1
1 ∈

L(U1; U1) è ïîëó÷èì

u̇1 = S1u
1 + L−1

1 Qf (2.4.4)
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íà ïðîñòðàíñòâå U1. Îïåðàòîð S1 = L−1
1 M1 èç óðàâíåíèÿ (2.4.4) ñåê-

òîðèàëåí â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.4.2, domS1 = domM1 ïî îïðåäåëåíèþ S1.

Îòêóäà ïî òåîðåìå 5.8 [37, ãë.5,�3], ïðè ëþáîì u1
0 ∈ domM1 ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà

u1(t) = U t
1u

1
0 +

t∫
0

U t−s
1 L−1

1 Qf(s)ds = U tu1
0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds

äëÿ çàäà÷è (2.4.3), (2.4.4), ãäå {U t : t ≥ 0} � ïîëóãðóïïà èç òåîðåìû 2.2.1,

à íèæíèé èíäåêñ "1" îáîçíà÷àåò åå ñóæåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî U1.

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (2.4.2) ïðîåêòîð I − Q, à ïîòîì îïåðàòîð

M−1
0 ∈ L(U0; F0). Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå íà ïðîñòðàíñòâå U0 ïðèìåò

âèä

Hu̇0 = u0 +M−1
0 (I −Q)f. (2.4.5)

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.2.6 ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî

u0(t) = −M−1
0 (I −Q)f(t),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.4.5). ×òîáû äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿ-

ëîñü óñëîâèå u0(0) = u0
0, íåîáõîäèìî, ÷òîáû u0

0 ∈ U0 ∩ Pf .

Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.4.2), (2.4.3) áóäåò ñóììà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé,

ïðè óñëîâèè u0 = u0
0 + u1

0. Èç U
tu1

0 = U tu0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå T1 = M1L
−1
1 , ïîëó÷èì

Mu(t) = F tMu0 +

t∫
0

F t−sT1Qf(s)ds+ f 0(t),

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü Mu(t). •

2.5. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå àíàëîãà ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè Äçåêöåðà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Äçåêöåðà

(λ+Λ)ut= (− αΛ2+βΛ)u+f, λ, β ∈ R, α ∈ R+, (2.5.1)

75



â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U=`m+2
q è F=`mq , m ∈ R, q ∈ R+. Çäåñü

Λ : `m+2
q → `mq � êâàçèîïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Λu = {λkuk}, ãäå {λk} ⊂ R+ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òàêàÿ, ÷òî lim
k→∞

λk = +∞. Ïðîîáðàçîì óðàâíåíèÿ (2.5.1) ïîñëóæèëà

êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Äçåêöåðà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

(λ−∆)vt = β∆v − α∆2v, λ ∈ R, α, β ∈ R+, (2.5.2)

ìîäåëèðóþùàÿ ýâîëþöèþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ æèä-

êîñòè [13].

Çàäàäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ dom( − αΛ2+βΛ) =`m+4
q . Òîãäà îïåðà-

òîðû L = (λ+ Λ) ∈ L(U; F), M = (− αΛ2+βΛ) ∈ Cl(U; F).

Îòíîñèòåëüíûé ñïåêòð äëÿ óðàâíåíèÿ (2.5.1) èìååò âèä

σL(M) =

{
µk : µk =

βλk − αλ2
k

λ+ λk
ïðè k ∈ N : λk 6= −λ

}
.

ßñíî, ÷òî µk → −∞ ïðè λk → +∞. Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû 2.2.1 ñó-

ùåñòâóåò ðàçðåøàþùàÿ ïîëóãðóïïà äëÿ óðàâíåíèÿ (2.5.1) è îíà èìååò

âèä

U t=

{ ∑∞
k=1 e

µkt<., ek>ek, åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;∑
k∈N:k 6=` e

µkt<., ek>ek, åñëè ñóùåñòâóþò ` ∈ N:λ`=− λ.

Â ñèëó òåîðåìû 2.3.2 ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2.5.1. Ïðè ëþáûõ m,λ, β ∈ R, q, α ∈ R+ ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (2.5.1) ÿâëÿåòñÿ

U1=

{
U, åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;

{u ∈ U: uk= 0 ïðè k ∈ N : λk=− λ}.

Â ñèëó òåîðåìû 2.4.2 èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 2.5.2. Ïðè ëþáûõ m,λ, β ∈ R, τ, q, α ∈ R+, ôóíêöèè

f : (0, τ) → F òàêîé, ÷òî f 0 ∈ C1((0, τ); F0), f 1 ∈ C((0, τ); F1), è ëþ-

áîãî u0 ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C([0, τ ]; domM) ∩
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C1((0, τ ]; U) îáîáùåííîé çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

lim
t→0+

P (u(t)− u0) = 0 (2.5.3)

äëÿ óðàâíåíèÿ (2.5.1), êîòîðîå ê òîìó æå èìååò âèä

u(t) = −M−1
0 f 0(t) + U tu0 +

∫ t

0
U t−sL−1

1 f 1(s)ds. (2.5.4)

Åñëè â äîáàâîê íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ∈ U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

u0 ∈ Pf =

{
u :< u0, e` >= −< f(0), e` >

−αλ2
` + βλ`

, ` ∈ N: λ`=− λ

}
,

òî ðåøåíèå (2.5.4) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

u(0) = u0 (2.5.5)

äëÿ óðàâíåíèÿ (2.5.1).

Çäåñü

F0=

{
{0} , åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;

{f ∈ F:fk= 0, k ∈ N\{`:λ`=− λ}} ;

F1=

{
F, åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;

{f ∈ F:fk= 0, ïðè k : λk=− λ};

P=

{ ∑∞
k=1<., ek>ek, åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;∑
k∈N:k 6=`<., ek>ek, åñëè ñóùåñòâóþò ` ∈ N:λ`=− λ;

M−1
0 =


O, åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;∑

k∈N:λk=−λ

<., ek>ek

(− αλ2
k+βλk)

, åñëè ñóùåñòâóþò ` ∈ N:λ`=− λ;

L−1
1 =


∞∑

k=1

<., ek>ek

(λ+λk)
, åñëè λk 6= −λ ïðè âñåõ k ∈ N;∑

k∈N:k 6=`

<., ek>ek

(λ+λk)
, åñëè ñóùåñòâóþò ` ∈ N:λ`=− λ.
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2.6. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå àíàëîãîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé Ôèøåðà � Êîëìîãîðîâà, Êàíà � Õèëëàðäà

è äèôôóçèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäåëè Ôèøåðà � Êîëìîãîðîâà, Êàíà � Õèëèàðäà

è äèôôóçèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

ut = (−αΛ2 + βΛ + γ)u+ f, β, γ ∈ R, α ∈ R+, (2.6.1)

â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U=`mq è F=`mq , m ∈ R, q ∈ R+. Çäåñü,

êàê è âûøå, Λ : `m+2
q → `mq � êâàçèîïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé

ïî ïðàâèëó Λu = {λkuk}, ãäå {λk} ⊂ R+ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî lim
k→∞

λk = +∞.

Ïðîîáðàçîì ìîäåëè (2.6.1) ïîñëóæèëà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåàðèçî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ Êàíà � Õèëëàðäà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

∂u

∂t
= −ε2∆2u+ β∆u,

êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè-äèôôóçèè; êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëè-

íåàðèçîâàííîãî ðàñøèðåííîãî óðàâíåíèÿ Ôèøåðà � Êîëìîãîðîâà:

∂u

∂t
= −γ∆2u+ ∆u+ λu, (2.6.2)

âîçíèêàþùåãî â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè, â ìåçîñêîïè÷åñêîé

òåîðèè êàê ìîäåëü ôàçîâîãî ïåðåõîäà â áèíàðíîé ñèñòåìå âáëèçè òî÷êè

Ëèïøèöà ïðè ýòîì, ó÷èòûâàþòñÿ ãðàäèåíòíûå ñëàãàåìûå âûñøåãî ïî-

ðÿäêà ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì

(2.6.2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèôôóçèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì

êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè

∂u

∂t
= −∆2u,

êîòîðîå òàêæå ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ýíåðãèè.
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Çàäàäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ dom(−αΛ2 + βΛ + γ) = `m+4
q . Òîãäà

îïåðàòîðû L = I ∈ L(U; F), M = (−αΛ2 + βΛ + γ) ∈ Cl(U; F).

Â ñèëó òåîðåìû 2.3.2 ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2.6.1. Ïðè ëþáûõ m,β, γ ∈ R, q, α ∈ R+ ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (2.6.1) ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî U.

Â ñèëó òåîðåìû 2.4.2 èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 2.6.2. Ïðè ëþáûõ m,β, γ ∈ R, τ, q, α ∈ R+, u0 ∈ U, f ∈
C((0, τ); F) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C([0, τ ]; domM) ∩
C1((0, τ ]; U) çàäà÷è Êîøè

u(0) = u0

äëÿ óðàâíåíèÿ (2.6.1), êîòîðîå ê òîìó æå èìååò âèä

u(t) =
∞∑

k=1

eµkt<u0, ek>ek +

∫ t

0

∞∑
k=1

eµk(t−s)<f(s), ek>ekds,

ãäå µk = −αλ2
k + βλk + γ.
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3. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå êëàññà ýâîëþöèîííûõ

ìîäåëåé â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

3.1. Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé:

èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà è ýêñïîíåíöèàëüíûå äèõîòîìèè

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+, Qn (λ) =

n∑
i=0

ciλ
i è Rs (λ) =

s∑
j=0

djλ
j � ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, íå èìåþùèå îáùèõ êîðíåé, ñòåïåíåé n è s, ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì n < s è dscn < 0, îïåðàòîðû L = Qn(Λ), M = Rs(Λ). Ðàíåå â

ëåììå 2.4.4 ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð M ñèëüíî L-ñåêòîðèàëåí.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåå óñëîâèå:

σL(M) = σL
1 (M) ∪ σL

2 (M) è σL
1 (M) íå ïóñòî,

ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω1 ⊂ C
ñ ãðàíèöåé êëàññà C1 òàêàÿ, ÷òî

Ω1 ⊃ σL
1 (M) è Ω1

⋂
σL

2 (M) ïóñòî.


(3.1.1)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ áóäóò ñóùåñòâîâàòü [22] îïåðàòîðû,

çàäàííûå ôîðìóëîé

P1 =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ è Q1 =

1

2πi

∫
γ1

LL
µ(M)dµ,

ãäå γ1 = ∂Ω1 è èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-

æåíèå àíàëèòè÷íî. Îïåðàòîðû P1 ∈ L(U) è Q1 ∈ L(F) ïî ïîñòðîåíèþ.

Ëåììà 3.1.1. Ïðè îïåðàòîðàõ M è L, êàê âûøå, è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(3.1.1) îïåðàòîðû P1 ∈ L(U) è Q1 ∈ L(F) ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèè àíà-

ëèòè÷íà, òî

P1 =
1

2πi

∫
γ́1

RL
λ(M)dλ, Q1 =

1

2πi

∫
γ́1

LL
λ(M)dλ,
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ãäå êîíòóð γ́1 îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ êîíòóð γ1 è íå ñîäåð-

æàùóþ òî÷êè σL
2 (M). Òî åñòü îí íåìíîãî "øèðå" êîíòóðà γ1. Òîãäà

P 2
1 =

1

(2πi)2

∫
γ́1

∫
γ1

RL
λ(M)RL

µ(M)dµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
γ́1

dλ

λ− µ

∫
γ1

RL
µ(M)dµ+

∫
γ́1

RL
λ(M)dλ

∫
γ1

dµ

µ− λ

 =

=
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ = P1,

â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè, òåîðåìû î âû÷åòàõ è îòíîñèòåëüíî ðåçîëüâåíò-

íîãî òîæäåñòâà. Óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Q äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé ïðàâîãî L-ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà íà ëåâîå. •
Îáîçíà÷èì U11 = imP1, F11 = imQ1, U10 = ker P1, F10 = ker Q1; à ñ

ïîìîùüþ L11 (M11) îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà L (M) íà U11.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.1.1, òîãäà

(i) îïåðàòîðû L11,M11 ∈ L(U11; F11);

(ii) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð L−1
11 ∈ L(F11; U11).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) L11,M11 ∈ L(U11; F11) ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòî-

ðîâ P1 ∈ L(U) è Q1 ∈ L(F), â ñèëó LP1 = Q1L = L11 è MP1 = Q1M =

M11.

(ii) Ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà L−1
11 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.4.1

â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàòîð L−1
11 � ñóæåíèå îïåðàòîðà

1

2πi

∫
γ1

(µL−M)−1dµ íà ïîäïðîñòðàíñòâî F11. •

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.1.1, òîãäà

P1 = PP1 = P1P è Q1 = QQ1 = Q1Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì Γ èç (2.2.7), òîãäà èç àíàëèòè÷íîñòè èñ-

ïîëüçóåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, Γ ìîæíî âûáðàòü ëåæàùèì "ïðà-
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âåå" êîíòóðà γ1.

P1P = PP1 =
1

(2πi)2

∫
Γ

∫
γ1

RL
µ(M)RL

λ(M)dµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
Γ

dλ

λ− µ

∫
γ1

RL
µ(M)dµ+

∫
Γ

RL
λ(M)dλ

∫
γ1

dµ

µ− λ

 =

=
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ = P1,

â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè, îòíîñèòåëüíî ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà è òåî-

ðåìû Êîøè. •
Îïðåäåëèì îïåðàòîðû P2 = P − P1 è Q2 = Q − Q1. Ýòè îïåðàòîðû

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè ïî ñëåäñòâèþ 3.1.1. Â ñàìîì äåëå,

(P2)
2 = (P −P1)

2 = P 2−P1P −PP1 +P 2
1 = P − 2P1 +P1 = P −P1 = P2

è òîãäà P2 = P − P1 = P (I − P1) = (I − P1)P = P2P ∈ L(U) � ïðîåêòîð

íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü U12 = imP2, F12 = imQ2, à ÷åðåç

L12 (M12) îáîçíà÷èì ñóæåíèå L (M) íà U12.

Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.1.1, òîãäà

(i) U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1, U1 = U11 ⊕ U12, F1 = F11 ⊕ F12;

(ii) îïåðàòîðû L12,M12 ∈ L(U12; F12);

(iii) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð L−1
12 ∈ L(F12; U12).

Ðàññìîòðèì ïðè α ∈ ρL(M) ïàðó ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà

Lu̇ = Mu, (3.1.2)

L(αL−M)−1ḟ = M(αL−M)−1f (3.1.3)

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü P � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (3.1.2).

Èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (3.1.2) íàçîâåì ìíîæåñòâî
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J ⊂ P, ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî u0 ∈ J ðåøåíèå u = u(t) (3.1.2) ñ

óñëîâèåì

u(0) = u0, (3.1.4)

ëåæèò ïîòî÷å÷íî â J (ò.å. u(t) ∈ J äëÿ âñåõ t ∈ R+).

Òåîðåìà 3.1.2. Îïåðàòîðû M è L îïðåäåëåíû âûøå è âûïîëíåíî óñëî-

âèå (3.1.1), òîãäà îáðàç ãðóïïû

V t =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R, (3.1.5)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì (3.1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî.Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà imV • = imP1 =

U11, êîòîðîå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3.2, ñëåäñòâèé 3.1.1 è 3.1.2. •

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1.2, òîãäà ñó-

ùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ (3.1.2)

( (3.1.3)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà î÷åâèäíî èìåþò ìåñòî U t =

U tP = U tP1+U
tP2. Îïåðàòîðû P1 è U t êîììóòèðóþò, â ñèëó îòíîñèòåëü-

íî ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà, âèäà ïîëóãðóïïû (2.2.5) è íåïðåðûâíîñòè

îïåðàòîðà P1. Îòêóäà äëÿ u0 ∈ U11 ïîëó÷èì U tu0 = U tP1u0 = P1U
tu0 ∈

U11. Ïî òåîðåìå 2.3.2 è ñëåäñòâèÿ 3.1.2 ïîëó÷èì, ÷òî U11 � èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî (3.1.2).

Àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé ïðîåêòîðà P1 íà P2 ïîêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-

íîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U12.

Òàêèì æå îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû îá óðàâíåíèè

(3.1.3), èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ F11 =

im Q1, F12 = im Q2. •

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.2) îáëàäàþò ýêñïîíåíöè-

àëüíîé äèõîòîìèåé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
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(i) ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (3.1.2) èìååò âèä P = J1 ⊕ J2, ãäå J1(2) �

èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (3.1.2);

(ii) ïðè ëþáûõ u0 ∈ J1 (u0 ∈ J2) ðåøåíèå u = u(t) çàäà÷è (3.1.2),

(3.1.4) òàêîâî, ÷òî U ‖u(t)‖ ≤ C1e
−a1t

U ‖u0‖ (U ‖u(t)‖ ≥ C2e
a2t

U ‖u0‖) ïðè
íåêîòîðûõ a1, a2 > 0 è âñåõ t ∈ R+.

Çàìå÷àíèå 3.1.1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïîíåíöèàëüíûå äèõîòîìèè ðå-

øåíèé îçíà÷àþò, ÷òî ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â îäíîì ïîäïðîñòðàíñòâå,

ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþò, à â äðóãîì � ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò.

Òåîðåìà 3.1.3. Äëÿ îïåðàòîðîâ M , L îïðåäåëåíûõ âûøå, ω > 0 òàêîé,

÷òî σL(M) ∩ {µ ∈ C : −ω ≤ Reµ ≤ ω} = ∅ è ìíîæåñòâà σ+ =

σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ > 0} 6= ∅ óðàâíåíèå (3.1.2) (óðàâíåíèå (3.1.3))

áóäåò îáëàäàòü ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.1.1).

Ïåðåîáîçíà÷èì U11 = U+, U12 = U−. Âîçüìåì L± = L

∣∣∣∣
U±
,M± = M

∣∣∣∣
domM±

,

domM± = domM∩U±. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1.1 è ñëåäñòâèþ 3.1.2 ïîëó÷èì,

÷òî L± ∈ L(U±; F±), M± ∈ Cl(U±; F±), σL±(M±) = σ±, ãäå σ− = σL(M)∩
{µ ∈ C : Reµ < 0}. Îòêóäà ïîëó÷èì (L+, σ)-îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà

M+ [46] è L-ñåêòîðèàëåíîñòü îïåðàòîðà M− ñ êîíñòàíòîé a ≤ −ω.

Îáîçíà÷èì U t
± = U t

∣∣∣∣
U±

è â ñèëó ðàññóæäåíèé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

3.1.3 ïîëó÷èì, ÷òî U t
± ∈ L(U±). Âîçüìåì t > 0 è u−(t) = U−(t)u−, òîãäà

ïîëó÷èì
m+2n
q ‖u−(t)‖ ≤ C2e

−a1t · m+2n
q ‖u−‖.

Ïî òåîðåìå 2.2.1 ìîæíî âçÿòü a1 = ω, C2 = C.

Òåïåðü èç (L+, σ)-îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M+ è ðåçóëüòàòîâ [46]

ñëåäóåò, ÷òî ïîëóãðóïïà {U t
+ : t ∈ R+} àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà äî
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ãðóïïû âî âñþ ïëîñêîñòü, à åå îïåðàòîðû ïðåäñòàâèìû â âèäå

U t
+ =

1

2πi

∫
γ̃

RL+
µ (M+)eµtdµ, t ∈ R,

ãäå çàìêíóòûé êîíòóð γ̃ îãðàíè÷èâàåò σ+, êàê â óñëîâèè (3.1.1).

Äëÿ u ∈ U1 èìååì u = u+ + u−, u± ∈ U±. Îòñþäà åñëè t > 0, u+ ∈ U+

òî

u+(t) = U t
+u

+ =
1

2πi

∫
γ̃

RL+
µ (M+)eµtu+dµ =

∑
k:µk∈σ+

eµkt < u, ek > ek.

Òîãäà m+2n
q ‖u+(t)‖ = m+2n

q ‖U t
+u

+‖ =

= (
∑

k:µk∈σ+

eReµkqt| < u+, ek > |q · (λk)
m+2n

2 q)1/q =

= (
∑

k:µk∈σ+

eReµkqt| < u+, ek > |q · m+2n
q ‖ek‖q)1/q ≥

≥ ea2t(
∑

k:µk∈σ+

|u+
k |

q(λk)
m+2n

2 q)1/q = ea2t m+2n
q ‖u+‖,

ãäå a2 = ω < min{Reµk : µk ∈ σ+} è a2 > 0. Îòñþäà âûòåêàåò âòîðàÿ èç

îöåíîê îïðåäåëåíèÿ 3.1.2. •

3.2. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ìîäåëåé Äçåêöåðà,

Ôèøåðà � Êîëìîãîðîâà, Êàíà � Õèëëàðäà è äèôôóçèè

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Äçåêöåðà

(λ+Λ)ut= (− αΛ2+βΛ)u+f, λ, β ∈ R, α ∈ R+ (3.2.1)

è óðàâíåíèé Ôèøåðà � Êîëìîãîðîâà, Êàíà � Õèëëàðäà è äèôôóçèè ÷åò-

âåðòîãî ïîðÿäêà

ut = (−αΛ2 + βΛ + γ)u+ f, β, γ ∈ R, α ∈ R+, (3.2.2)

â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U=`m+2
q è F=`mq , m ∈ R, q ∈ R+.
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В соответствии с параграфами 1.5, 2.5 и 2.6 точки относительного

спектра µk ∈ σL(M):

– для уравнения (3.2.1) имеют вид µk =
βλk − αλ2

k

λ+ λk
при k : λk 6= −λ;

– для уравнения (3.2.2) имеют вид µk = −αλ2
k + βλk + γ.

Введем в рассмотрение условие

пусть σL(M) = σL1 (M) ∪ σL2 (M); σL1 (M) состоит из

конечного числа точек {µk} ⊂ σL(M) и Ω1 ⊂ C – круг,

содержащий точки σL1 (M) и Ω1 ∩ σL2 (M) = ∅.

 (3.2.3)

Очевидно, в силу (3.2.3), условие (3.1.1) выполняется. Тогда, в силу

леммы 3.1.1, существуют проекторы

P1 =
∑

µk∈σL1 (M)

< ., ek > ek и Q1 =
∑

µk∈σL1 (M)

< ., ek > ek.

Построим пространства

U11 = imP1 =
{
u ∈ U : uk = 0 если µk /∈ σL1 (M)

}
,

F11 = imQ1 =
{
f ∈ F : fk = 0 если µk /∈ σL1 (M)

}
,

U10 = ker P1 =
{
u ∈ U : uk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
,

F10 = ker Q1 =
{
f ∈ F : fk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
,

и обозначим сужение оператора L (M) на U11

– для уравнения (3.2.1) через

L11 =
∑

µk∈σL1 (M)

(λ+ λk) < ., ek > ek

M11 =
∑

µk∈σL1 (M)

(−αλ2
k + βλk) < ., ek > ek

 ;

– для уравнения (3.2.2) через

L11 =
∑

µk∈σL1 (M)

< ., ek > ek
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M11 =
∑

µk∈σL1 (M)

(−αλ2
k + βλk + γ) < ., ek > ek

 .

Построим операторы

P2 = P − P1 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

< ., ek > ek и

Q2 = Q−Q1 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

< ., ek > ek.

В силу следствия 3.1.1, эти операторы – проекторы. Положим

U12 = imP2 =
{
u ∈ U1 : uk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
,

F12 = imQ2 =
{
f ∈ F1 : fk = 0 если µk ∈ σL1 (M)

}
и обозначим сужение оператора L (M) на U12

– для уравнения (3.2.1) через

L12 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

(λ+ λk) < ., ek > ek

M12 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

(−αλ2
k + βλk) < ., ek > ek

 ;

– для уравнения (3.2.2) через

L12 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

< ., ek > ek

M12 =
∑

µk∈σL(M)\σL1 (M)

(−αλ2
k + βλk + γ) < ., ek > ek

 .

Следствие 3.2.1.

(i) U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1, U1 = U11 ⊕ U12, F1 = F11 ⊕ F12;

(ii) операторы L12,M12 ∈ L(U12;F12);

(iii) существует оператор L−1
12 ∈ L(F12;U12).
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Доказательство. Утверждения следствия (i) и (ii) очевидны. Для урав-

нения (3.2.2) существование оператора L−1
12 также очевидно, а для урав-

нения (3.2.1) оператор

L−1
12 =

∑
µk∈σL(M)\σL1 (M)

(λ+ λk)
−1 < ., ek > ek. •

Следствие 3.2.2. Пространство U11, являющееся образом группы

V t =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R, (3.2.4)

и пространство U12 являются инвариантными пространствами урав-

нений (3.2.1) и (3.2.2).

Следствие 3.2.3. Если Re µk 6= 0 для всех µk ∈ σL(M), и существу-

ет µs > 0 при некоторых s, то решения уравнений (3.2.1) и (3.2.2)

обладают экспоненциальной дихотомией.

Доказательство. Очевидно, что выполняются все условия теоремы

3.1.3.•

Замечание 3.2.1. Для уравнения (3.2.1) условия следствия 3.2.3 вы-

полнены, если λk 6= β/α и при достаточно большом β > 0, либо

1) λ ≥ 0 и для некоторых s ∈ N выполнено λs < β/α, либо

2) λ < 0 и для некоторых s ∈ N выполнено −λ < λs < β/α или

β/α < λs < −λ.
Для уравнения (3.2.2) условия следствия 3.2.3 выполнены, если для

всех k ∈ N выполнено −αλ2
k+βλk+γ 6= 0 и при γ > −β

2

4α
для некоторых

s ∈ N выполнено

β −
√
β2 + 4αγ

2
√
α

< λs <
β +

√
β2 + 4αγ

2
√
α

.
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3.3. Алгоритм численного метода

Пусть U = `m+2n
q , F = `mq , m ∈ R, q ∈ R+, Qn (λ) =

n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

s∑
j=0

djλ
j – многочлены с действительными коэффициентами, не имеющие

общих корней, степеней n и s, соответственно, причем n < s и dscn < 0,

операторы L = Qn(Λ), M = Rs(Λ). Пусть некоторый интервал [0, T ] ⊂
R. Рассмотрим эволюционную математическую модель

Lu̇ = Mu, (3.3.1)

u(0) = u0. (3.3.2)

Приближенное решение будем искать с помощью проекционного мето-

да. Нам придется его модифицировать, в силу того, что математическая

модель (3.3.1) – (3.3.2) может оказаться вырожденной.

Опишем суть численного метода. Для нахождения приближенного ре-

шения ṽ(t) будем использовать представление

ũ(t) = uN(t) =
N∑
k=1

uk(t)ek (3.3.3)

где N ∈ N, необходимо, брать таким, чтобы, во-первых, учесть эффекты

вырожденности уравнения и, во-вторых, достичь требуемой точности ε.

Опишем подробнее, как подбирается N . Прежде всего, при заданном

ε требуется выполнение оценки:∫ T

0

m
q ‖u(t)− ũ(t)‖dt < ε.

Преобразуем левую часть:∫ T

0

( ∞∑
k=1

(λ
m
2

k |uk − ũk|)
q)1/q

)
dt =

∫ T

0

( ∞∑
k=N+1

(λ
m
2

k |uk|)
q)1/q

)
dt =

∫ T

0

( ∞∑
k=N+1

λ
qm
2

k eqµkt|u0
k|q
)1/q

dt ≤
∫ T

0

eµN t · mq ‖u0‖dt.
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таким образом, из неравенства

m
q ‖u0‖ 1

µN
(eµNT − 1) < ε

получим условие

µN −
ln(εµN + m

q ‖u0‖)− ln(mq ‖u0‖)
T

< 0,

из которого находится N для приближенного решения.

Кроме того, чтобы учесть вырожденность уравнения (если имеется),

необходимо номер N взять достаточно большим так, что λN лежит пра-

вее всех корней многочлена Qn(λ).

Итак, представление (3.3.3) для uN(x, t) подставим в (3.3.1). Получим:
N∑
k=1

Qn(λk)u
′
k(t)ek =

N∑
k=1

Rs(λk)uk(t)ek, (3.3.4)

представляющее собой конечную систему уравнений. В зависимости от

параметров, уравнения в системе (3.3.4) могут получиться дифференци-

альными или алгебраическими. Рассмотрим эти случаи подробнее.

(i) Qn(λk), k = 1, ...N 6= 0. В этом случае все уравнения системы бу-

дут обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ) первого

порядка. Решая эту систему, находятся неизвестные функциональные ко-

эффициенты uk(t), k = 1, ..., N в приближенном решении ũ(t) = uN(x, t).

(ii) Qn(λkj) = 0 при некоторых kj. Тогда уравнения системы с номера-

ми kj будут алгебраическими, а остальные дифференциальными. Реше-

ние исходной задачи будет существовать, согласно теореме 2.3.2, лишь

при начальной последовательности u0 из фазового пространства, то есть

при ∑
kj :Qn(λkj )=0

< u0, ekj > ekj = 0. (3.3.5)

Если соотношение (3.3.5) выполнено, то можно найти коэффициенты в

представлении (3.3.3) приближенного решения следующим образом. Си-

стема ОДУ решается, как в случае (i). Система алгебраических уравне-

ний решается относительно ukj без начальных условий.
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Алгоритм нахождения приближенного решения задачи (3.3.1) – (3.3.2)

сводится к трем этапам.

Этап 1. Нахождение числа N , начиная с которого можно вычислять

приближенное решение.

Этап 2. Проверка по заданным параметрам, к какому из двух случаев

относится математическая модель.

Этап 3. По заданной начальной последовательности, в зависимости от

случаев (i) – (ii) вычисление приближенного решения с помощью моди-

фицированного проекционного метода.

Отметим, что разработанный численный метод позволяет находить

приближенное решение в квазисоболевых пространствах по заданной

начальной последовательности с заданной точностью. Кроме того, ес-

ли параметр квазинормы q ≥ 2, его можно применять для нахождения

приближенного решения различных эволюционных математических мо-

делей в пространствах Соболева. Опишем суть этого метода.

Пусть D ⊂ Rn – ограниченная область с границей ∂D класса C∞. В

цилиндре D × R рассмотрим начально-краевую задачу, для определен-

ности задачу Коши – Дирихле

w(x, 0) = w0(x), x ∈ D, (3.3.6)

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂D × R (3.3.7)

для уравнения

Qn(∆)wt = Rs(∆)w. (3.3.8)

Обозначим через σ(∆) спектр однородной задачи Дирихле в обла-

сти D для оператора −∆. Напомним, что спектр σ(−∆) неотрицателен,

дискретен, конечнократен и сгущается только к +∞. Обозначим через

{λk} множество собственных значений, занумерованное по неубыванию

с учетом кратности, а через {ϕk} – семейство соответствующих собствен-

ных функций, ортонормированных относительно скалярного произведе-
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ния < ·, · > из L2(D). Так как семейство {ϕk} образует базис в простран-

стве L2(D), то начальную функцию можно разложить в ряд Фурье

w0(x) =
∞∑
k=1

< w0, ϕk > ϕk(x), x ∈ D. (3.3.9)

Для нахождения приближенного решения w̃(x, t) будем использовать

представление

w̃(x, t) = wN(x, t) =
N∑
k=1

ũk(t)ϕk(x), (3.3.10)

где номер N ∈ N и приближенное решение в квазисоболевых простран-

ствах ũ(t) = {ũk(t)} находятся с помощью ранее описанного численного

метода по заданной точности.

3.4. Описание программ

Разработанные в п. 3.3 алгоритмы численных методов исследования

одного класса эволюционных математических моделей в комплексе про-

грамм в системе компьютерной математики Maple 15.0.

Функциональное назначение программы, область её применения.

Комплекс состоит из двух модулей и предназначен для получения чис-

ленного решения задачи Коши для класса уравнений в квазисоболевых

пространствах, а также решения задачи Коши для моделей Дзекцера и

Фишера Колмогорова на отрезке или в прямоугольнике, в зависимости от

заданных параметров и начальных данных при параметре квазинормы

q ≥ 2. В программном комплексе реализован метод фазового простран-

ства и модифицированный проекционный метод. Программа позволя-

ет строить графики компонент численного решения в квазисоболевых

пространствах и графики решений указанных моделей в зависимости от

времени и пространственных переменных. Программа будет полезна для

специалистов в области математической физики и математического мо-
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делирования. Кроме того, программа может быть использована студен-

тами ВУЗов при изучении специальных курсов и дисциплин, связанных

с исследованием уравнений соболевского типа.

Описание логической структуры.

В начале программы пользователю в диалоговом окне предлагается

выбор типа задачи в зависимости от параметра квазинормы. По выбору

пользователя запускается один из двух модулей программного комплек-

са.

На рис. 1 представлена схема алгоритма работы первого модуля про-

граммного комплекса.

Разработанная программы позволяет:

1. Ввести многочлены от квазиоператора Лапласа и рассмотреть эво-

люционные математические модели в квазисоболевых пространствах.

2. Учесть вырожденность математической модели и применить метод

фазового пространства.

3. Найти необходимое для достижения заданной точности ε количе-

ство ненулевых членов приближенного решения.

4. Найти и вывести приближенное решение задачи.

5. Получить графическое изображение компонент полученного реше-

ния в зависимости от времени.

Подробное описание алгоритма (каждый блок диаграммы соответ-

ствует одному шагу):

Шаг 1. После старта программы пользователь вводит степени много-

членов s, n, промежуток времени T : t ∈ [0, T ] и точность приближенного

решения ε.

Шаг 2. В цикле вводятся коэффициенты и строится многочленRs(x) =
s∑

k=1

dkx
k.

Шаг 3. В цикле вводятся коэффициенты и строится многочленQn(x) =
n∑
k=1

ckx
k.
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Рис. 1: Блок-схема алгоритма
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Шаг 4. Пользователь вводит монотонно возрастающую последова-

тельность {λk} .
Шаг 5. Задается начальная последовательность u0.

Шаг 6. Ввод параметров квазинормы квази-Соболева пространства.

Шаг 7. Вычисление квазинормы начальной последовательности.

Шаг 8. Проверка равенства бесконечности квазинормы начальной по-

следовательности.

Если на восьмом шаге истина, Шаг 5.

Если на восьмом шаге ложь:

Шаг 9. Нахождение числа N ненулевых компонент приближенного

решения, необходимых для достижения точности ε такого, что
T∫
0

m
q ‖u(t)−

ũN(t)‖dt < ε.

Шаг 10. В цикле проверяется, является ли уравнение вырожденным,

т.е. Qn(λk) = 0.

Если на десятом шаге истина:

Шаг 11. Проверка принадлежности начальных данных u0 фазовому

пространству уравнения.

Если на одиннадцатом шаге истина:

Шаг 12. Конец цикла по k.

Если на одиннадцатом шаге ложь:

Шаг 13. Вывод сообщения:"Нет решений".

Если на десятом шаге ложь:

Шаг 14. Уравнение с номером k является дифференциальным. Добав-

ление его к системе дифференциальных уравнений.

Шаг 15. Конец цикла по k.

Шаг 16. Решение системы дифференциальных уравнений для нахож-

дения нетривиальных компонент приближенного решения.

Шаг 17. Вывод полученного приближенного решения на экран и по-

строение графиков компонент приближенного решения в зависимости от
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времени.

Шаг 18. Конец программы.

На рис. 2 представлена схема алгоритма работы второго модуля про-

граммного комплекса.

Разработанная программы позволяет:

1. Ввести параметры уравнения, начальную функцию.

2. Учесть вырожденность математической модели и применить метод

фазового пространства.

3. Найти и вывести приближенное решение задачи.

4. Получить графическое изображение решения в зависимости от вре-

мени и пространственных переменных.

Подробное описание алгоритма (каждый блок диаграммы соответ-

ствует одному шагу):

Шаг 1.После старта программы пользователь вводит параметры урав-

нения Дзекцера или Фишера-Колмогорова, начальную функцию w0(x),

промежуток времени T : t ∈ [0, T ] и точность приближенного решения

ε.

Шаг 2.По параметрам уравнения строятся многочленыQn(x) =
n∑
k=1

ckx
k,

Rs(x) =
s∑

k=1

dkx
k.

Шаг 3. Решается задача Штурма – Лиувилля: находятся собственные

функции и собственные значения оператора −∆ в соответствующей об-

ласти. То есть получается монотонно возрастающая последовательность

{λk} и последовательность собственных функций {ϕk}.
Шаг 4. Начальная функция раскладывается в ряд Фурье по собствен-

ным функциям. Получается начальная последовательность u0 из ее ко-

эффициентов.

Шаг 5. Запускается первый модуль, по полученным на предыдущих

шагах данным находится приближенное решение в квазисоболевых про-

странствах.
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Рис. 2: Блок-схема алгоритма
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Шаг 6. Получение приближенного решения исходной модели в виде

N∑
k=1

ũk(t)ϕk(x).

Шаг 7. Полученное решение выводится на экран в виде функции и в

виде графика .

Используемые технические средства

Для реализации вычислительных алгоритмов использовались встро-

енные функции и стандартные операторы программного пакета Maple

15.0. Для создания диалоговых окон подключен пакет Maplets[Elements].

Для получения графического изображения подключен пакет plots. Авто-

ром программы создан M-файл для исследования (нахождения решения)

одного класса эволюционных моделей в квазисоболевых пространствах,

а также математических моделей Дзекцера и Фишера – Колмогорова на

отрезке и в прямоугольнике. Программа эксплуатируется на персональ-

ном компьютере платформы Intel (80 × 86), работает под управлением

Microsoft Windows.

Выходные данные

Выходными данными являются вывод на экран собственных значе-

ний и собственных функций, компонент решения uk(t), график решения

u(x, t) в определенные промежутки времени, а также анимацию распро-

странения волны Буссинеска – Лява с течением времени.

Программа зарегистрирована в Реестре программ для ЭВМ [111].
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3.5. Вычислительные эксперименты для аналогов моделей

в квазисоболевых пространствах

Пусть U = `m+2n
q , F = `mq . Рассмотрим математическую модель

u(0) = u0, t ∈ [0, T ], u0 ∈ U (3.5.1)

Qn(Λ)u̇ = Rs(Λ)u (3.5.2)

Пример 3.5.1. Требуется найти численное решение математической

модели (3.5.1) – (3.5.2), где Q1(x) = 2− x, R2(x) = x2, λk = k2, u0k = 1
k ,

q = 0.5, m = 1, T = 0.5, ε = 0.01.

Программа проверяет условие m
q ‖u0‖ = +∞. Так как оно выполне-

но, то задача не имеет решение. Программа выводит сообщение: "Нет

решения".

Пример 3.5.2. Требуется найти численное решение математической мо-

дели (3.5.1) – (3.5.2), где Q1(x) = 2 − x, R2(x) = x2, λk = k2, u0k = 1
k2 ,

q = 0.5, m = 1, T = 0.5.

В зависимости от точности ε получены следующие результаты:

Для ε1 = 0.1,

ũ1(t)=(et, 0.25 e−8t, 0.11 e−11.57t, 0.06 e−18.29t, 0.04 e−27.17t, 0, 0, ..., 0,...).

При ε2 = 0.01,

ũ2(t)=(et, 0.25 e−8t, 0.11 e−11.57t, 0.06 e−18.29t, 0.04 e−27.17t, 0.03 e−38.12t, 0.02

e−51t, 0.02 e−66t, 0.01 e−83t, 0.01 e−102t, 0.008 e−123t, 0.007 e−146t, 0.006 e−171t,

0.005 e−198t, 0.004 e−227t, 0, 0, ..., 0, ...).

График решения представлен на рисунке 3. Так как множество σ+ =

σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ > 0} 6= ∅ (µ1 = 1 > 0), то, в силу теоремы 3.1.3,

уравнение (3.5.2) обладает экспоненциальной дихотомией. Из рисунка 3

видно, что первая компонента решения растет, остальные – убывают.

Пример 3.5.3. Требуется найти численное решение математической

модели (3.5.1) – (3.5.2), где Q1(x) = 4 − x,R2(x) = x2, λk = k2, u0k = 1
k4 ,
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Рис. 3: Компоненты решения из примера

3.5.2

Рис. 4: Компоненты решения из примера

3.5.4

q = 0.5, m = 1, T = 0.5, ε1 = 0.1. Уравнение (3.5.2) в этом случае вы-

рожденное. Так как начальные данные не принадлежат фазовому про-

странству, выдается сообщение: "Нет решений".

Пример 3.5.4. Требуется найти численное решение математической мо-

дели (3.5.1) – (3.5.2), где Q1(x) = 4− x,R2(x) = x2, λk = k2,

u0k =


1
k2 , если k 6= 2;

0 если k = 2.

Уравнение (3.5.2) в этом случае вырожденное (Q1(λ2) = 0) и начальные

данные принадлежат фазовому пространству уравнения.

Для ε = 0.01 имеем

ũ(t)=(et, 0, 0.1 e−11.57t, 0.06 e−18.29t, 0.04 e−27.17, 0.03 e−38.12t, 0.02 e−51t,

0.02 e−66t, 0.01 e−83, 0.01 e−102t, 0.008 e−123t, 0.007 e−146t, 0.006 e−171t, 0.005

e−198t, 0.004 e−227t, 0.004 e−258t, 0.003 e−291t, 0.003 e−326t, 0.003 e−363t, 0.003

e−402t, 0.002 e−443t, 0.002 e−486t, 0, 0,..., 0,...).

График решения представлен на рисунке 4. Так как множество σ+ =

σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ > 0} 6= ∅ (µ1 = 1 > 0), то, в силу теоремы 3.1.3,
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уравнение (3.5.2) обладает экспоненциальной дихотомией. Из рисунка 4

видно, что первая компонента решения растет, остальные – убывают.

Пример 3.5.5. Требуется найти численное решение математической мо-

дели (3.5.1) – (3.5.2), гдеQ2(x) = 7+x2, R3(x) = −5+x−5x2−x3, λk = k4,

u0k = 1
k3 , q = 0.5, m = 1, T = 0.5.

Для ε1 = 0.1, ũ1(t)=(e−1.25t, 0.13 e−20.39t, 0.04 e−85.9t, 0, 0,..., 0,...).

For ε2 = 0.01, ũ2(t)=(e−1.25t, 0.13 e−20.39t, 0.04 e−85.9t, 0.02 e−260t, 0,

0,..., 0,...). График решения представлен на рисунке 5. Так как множество

σ+ = σL(M)∩{µ ∈ C : Reµ > 0} = ∅, то, в силу теоремы 3.1.3, уравнение

(3.5.2) не обладает экспоненциальной дихотомией. Из рисунка 5 видно,

что все компоненты решения убывают.

Рис. 5: Компоненты решения из

примера 3.5.5 Рис. 6: Компоненты решения из примера

3.5.6

Пример 3.5.6. Требуется найти численное решение математической

модели (3.5.1) – (3.5.2), где Q3(x) = 2 − 100x − 20x2 − x3, R5(x) =

−7 + 100x − 3x2 − 30x3 − 2x4 + x5, λ(k) = k2, u0k = 1
k4 , q=0.5, m=1,

T=0.5.

Уравнение (3.5.2) в этом случае невырожденное.
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Для ε = 0.01 имеем

ũ(t)=(e−0.49t, 0.06e1.36t, 0.01e−7.61t, 0.004e−73t, 0.002e−278t, 0.0008e−731t,

0, 0, ..., 0, ...).

График решения представлен на рисунке 6. Так как множество σ+ =

σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ > 0} 6= ∅ (µ2 = 1.36 > 0), то, в силу теоремы

3.1.3, уравнение (3.5.2) обладает экспоненциальной дихотомией. Из ри-

сунка 6 видно, что первая компонента решения убывает, вторая – растет,

остальные компоненты решения убывают.

3.6. Вычислительные эксперименты для математических

моделей Дзекцера и Фишера – Колмогорова

Приведем вычислительные эксперименты для математической моде-

ли Дзекцера

(λ−∆)wt = (β∆− α∆2)w, λ, β ∈ R, α ∈ R+ (3.6.1)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ [0, l] (3.6.2)

w(0, t) = w(l, t) = wxx(0, t) = wxx(l, t) = 0, t ∈ [0, T ] (3.6.3)

в банаховых пространствах U = Wm+2
2 (0, l) и F = Wm

2 (0, l), m ∈ {0}∪N.

Пример 3.6.1. Требуется найти численное решение математической мо-

дели (3.6.1) – (3.6.3), где λ = −4, β = 0, α = 1,m = 1, l = π, T = 0.4.

Очевидно, что λk = k2 и ϕk = sin kx являются собственными значениями

и и собственными функциями оператора −∆ с однородным граничным

условием Дирихле. Пусть

w0(x) =
∑
k 6=2

1

k2
sin kx.

Математическая модель (3.6.1) – (3.6.3) вырождена, однако начальная

функция принадлежит фазовому пространству уравнения (3.6.1). Тогда

при заданной точности ε = 0.1 в результате работы программы получаем
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ũ(t)=(e0.33t, 0, 0.11e−16.2t, 0, 0,..., 0,...) – коэффициенты приближенного

решения. На рисунке 7 представлены их графики. Так как µ1 = 0.33 > 0,

то, в силу следствия 3.2.3, уравнение (3.6.1) обладает экспоненциальной

дихотомией. Из рисунка 7 видно, что первая компонента решения растет,

остальные – убывают.

Само приближенное решение имеет вид

w̃(x, t)=e0.33t sinx + 0.11e−16.2t sin 3x.

График приближенного решения изображен на рисунке 8.

Рис. 7: Компоненты решения из примера

3.6.1

Рис. 8: График решения из примера

3.6.1

Пример 3.6.2. Требуется найти численное решение математической

модели (3.6.1) – (3.6.3), где λ = −4, β = 0, α = 1,m = 1, l = π, T =

0.4. Очевидно, что λk = k2 и ϕk = sin kx являются, соответственно,

собственными значениями и собственными функциями оператора −∆ с

однородным граничным условием Дирихле. Пусть

w0(x) = sinx+ 3 sin 3x.

Математическая модель (3.6.1) – (3.6.3) вырождена. В этом случае на-

чальная функция не принадлежит фазовому пространству уравнения
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(3.6.1), программа выдает сообщение: "Нет решений".

Пример 3.6.3. Требуется найти численное решение математической

модели (3.6.1) – (3.6.3), где λ = −4, β = 0, α = 1,m = 1, l = π, T = 0.4.

Пусть w0(x) = sinx+3 sin 3x.Математическая модель (3.6.1) – (3.6.3) вы-

рождена, однако начальная функция принадлежит фазовому простран-

ству уравнения (3.6.1). Тогда при заданной точности ε = 0.1 в результате

работы программы получаем

ũ(t)=(e0.33t, 0, 3e−16.2t, 0, 0,..., 0,...) – коэффициенты приближенного

решения. На рисунке 9 представлены их графики. Так как µ1 = 0.33 > 0,

то, в силу следствия 3.2.3, уравнение (3.6.1) обладает экспоненциальной

дихотомией. Из рисунка 9 видно, что первая компонента решения растет,

остальные – убывают.

Само приближенное решение имеет вид

w̃(x, t)=e0.33t sinx + 3e−16.2t sin 3x.

График приближенного решения изображен на рисунке 10.

Рис. 9: Компоненты решения из примера

3.6.3

Рис. 10: График решения из примера

3.6.3
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Приведем вычислительные эксперименты для математической модели

Канна – Хилларда и диффузии четвертого порядка

wt = (−α∆2 − β∆ + γ)w, β, γ ∈ R, α ∈ R+, (3.6.4)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ [0, l] (3.6.5)

wx(0, t) = wx(l, t) = wxxx(0, t) = wxxx(l, t) = 0, t ∈ [0, T ] (3.6.6)

в банаховых пространствах U = Wm+2
2 (0, l) и F = Wm

2 (0, l), m ∈ {0}∪N.

Пример 3.6.4. Требуется найти численное решение математической

модели (3.6.4) – (3.6.6), где α = 1, β = 1, γ = −15, m = 0, l = π, T =

0.4. Очевидно, что λk = k2 и ϕk = cos kx являются, соответственно,

собственными значениями и собственными функциями оператора −∆ с

однородным граничным условием Дирихле. Пусть

w0(x) =
∞∑
k=1

1

k2
cos kx.

Тогда при заданной точности ε = 0.001, в результате работы программы

получаем

ũ(t)=(e15t, 0.25e3t, 0.11e−57t, 0.06e−225t, 0.04e−585t, 0.03e−1245t, 0.02e−2337t,

0, 0,..., 0,...) – коэффициенты приближенного решения. На рисунке 11

представлены их графики. Так как µ1 = 15 > 0 и µ2 = 3 > 0, то, в

силу следствия 3.2.3, уравнение (3.6.4) обладает экспоненциальной дихо-

томией. Из рисунка 11 видно, что первая и вторая компоненты решения

растут, а остальные – убывают.

Само приближенное решение имеет вид

w̃(x, t) = e15t cosx+0.25e3t cos 2x+0.11e−57t cos 3x+0.06e−225t cos 4x+

0.04e−585t cos 5x+ 0.03e−1245t cos 6x+ 0.02e−2337t cos 7x.

График приближенного решения изображен на рисунке 12. В силу

наличия экспоненциальных дихотомий, решение неустойчиво.

Пример 3.6.5. Требуется найти численное решение математической

модели (3.6.4) – (3.6.6), где α = 1, β = 12, γ = −12, m = 0, l = π, T =
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Рис. 11: Компоненты решения из приме-

ра 3.6.4
Рис. 12: График решения из примера

3.6.4

0.4, с начальной функцией

w0(x) =
∞∑
k=1

1

k2
cos kx.

Тогда при заданной точности ε = 0.001, в результате работы программы

получаем

ũ(t)=(e−t, 0.25e20t, 0.11e15t, 0.06e−76t, 0.04e−337t, 0.03e−876t, 0.02e−1825t,

0, 0,..., 0,...) – коэффициенты приближенного решения. На рисунке 13

представлены их графики. Так как существует µ2 = 20 > 0 и µ3 = 15 >

0, то, в силу следствия 3.2.3, уравнение (3.6.4) обладает экспоненциаль-

ной дихотомией. Из рисунка 13 видно, что вторая и третья компоненты

решения растут, остальные – убывают.

Само приближенное решение имеет вид

w̃(x, t) = e−t cosx+ 0.25e20t cos 2x+ 0.11e15t cos 3x+ 0.06e−76t cos 4x+

0.04e−337t cos 5x+ 0.03e−876t cos 6x+ 0.02e−1825t cos 7x.

График приближенного решения изображен на рисунке 14. В силу

наличия экспоненциальных дихотомий, решение неустойчиво.
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Рис. 13: Компоненты решения из приме-

ра 3.6.5
Рис. 14: График решения из примера

3.6.5
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Заключение

В результате диссертационного исследования получены:

1. Достаточные условия существования решений аналогов моделей

Дзекцера, Фишера – Колмогорова, диффузии 4-го порядка и Кана –

Хилларда в квазисоболевых пространствах с различными начальными

условиями.

2. Достаточные условия существования решений класса эволюцион-

ных математических моделей с начальным условием Шоуолтера – Сидо-

рова или Коши в квазисоболевых пространствах.

3. Достаточные условия существования инвариантных пространств

решений и их дихотомий для аналогов моделей Дзекцера, Фишера – Кол-

могорова, диффузии 4-го порядка и Кана – Хилларда в квазисоболевых

пространствах.

4. Достаточные условия существования инвариантных пространств

решений и их дихотомий для класса эволюционных математических мо-

делей в квазисоболевых пространствах.

5. Сходимость численного метода приближенного решения математи-

ческих моделей в рамках задачи Коши для класса эволюционных мате-

матических моделей в квазисоболевых пространствах.

6. Алгоритм численного метода исследования класса эволюционных

математических моделей в квазисоболевых пространствах.

7. Программа, реализующая алгоритм численного метода исследова-

ния класса эволюционных математических моделей в квазисоболевых

пространствах. Получена регистрация программы.

Таким образом, получены оригинальные результаты как в области

математического моделирования, так и в области численных методов
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и комплексов программ. Исследованы математические модели процес-

сов различных предметных областей, а сами результаты соответствует

следующим пунктам паспорта специальности 05.13.18 – математическое

моделирование, численные методы и комплексы:

п. 2) развитие качественных и приближенных аналитических методов

исследования математических моделей;

п. 3) разработка, обоснование и тестирование эффективных вычисли-

тельных методов с применением современных компьютерных техноло-

гий;

п. 4) реализация эффективных численных методов и алгоритмов в

виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения

вычислительных экспериментов.

Направления дальнейшего развития проведенного исследования со-

стоят в следующем:

1. Моделирование и экспериментальное исследование изученных эво-

люционных процессов термо- и гидродинамики.

2. Исследование математических моделей на основе уравнений высо-

кого порядка в квазисоболевых пространствах.

3. Разработка и реализация алгоритма численного решения математи-

ческих моделей на основе уравнений высокого порядка в квазисоболевых

пространствах на основе предложенных в данной работе идей.

4. Изучение неклассических линейных математических моделей в сто-

хастических квазисоболевых пространствах.

5. Моделирование и экспериментальное исследование стохастических

линейных математических моделей в квазисоболевых пространствах.

6. Исследование математических моделей на основе нелинейных опе-

раторно-дифференциальных уравнений в квазисоболевых пространствах.

Кроме того, построение теоретической базы открывает перспективы

не только начать исследования неклассических уравнений в квазибана-
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ховых пространствах последовательностей и различных задач такого ро-

да, но и рассматривать возможность более эффективного решения ря-

да технических задач. Именно приложение теоретических результатов

в различных областях позволяет говорить о дальнейшей практической

применимости исследования.
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[92] Perron, O. Die Stabilitätsfrage bei Differentialgleichungen /

O. Perron // Mathematische Zeitschrift. – 1930. – V. 32, № 1. –

P. 703–728.

[93] Powell, J.A. Competition between generic and nongeneric fronts in

envelope equations / J.A. Powell, A.C. Newell, C.K. Jones / Physical

Review A. – 1991. – V. 44, № 6. – P. 3636–3652.

[94] Pyatkov, S.G. Existence of maximal semidefinite invariant subspaces

and semigroup properties of some classes of ordinary differential

operators / S.G. Pyatkov // Operators and Matrices.– 2014. – Т. 8,

№ 1. – P. 237–254.

121



[95] Pyatkov, S.G. On some mathematical models of filtration theory /

S.G. Pyatkov, S.N. Shergin // Вестник Южно-Уральского государ-

ственного университета. Серия: Математическое моделирование и

программирование. – 2015. – Т. 8, № 2. – С. 105–116.

[96] Rolewicz, S. Metric Linear Spaces / S. Rolewicz. – Springer, 1985.

[97] Saarloos van, W. Front propagation into unstable states. II. Linear

versus nonlinear marginal stability and rate of convergence / W. van

Saarloos // Physical Review A. – 1989. – V. 39, № 12. – P. 6367–6390.

[98] Schwartz, L.W. Theoretical and numerical results for spin coating of

viscous liquids / L.W. Schwartz, R.V. Roy // Physics of Fluids. –

2004. – V. 16, № 3. – P. 569–584.

[99] Showalter, R.E. The Sobolev type equation I / R.E. Showalter // Appl.

Anal. – 1975. – V. 5, № 1. – P. 15–22.

[100] Sidorov, N. Lyapunov – Shmidt method in nonlinear analysis and

applications / N. Sidorov, B. Loginov, A. Sinithyn, M. Falaleev. –

Dordrecht; Boston; London: Kluwer Academic Publishers, 2002.

[101] Sviridyuk, G.A. Linear Sobolev Type Equations and Degenerate

Semigroups of Operators / G.A. Sviridyuk, V.E. Fedorov. – Utrecht,
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