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Обозначения и соглашения

1. Обозначим заглавными буквами готического алфавита множества,

используемые в работе. Для множеств с общепринятыми названиями будем

использовать следующие обозначения:

N – натуральные числа,

R – действительные числа,

R+ = { r ∈ R : r > 0 },

C – комплексные числа.

Для пространств используются обзначения:

W l
p(Ω) – соболевские пространства,

C l+µ(Ω) – гельдеровские пространства, где Ω — область в Rn,

Обозначим строчными буквами латинского алфавита элементы мно-

жеств, в ряде случаев будем использовать строчные буквы греческого алфа-

вита.

2. Обозначим рукописными заглавными буквами латинского алфавита

следующие множества операторов:

L(U ;F) – линейные непрерывные операторы, действующие из U в F ;

Cl(U ;F) – линейные замкнутые операторы, плотно определенные в U

и действующие в F ;

C∞(U ;F) – операторы, имеющие непрерывные производные Фреше

произвольного порядка, определенные на U и действующие в F . Вместо

L(U ;U), Cl(U ;U) и C∞(U ;U) будем использовать L(U), Cl(U) и C∞(U) со-

ответственно.

Для обозначения элементов этих множеств будем использовать заглав-

ные буквы латинского алфавита .
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Кроме того, используются следующие обозначения:

domA – область определения оператора A,

imA – образ оператора A,

kerA – ядро оператора A,

coimA – дополнение к ядру оператора A,

ρ(A) – резольвентное множество оператора A,

σ(A) – спектр оператора A.

3. Обозначим "нулевой"оператор как O (или цифрой 0), а единичный

оператор как I, их области определения поясняются в ходе изложения.

4. Обозначим � конец доказательства.
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Введение

Актуальность исследования

Математические модели движения несжимаемых вязкоупругих жид-

костей в магнитном поле Земли представляет интерес с точки зрения мно-

гих научных дисциплин. Такие модели встречаются, в таких областях как

магнитогидродинамика и геофизика. Полноценное экспериментальное иссле-

дование в этих областях требует значительных затрат, а очень часто и во-

все невозможно. Поэтому большую практическую значимость имеет разра-

ботка и реализация численных методов нахождения приближенных решений

начально-краевых задач для таких моделей в виде комплексов программ.

Большой класс моделей математической физики основывается на

неклассических уравнениях в частных уравнениях, не являющихся разре-

шенными относительно производной по времени. Нелинейная структура и

вырожденность таких моделей вызывает определенные трудности при их изу-

чении и решении соответсвующих задач. Поэтому интерес к подобного рода

моделям постоянно возрастает.

Диссертационная работа посвящена исследованию одного класса нели-

нейных математических моделей, основанных на уравнениях, не являющих-

ся разрешенными относительно производной по времени, а именно, моделей

движения несжимаемых вязкоупругих жидкостей различных порядков в маг-

нитном поле Земли.
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Обобщенная модель несжимаемой вязкопругой жидкости

Кельвина-Фойгта в магнитном поле Земли.

Система

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
M∑
m=1

nm−1∑
q=0

Am,q∇2wm,q−

−1
ρ∇p− 2Ω× v + 1

ρµ(∇× b)× b,
∂wm,0
∂t

= v + αmwm,0, αm ∈ R−, m = 1, M,

∂wm,q
∂t

= qwm,p−1 + αmwm,q, q = 1, nm − 1, αm < 0, Am,q > 0

∇ · v = 0, ∇ · b = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b),

(0.0.1)

моделирует поток несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельвина–Фойгта

высшего порядка K(K = n1 + . . . + nM)[40] в магнитном поле Земли. От-

метим, что вектор-функция v = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vn(x, t)) характеризуют

скорость жидкости, вектор-функция b = (b1(x, t), b2(x, t), . . . , bn(x, t)) — маг-

нитную индукцию, а вектор-функция p = p(x, t) – давление. Поясним ис-

пользуемые в модели параметры: ρ – плотность, Ω – угловая скорость, ν –

коэффициент вязкости, δ – магнитная вязкость, µ – магнитная проницае-

мость, κ – коэффициент упругости. Кроме того, параметры Am,q определяют

время ретардации (запаздывания) давления.

Подчеркнем, что раннее в [80] была рассмотрена система уравнений,

которая моделирует поток несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельвина–

Фойгта, при коэффициенте упругости равном нулю. В данной работе изучает-

ся более общая система, предполагающая различные значения коэффициента

κ.
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Рассмотрим начально-краевую задачу для системы (0.0.1)

v(x, 0) = v0(x), wm,q(x, 0) = w0
m,q(x),

b(x, 0) = b0(x), ∀x ∈ D,

v(x, t) = 0, wm,q(x, t) = 0,

b(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂D × R+,

m = 1, M, q = 0, nm−1.

(0.0.2)

Здесь область D ⊂ Rn, n = 2, 3, 4, ограничена, имеет бесконечно гладкую

границу.

Модель несжимаемой вязкопругой жидкости Кельвина-

Фойгта ненулевого порядка.

При моделировании потока несжимаемой вязкоупругой жидкости

Кельвина–Фойгта ненулевого порядка K в магнитном поле Земли исполь-

зуется следующая система уравнений

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
K∑
l=1

βl∇2wl −
1

ρ
∇p− 2Ω× v +

1

ρµ
(∇× b)× b,

∂wl
∂t

= v + αlwl, αl ∈ R−, βl ∈ R+, l = 1, K,

∇ · v = 0, ∇ · b = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b).
(0.0.3)

Здесь параметры βl, l = 1, K – определяют время ретардации давления

[40].

Для этой системы рассмотрим начально-краевую задачу

v(x, 0) = v0(x), b(x, 0) = b0(x), wl(x, 0) = wl0(x) x ∈ D,

v(x, t) = 0, b(x, t) = 0, wl(x, t) = 0 (x, t) ∈ ∂D × R+, l = 1, K

(0.0.4)

в предположении, что µ = 1 и ρ = 1. Здесь область D ⊂ Rn, n = 2, 3, 4,

ограничена, имеет бесконечно гладкую границу.
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Модель несжимаемой вязкопругой жидкости Кельвина-

Фойгта нулевого порядка в магнитном поле Земли.

При моделировании потока несжимаемой вязкоупругой жидкости

Кельвина–Фойгта в магнитном поле Земли используется следующая систе-

ма уравнений

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v − 1
ρ∇p− 2Ω× v + 1

ρµ(∇× b)× b,

∇ · v = 0, ∇ · b = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b)
(0.0.5)

Рассмотрим начально-краевую задачу для системы (0.0.5)

v(x, 0) = v0(x), b(x, 0) = b0(x), x ∈ D,

v(x, t) = 0, b(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂D × R+.
(0.0.6)

Здесь область D ⊂ Rn, n = 2, 3, 4, ограничена, имеет бесконечно глад-

кую границу.

Отметим, что изучение математических моделей сред Кельвина-

Фойгта было начато А.П. Осколковым, он обобщил систему уравнений Навье-

Стокса и для нее доказал теоремы об однозначной разрешимости соответству-

ющих начально-краевых задач.

Будем рассмаривать приведенные начально-краевые задачи в рамках

задачи Коши

u(0) = u0 (0.0.7)

для полулинейного автономного операторно-диффернециального уравнения

Lu̇ = Mu+ F (u). (0.0.8)

Здесь оператор L ∈ L(U ;F), т.е. является линейным и ограниченным, при-

чем kerL 6= {0}; оператор M : domM → F является линейным, замкнутым

и плотно определенным в U , т.е. M ∈ Cl(U ;F), UM = {u ∈ domM : ‖u‖ =



10

‖Mu‖F+‖u‖U}, а оператор F ∈ C∞(UM ;F), где U и F – банаховы простран-

ства.

Уравнение (0.0.8) исследователи называют "уравнением соболевского

типа"[10, 30, 41, 47, 85, 87, 96]. Такой термин появился в честь математика

С.Л. Соболева, который при моделировании малых колебаний вращающейся

жидкости [67] получил и исследовал уравнение

∆utt + ω2uzz = 0.

Целью работы является исследование математических моделей

несжимаемых вязкоупругих жидкостей в магнитном поле Земли на основе

теории полулинейных уравнений соболевского типа с последующей реализа-

цией алгоритмов численного решения в виде комплекса программ.

Для достижения данной цели необходимо решить следующие задачи:

1. Изучить математические модели несжимаемых вязкупругих жидкостей

в магнитном поле Земли с помощью теории полулинейных уравнений со-

болевского типа. Получить описание фазового пространства, достаточ-

ные условия существования и единственности квазистационарных по-

лутраекторий исследуемых моделей.

2. Разработать алгоритм метода численного решения начальной задачи

для модели описывающей течение несжимаемой вязкоупругой жидкости

Кельвина – Фойгта нулевого порядка в магнитном поле Земли.

3. Реализовать в виде программ для ЭВМ алгоритм разработанного метода

и провести вычислительные эксперименты.

Научная новизна
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В области математического моделирования:

Впервые исследованы математические модели, возникающие в геофи-

зике и магнитогидродинамике, на основе теории полулинейных уравнений

соболевского типа. Создана теоретическая основа для численного исследова-

ния изучаемых моделей: доказаны теоремы об однозначной разрешимости,

построены и изучены фазовые пространства.

В области численных методов:

На основе конечно-разностных методов впервые разработан алго-

ритм численного метода, позволяющий находить приближенные решения

начально-краевой задачи для изучаемых полулинейных моделей математи-

ческой физики.

В области комплексов программ:

Разработанный численный метод реализован в виде программы для

нахождения приближенного решения задачи Коши для полулинейной мате-

матической модели, позволяющий проводить вычислительные эксперименты

для модельных и реальных задач

Историография вопроса

Впервые уравнения, не являющиеся разрешенными относительно про-

изводной по времени, были отмечены в 1885 г. А. Пуанкаре [92]. Позже, при

исследовании ряда проблем гидродинамики, такие уравнения изучались С.В.

Озееном, У. Буссинеском, Ф. К. Ж. Одквистом, С. Г. Россби и другими ис-

следователями. Несмотря на многочисленные работы, системное изучение на-

чальных задач для уравнений

Lu̇ = Mu, (0.0.9)

началось в 40-х годах прошлого столетия в работах С.Л. Соболева. Одна-
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ко работой, ставшей отправной точкой нового направления, считают статью

1954 года [67]. В ней было представлено уравнение, моделирующее колебания

гравитирующей жидкости, и для него были получены результаты по разре-

шимости задачи Коши. В дальнейшем это направление развили последовате-

ли и ученики С. Л. Соболева – С. А. Гальперн [12], Р. А. Александрян [1], Т.

И. Зеленяк [21], А. Г. Костюченко и Г. И. Эскин [30]. В русле этого направле-

ния проводились исследования В.Н. Враговым [9], А.И. Кожановым [27, 28]

и С.Г. Пятковым [17] и другими.

Отметим работу М.И. Вишика [8], в которой им рассмотрена задача

Коши для уравнения (0.0.9), кроме того им разработаны численные методы

ее решения. Независимо от него уравнения в частных производных, приво-

димых к виду (0.0.9) изучались Р. Е. Шоуолтером [95, 94]. Рядом ученых,

например И.Г. Петровским[44] и Ж.-Л. Лионсом [34], отмечалось необходи-

мость и важность развития общей теории уравнений вида (0.0.8), (0.0.9) Изу-

чение полулинейных уравнений вида (0.0.8) с различными вырождениями

оператора L началось Н.А. Сидоровым и было продолжено его учениками

[65, 66]. Кроме того, в этой научной школе были рассмотрены приложения

абстрактных результатов.

Изучение разрешимости задачи Коши в абстрактном виде (0.0.9) было

начато С.Г. Крейном [31] и его учениками. Ими впервые было отмечено, что

такая задач не разрешима при приозвольных начальных значениях из U . К

этом направлению можно отнести работы И.В. Мельниковой и ее учеников[38,

91].

Отметим, что название "уравнения соболевского типа"для уравнений

вида (0.0.8), а также приводимых к нему, в настоящее время стало общеупо-
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требимым [30, 41, 48, 89, 95, 97].

К абстрактной задаче (0.0.7), (0.0.8) редуцируются и начальные задачи

для моделей движения вязкоупргих жидкостей. К ним относят такие жид-

кости, "которые способны к релаксации напряжений при деформировании

или проявляют феномен задержанного развития деформации после снятия

напряжений"[43]. Тип жидкости определяется по связи тензоров напряжения

σ и деформации D. Реологическое соотношение между σ и D имеет вид

(1 +
L∑
l=1

λl
∂l

∂tl
)σ = 2ν(1 +

M∑
m=1

κmν−1 ∂
m

∂tm
)D − pE,

где {λl} l = 1, . . . , L – времена релаксации, а {κm} m = 1, . . . ,M – запазды-

вания, p – давление жидкости.

Отметим, что жидкости Максвелла (L = 1,M = 0), Кельвина-Фойгта

(L = 0,M = 1), Олдройта (L = M = 1) относятся к простейшими. Однако,

различия между ними существенны, так после прекращения движения в жид-

кости Максвелла напряжение убывает как exp(−tλ−1
1 ), в жидкости Кельвина-

Фойгта скорость деформации, если напряжение снимается, уменьшается как

exp−tκ−1
1 , а экспоненциальные запаздывание деформаций и релаксирование

напряжений наблюдается в жидкости Олдройта.

Если реологическое соотношение подставить в уравнения движения

несжимаемой жидкости

ut + (u · ∇)u = ∇σ + f,∇ · u = 0

то получится система, обобщаяющая систему уравнений Навье-Стокса.

А.П. Осколковым [40] было проведено исследование разрешимости

начально-краевой задачи в цилиндре Ω × (0, T ) в пространствах Гельдера
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и Соболева

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )

для уравнения

(λ−∇2)ut = ν∇2u−∇p+ f,∇ · u = 0,

ν – положительный параметр, λ > −λ1 (λ1 – наименьшее собственное чис-

ло спектральной задачи −∇2v + ∇p = λv,∇ · v = 0, v = 0 на ∂Ω). Им

и его учениками [23] построена теория глобальной разрешимости начально-

краевых задач для жидкостей Олдройта (в случае n = 2) и Кельвина-Фойгта

(в случае n = 3) на отрезке [0,∞]. Эти исследования легли в основу теории

аттракторов и динамических систем.

Для исследования моделей динамики течения жидкостей Кельвина-

Фойгта А.П. Осколков предложил применить метод фазового пространства

[48, 59]. Полученные этим методом результаты впервые были представлены

в [70], [69].

Р.Е. Шоуолтером в [94] изучались уравнения вида (0.0.8), (0.0.9), в ко-

торых оператор L самосопряжен и определен в полугильбертовом простран-

стве.

Метод построения последовательностей приближенных решений был

предложен Г.Е. Демиденко и С.В. Успенским [15]. Ими были изучены раз-

личные задачи для уравнения вида

L0(Ds)D
l
tx+

l−1∑
k=0

Ll−k(Ds)D
k
t x = f(s, t),

где L0(Ds) – квазиэллиптический оператор.

Неотъемлемой составляющей в исследованиях (полу)линейных мате-

матических моделей соболевского типа является теория (полу)групп опера-
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торов. Она использовалась А. Фавини и А. Яги [86] и при исследовании диф-

ференциальных включений xt ∈ A(x), где A(x) – линейный многозначный

оператор. В случае (L, σ)−ограниченного оператора M , если бесконечность

является устранимой особой точкой, оно сводится к линейному уравнению

соболевского типа (0.0.9).

Необходимо отметить результаты, представленные в монографии Н.А.

Сидорова, Б.В. Логинова, А.В. Синицина и М.А. Фалалеева[93], она посвяще-

на раработке приложений метода Ляпунова-Шмидта к полулинейным урав-

нениям соболевского типа и их обобщениям. Ими была доказана однознач-

ная разрешимость задачи Коши для уравнения (0.0.8) в классе непрерывных

функций в случае сильно измеримой и интегрируемой по Бохнеру правой

частью.

Применение положений теории полугрупп операторов позволило И.В.

Мельниковой и А.И. Филенкову[91] получить критерий равномерной коррект-

ности типа Хилле-Иосиды и условие, при которых исходное пространство

расщепляется в прямую сумму ядра и образа полугруппы.

Краевая нелокальная задача для (0.0.9) в гильбертовом пространстве

при самосопряженных (или диссипативных) операторах L,M исследовалась

И.Е. Егоровым, С.Г. Пятковым и С.В. Поповым в [17]. Они доказали су-

ществование сильного решения этой задачи и показали его гладкость при

дополнительных условиях.

Псевдопараболические уравнения (0.0.8) с равномерно непрерывным

по Липшицу оператором Вольтерры с условием Коши были исследованы Х.

Гаевским, К. Грегером, К. Захариасом [11] на основе метода Галеркина.

Глобальная и локальная разрешимость различных задач для неклас-
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сических уравнений математической физики изучалась А.Г. Свешниковым,

А.Б. Альшиным, М.О. Корпусовым, Ю. Д. Плетнером [45].

Алгебро-дифференциальным системам вида (0.0.8) с прямоугольной

или вырожденной при всех t ∈ [0, T ] матрицей L(t), являющимся конечно-

мерным аналогом уравнений соболевского типа, посвящена монографияЮ.Е.

Бояринцева, В.Ф. Чистякова [4].

Подчеркнем, что отмеченных монографиях внимание объяснению

принципиальной неразрешимости задачи (0.0.7), (0.0.8) при произвольных

начальных значениях. Впервые это обстоятельство было отмечено в [84, 90],

затем Г.А. Свиридюк и Т.Г. Сукачева [48, 59] предложили объяснение этого

факта, применяя разработанный ими метод фазового пространства. Данный

метод был использован в качестве основного в исследованиях Т.А. Бокаревой

[2], Л.Л. Дудко [16], А.В. Келлер [25], В.Е. Федорова [76], А.А. Ефремова[18],

Г.А. Кузнецова[32]. Их результаты стали основой как выхода монографии

Г.А. Свиридюка и В.Е. Федорова[97], так и разработки прикладных иссле-

дований, в том числе и численных [5], [6]. Кроме того исследования мате-

матических моделей различных объектов и процессов на основе метода фа-

зового пространства проведены в докторских диссертациях Т.Г. Сукачевой

[69], А.В. Келлер [26], С.А. Загребиной [19], А.А. Замышляевой [20], Н.А.

Манаковой[35].

В докторской диссертации В.Е. Федорова [77] теория вырожденных

(полу)групп операторов изучена в случае локально выпуклых пространств

[79, 75, 78].

Фазовые пространства (полу)линейных уравнений соболевского типа

начали изучаться Г.А. Свиридюком[54] в 1986 году. В [62] для уравнения
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Осколкова

(1− χ∇2)∇2∂ψ

∂t
= ν∇4ψ − ∂(ψ,∇ψ)

∂x1, x2
+ g.

построено фазовое пространство и доказана его простота.

М.М. Якуповым [82] была исследована модель плоскопараллельной

термоконвекции вязкоупругой несжимаемой жидкости, описываемой гибри-

дом уравнений Осколкова и теплопроводности в приближении Обербека–

Буссинеска. Работы [58] и [60, 61] развили результаты [62].

В настоящее время теория относительно p−секториальных

(σ−ограниченных) операторов и соответсвующих им полугрупп (групп)

операторов с ядрами активно используется в исследовании математических

моделей в различных предметных областях.

Теоретическая и практическая значимость

Результаты диссертационного исследования носят как теоретический,

так и практический характер. В рамках теоретической значимости впервые

проведено описание фазового пространства начальной задачи для различных

моделей (нулевого, ненулевого и высшего порядков) динамики несжимаемых

вязкоупругих жидкостей в магнитном поле Земли. Диссертационная работа

вносит вклад в теорию нелинейных уравнений соболевского типа. Получены

необходимые и достаточные условия существования единственного решения

для задач Коши-Дирихле для исследуемых моделей.

В рамках практической значимости построен численный метод реше-

ния начально-краевой задачи вязкоупругой электропроводной жидкости в

магнитном поле Земли. Разработанный алгоритм численного метода реализо-

ван в виде программы, с помощью которой были проведены вычислительные

эксперименты. В основной программе предусмотрены блоки ввода исходных
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данных, расчета необходимых параметров процесса и вывода результатов рас-

чета, как в виде таблиц, так и в виде графических отображений. Результаты,

полученные при исследовании данных математических моделей, могут быть

полезны в геофизике и магнитогидродинамике.
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Методы исследования

В диссертационной работе проведены исследования для математиче-

ских моделей, описывающих движение несжимаемых вязкоупругих жидко-

стей в магнитном поле Земли. В первую очередь исследуется вопрос суще-

ствования и единственности задачи Коши-Дирихле для математических мо-

делей (0.0.1), (0.0.2); (0.0.3), (0.0.4); (0.0.5), (0.0.6). Данные модели редуциру-

ются к задаче Коши (0.0.7) для полулинейного уравнения соболевского типа

(0.0.8). Для рассмотрения вопроса разрешимости математических моделей

существенную роль играет выбор функциональных пространств, в которых

решается конкретная задача.

В качестве основных методов исследования использованы: "метод фа-

зового пространства методы теорий относительно p−секториальных опера-

торов, аналитических полугрупп операторов, дифференцируемых банаховых

многообразий, а также другие методы (не)линейного функционального ана-

лиза. Суть "метода фазового пространства"состоит в редукции автономного

уравнения (0.0.8) к невырожденному уравнению u̇ = B(u) на некотором мно-

гообразии, которое вложено в U и представляет собой фазовое пространство

исходного уравнения.

Поскольку диссертация кроме исследования разрешимости задачи

Коши-Дирихле содержит алгоритмы численных методов решения, здесь

необходимо упомянуть метод Рунге-Кутты, а также конечно-разностный ме-

тод, позволяющий применить алгоритмы к требуемым задачам.

Краткое изложение содержания диссертации

Дисертационная работа, кроме введения, заключения, приложения и

списка литературы, содержит три главы. Список литературы включает 112
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наименований работ, как отечественных, так и зарубежных авторов, состав-

ляющих информационную базу диссертации.

Во введении определяется цель исследования, обосновывается акту-

альность темы диссертации, теоретическая и практическая значимость, при-

водится историография и методология по направлению исследования.

Первая глава состоит из двух параграфов. Она посвящена исследова-

нию полулинейных математических моделей соболевского типа и носит вспо-

могательный характер. Первый параграф содержит вспомогательные сведе-

ния, с опорой на которые получены основные результаты работы. Приводятся

некоторые определения, теоремы и леммы функционального анализа, основ-

ные элементы из теории замкнутых относительно σ-ограниченных и относи-

тельно p-секториальных операторов. Во втором парграфе приводятся резуль-

таты о разрешимости полулинейного уравнения соболевского типа с уловием

Коши. Вводятся понятия решения для уравнения соболевского типа, квази-

стационарной полутраектории, фазового пространства. Приводятся теоремы,

устанавливающие необходимые и достаточные условия существования един-

ственного решения, которое является квазистационарной полутраекторией.

Вторая глава посвящена исследованию математических моделей дви-

жения несжимаемых жидкостей в магнитном поле Земли и состоит из

трех параграфов. В первом параграфе рассматривается обобщенная модель

несжимаемой вязкоупругой жидкости в магнитном поле Земли. Устанавлива-

ется локальная однозначная разрешимость начально-краевой задачи с помо-

щью редукции к полулинейному автономному уравнению соболевского типа

с условием Коши. Во втором параграфе рассматривается модель несжима-

емой вязкопругой жидкости ненулевого порядка в магнитном поле Земли.
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Описано фазовое пространство задачи Коши-Дирихле. Доказывается теоре-

ма существования и единственного решения указанной задачи, являющегося

квазистационарной полутраекторией. В третьем параграфе рассматривается

модель несжимаемой вязкопругой жидкости нулевого порядка в магнитном

поле Земли. С помощью теории полулинейных уравнений соболевского типа

доказывается теорема существования и единственности решения. Рассматри-

вается задача Коши-Дирихле как конкретная интерпретация для абстракт-

ной задачи Коши для полулинейного автономного уравнения соболевского

типа.

Третья глава состоит из четырех параграфов и посвящена численно-

му исследованию течения вязкоупругой электропроводной жидкости в маг-

нитном поле Земли. В первом параграфе проводится редукция модели Кель-

вина – Фойгта нулевого порядка к задаче Коши для системы ОДУ. Второй

параграф посвящен описанию алгоритма программы для численного исследо-

вания математической модели течения вязкоупругой электропроводной жид-

кости в магнитном поле Земли. Третий параграф посвящен описанию про-

граммы численного решения. Описывается функциональное назначение и ло-

гическая структура программы. В четвертом параграфе приведены резуль-

таты вычислительного эксперимента.

В заключении представлены выводы по результатам исследований и

обосновывается соответствие диссертационной работы паспорту специально-

сти 05.13.18.

Аппробация работы

Результаты аппробированы на конференциях: на международной кон-

ференции «Математика и информационные технологии в нефтегазовом ком-
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плексе», посвященная дню рождения великого русского математика акаде-

мика П.Л. Чебышева. (Сургут, 2014, 2016), на IV Международной школе-

семинаре «Нелинейный анализ и экстремальные задачи». (Иркутск, 2014),

на международной конференции по дифференциальным уравнениям и ди-

намическим системам.(Суздаль, 2014), на XV Всероссийском симпозиуме

по прикладной и промышленной математике. (Сочи. Дагомыс. 2014, 2015),

на Международном симпозиуме «Вырожденные полугруппы и пропагато-

ры уравнений соболевского типа» (СимВП -2014). (Челябинск, 2014), на

всероссийской конференции с международным участием “Алгоритмический

анализ неустойчивых задач” , посвященной памяти В.К. Иванова. (Челя-

бинск, 2014), на всероссийской конференции с международным участием,

посвященной памяти профессора Н. В. Азбелева и профессора Е. Л. Тон-

кова (Ижевск, 2015), на XVI Всероссийском Симпозиуме по прикладной

и промышленной математике, летняя сессия, (Челябинск,2015), на III все-

российской научно-практической конференции "Южно-Уральская молодеж-

ная школа по математическому моделированию"(Челябинск, 2016), на XXIX

международной научной конференции "Математические методы в технике и

технологиях"(Санкт-Петербург, 2016), результаты докладывались и обсуж-

дались на семинаре профессора Е.Ю. Панова в Новгородском государствен-

ном университете имени Ярослава Мудрого. Также результаты докладыва-

лись на областном семинаре Г.А. Свиридюка "Уравнения соболевского типа"в

Южно-Уральском государственном университете (национальном исследова-

тельском университете) в г. Челябинске.

Работа поддержана Министерством Образования и Науки Российской

Федерации (государственное задание 1.857.2014/К).



23

Благодарности

Автор считает приятным долгом выразить благодарность своему на-

учному руководителю, Тамаре Геннадьевне Сукачевой, за участие и неоце-

нимую помощь в подготовке работы; Георгию Анатольевичу Свиридюку за

предоставленную возможность прикоснуться к науке; своей семье за под-

держку, терпение и время.



24

1. Полулинейные математические модели соболевского

типа

1.1. Элементы функционального анализа в исследовании матема-

тических моделей

Замкнутые относительно σ-ограниченные операторы

Рассмотрим банаховы пространства U и F . Пусть оператор L : U → F

линейный и непрерывный, а оператор M : U → F линейный, замкнутый и

плотно определенный в U .

Множество ρL(M) = { µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F ;U) } назовем L-

резольвентным множеством, а множество σL(M) = C\ ρL(M) L-спектром

оператора M .

Заметим, что если L = I, пространство F = U , L-резольвентное мно-

жество и L-спектр оператора M будут соответственно резольвентным мно-

жеством и спектром оператора M .

Лемма 1.1.1. Множество ρL(M) открыто.

Следствие 1.1.1. Множество σL(M) замкнуто.

Определение 1.1.1. L-резольвентой оператора M называется оператор-

функция (µL−M)−1. Правой (левой) L-резольвентой оператора M назы-

вается оператор-функция RL
µ(M) = (µL−M)−1 L (LLµ(M) = L (µL−M)−1).

Операторы RL
µ(M) ∈ L(U), LLµ(M) ∈ L(F) по построению.
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Пусть точка µ ∈ ρL(M) . Тогда из тривиальных тождеств

(λL−M) (µL−M)−1 = I + (λ− µ)LLµ(M),

(µL−M)−1 (λL−M) = I + (λ− µ)RL
µ(M),

(1.1.1)

(а далее будет полезен и частный случай при λ = 0)

M (µL−M)−1 = µLLµ(M)− I,

(µL−M)−1M = µRL
µ(M)− I,

(1.1.2)

следует резольвентное тождество, аналогичное тождеству Гильберта

(λL−M)−1 − (µL−M)−1 = (µ− λ)(µL−M)−1 L (λL−M)−1. (1.1.3)

Из 1.1.3 нетрудно получить правое

RL
λ(M)−RL

µ(M) = (µ− λ)RL
µ(M)RL

λ(M) (1.1.4)

и левое

LLλ(M)− LLµ(M) = (µ− λ)LLµ(M)LLλ(M) (1.1.5)

L-резольвентные тождества.

Замечание 1.1.1. Из (1.1.4) и (1.1.5) непосредственно следует, что правые

и левые L-резольвенты оператора M коммутируют.

Теорема 1.1.1. Все L-резольвенты оператора M аналитичны на множе-

стве ρL(M).

Замечание 1.1.2. В случае L = I, U = F операторы (µL −

M)−1, RL
µ(M), LLµ(M) совпадают с Rµ(M), где Rµ(M) — резольвента

оператора M . Таким образом теорема 1.1.1 обобщает известный резуль-

тат об аналитичности резольвенты замкнутого оператора.
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Определение 1.1.2. Если ∃a ∈ R+ ∀µ ∈ C ( |µ| > a ) ⇒ (µ ∈ ρL(M) ),

то оператор M будем называть спектрально ограниченным относительно

оператора L (или (L, σ)-ограниченным).

В случае, когда L = I, а оператор M ∈ L(U), то по теореме

об ограниченности спектра ограниченного оператора, оператор M будет

(L, σ)-ограничен. Но также следует заметить, что понятие относительной σ-

ограниченности охватывает более широкий класс операторов.

Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Рассмотрим контур Γ =

{µ ∈ C : |µ| = r > a}, а также операторы

P =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)dµ, Q =

1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)dµ. (1.1.6)

Лемма 1.1.2. Если оператор M (L, σ)- ограничен, тогда операторы

P : U → U и Q : F → F — проекторы.

Проекторы (1.1.6) расщепляют пространства U и F следующим обра-

зом: U = U0 ⊕ U1; F = F0 ⊕F1 , где

U0 = ker P ; U1 = imP ; F0 = ker Q; F1 = imQ.

Пусть Lk — сужение L на Uk, а Mk — сужение M на domM ∩ Uk , где

k = 0, 1.

Теорема 1.1.2. Пусть оператор M ( L, σ)-ограниченный. Тогда

(i) Lk : Uk → Fk, Mk : ( domM ∩ Uk ) → Fk, k = 0, 1;

(ii) существует линейный непрерывный оператор M−1
0 : F0 → U0;

(iii) существует линейный непрерывный оператор L−1
1 : F1 → U1;

(iv) оператор M1 : U1 → F1 также линеен и непрерывен.
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Из теоремы 1.1.2 следует, что пары (Uk,Fk), k = 0, 1 подпространств

можно называть парами инвариантных пространств операторов L и M .

условия теоремы 1.1.2 справедливы, то существуют операторы

R = M−1
0 L0 ∈ L(U0) и S = L−1

1 M1 ∈ L(U1).

Теорема 1.1.3. В случае, когда оператор M ( L, σ)-ограничен, σ(R) =

{0} , а σ(S) = σL(M).

Следствие 1.1.2. Если оператор M ( L, σ)-ограничен, тогда L-

резольвенту оператора M в области {µ ∈ C : |µ| > a} можно разложить

в ряд Лорана

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkRkM−1
0 (I −Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q.

Определение 1.1.3. Точка∞ называется устранимой особой точкой, при

R ≡ O; полюсом порядка p, при Rp 6= O, Rp+1 ≡ O; существенно особой

точкой, при Rq 6= O для ∀ q ∈ N.

Далее случаи устранимой особой точки и полюса порядка p будем объ-

единять в случай "несущественно особой точки".

Собственным вектором оператора L называется вектор ϕ0 ∈

ker L\{0}. Цепочкой M -присоединенных векторов собственного вектора ϕ0

называется упорядоченное множество {ϕ1, ϕ2, . . .} ⊂ U , если

Lϕq+1 = Mϕq, q = 0, 1, . . . , ϕq 6∈ ker L \ {0}.

Цепочка может быть как конечной, так и бесконечной. В случае, когда будет

существовать такой M -присоединенный вектор ϕp, что или ϕp 6∈ domM ,
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или Mϕp 6∈ imL цепочка обязательно будет конечной. Если ϕ0 ∈ kerM), то

цепочка будет состоять из нулей. А если либо ϕ0 6∈ domM, либо Mϕ0 6∈ imL,

тогда собственный вектор ϕ0 не будет иметь M -присоединенных векторов.

Длиной цепочки будем называть ее мощность. В частности цепочка

может иметь бесконечную длину.

M -корневой линеал — это линейная оболочка всех собственных и M -

присоединенных векторов оператора L. M -корневое пространство операто-

ра L — это замкнутый M -корневой линеал.

Замечание 1.1.3. При M−1 ∈ L(F ;U) очевидна аналогия с общепринятой

терминологией [13, 14].

Лемма 1.1.3. Если ϕp —M -присоединенный вектор собственного вектора

ϕ0, а точка µ ∈ ρL(M), то справедливо равенство

−RL
µ(M)ϕp = ϕp−1 + µϕp−2 + · · ·+ µp−1ϕ0 .

Теорема 1.1.4. Пусть оператор M (L, σ)-ограниченный, и пусть точка∞

(i) является существенно особой точкой L-резольвенты оператора

M . Тогда M -корневой линеал оператора L содержится в пространстве

U0;

(ii) является полюсом порядка p ∈ N L-резольвенты оператора

M . Тогда M -корневое пространство оператора L совпадает с простран-

ством U0 , а длина любой цепочки M -присоединенных векторов любого

собственного вектора оператора L превысит p;

(iii) является устранимой особой точкой L-резольвенты оператора

M. Тогда kerL = U0 , imL = F1, и любой собственный вектор оператора
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L не будет иметь ни одного M -присоединенного вектора.

Теорема 1.1.5. Если оператор M (L, σ)-ограничен, и

(i) domM = U , тогда M [U0 ] = F0;

(ii) U2 = U 	 U0 — некоторое алгебраическое и топологическое

дополнение к U0, тогда F = F0 ⊕ L [U2 ].

Лемма 1.1.4. Пусть точки λ, µ ∈ ρL(M) . Тогда

(i) imRL
λ(M) = imRL

µ(M), imLLλ(M) = imLLµ(M); (1.1.7)

(ii) kerRL
λ(M) = kerL, kerLLλ(M) = {Mϕ : ϕ ∈ domM ∩ kerL}. (1.1.8)

Замечание 1.1.4. Пусть {ϕ1
0, ϕ

2
0, . . . , ϕ

k
0} — набор линейно независимых

собственных векторов оператора L. Пусть {ϕl1, ϕl2, . . . , ϕlpk} — цепочка

M -присоединенных векторов собственного вектора ϕl0, l = 1, 2, . . . , k.

Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда множество

{ϕ1
0, ϕ

1
1, . . . , ϕ

1
p1

; ϕ2
0, ϕ

2
1, . . . , ϕ

2
p2

; . . . ; ϕk0, ϕ
k
1, . . . , ϕ

k
pk
}

состоит из линейно независимых векторов. Покажем это. Если пред-

положить противное, то будут существовать константы alq, l =

1, 2, . . . , k, q = 0, 1, . . . , p, для которых

k∑
l=1

pk∑
q=0

|alq| > 0,
k∑
l=1

pk∑
q=0

alqϕ
l
q = 0.

Тогда

0 = Rpk

(
k∑
l=1

pk∑
q=0

alqϕ
l
q

)
=

k∑
l=1

alpkϕ
l
0 = 0.
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Отсюда alpk = 0, l = 1, 2, . . . , k. Значит,

0 = Rpk−1

(
k∑
l=1

pk−1∑
q=0

alqϕ
l
q

)
=

k∑
l=1

alpk−1
ϕl0 = 0,

т.е. alpk−1
= 0, l = 1, 2, . . . , k. Продолжая эту процедуру, мы полу-

чим противоречие. Отсюда также следует, что собственный вектор ϕ0,

а также все егоM -присоединенные векторы, входящие в какую-нибудь одну

цепочку, будут линейно независимыми.

По теореме 1.1.4 (iii) образ imL и ядро kerL оператора L можно допол-

нить в пространствах F и U соответственно. Такие операторы предложено

называть [3] бирасщепляющими.

Теорема 1.1.6. Пусть оператор M ∈ L(U ;F) σ-ограничен, а оператор

L бирасщепляющий, тогда любой собственный вектор оператора L имеет

конечную цепочку M -присоединенных векторов.

Замечание 1.1.5. Теорема 1.1.6 обобщает и уточняет лемму 30.1 из [7].

Аналитические группы разрешающих операторов с ядрами

Пусть пространства U и F банаховы, оператор L ∈ L(U ;F), а опера-

тор M ∈ Cl(U ;F). Пусть ρL(M) 6= Ø, тогда уравнение (0.0.9) редуцируется

эквивалентным ему уравнениям

RLα(M)u̇ = (αL−M)−1Mu, (1.1.9)

LLα(M)ḟ = M(αL−M)−1f, (1.1.10)

где α ∈ ρL(M). Учитывая, что операторы (αL−M)−1M = (αL−M)−1αL−I

и M(αL−M)−1 = αL(αL−M)−1 − I непрерывные, а уравнения (1.1.9) и
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(1.1.10) задаются на пространствах U и F соответственно, мы можем рас-

сматривать их как конкретные интерпретации уравнения

Av̇ = Bv. (1.1.11)

Здесь операторы A,B ∈ L(V), а V — банахово пространство.

Решение уравнения (1.1.11) — это вектор-функция v ∈ C∞(R;V), кото-

рая удовлетворяет этому уравнению.

Определение 1.1.4. Разрешающей группой уравнения (1.1.11) называется

отображение V • ∈ C∞(R;L(V)), если

(i)V sV t = V s+t, ∀s, t ∈ R;

(ii) для любого v0 ∈ V вектор-функция v(t) = V tv0 является решени-

ем уравнения (1.1.11).

Будем отождествлять группу с ее графиком {V t : t ∈ R}. Группа

{V t : t ∈ R} называется аналитической, если она имеет аналитическое про-

должение во всю комплексную плоскость, причем сохраняются свойства (i) и

(ii) определения 1.1.4.

Теорема 1.1.7. В случае, когда операторM (L, σ)-ограничен, существуют

аналитические разрешающие группы уравнений (1.1.9) и (1.1.10).

Легко проверить, что отображение

U t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R (1.1.12)

это аналитическая разрешающая группа уравнения (1.1.9), а

F t =
1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)eµtdµ, t ∈ R (1.1.13)
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аналитическая разрешающая группа уравнения (1.1.10).

Замечание 1.1.6. Единицы разрешающих групп {U t : t ∈ R} и {F t : t ∈ R}

— это проекторы P и Q соответственно. Следовательно

U t = U tP =
1

2πi

∫
Γ

(µL1 −M1)
−1L1Pe

µtdµ = exp(tS)P,

где оператор S = L−1
1 M1 ∈ L(U1) в силу теоремы (1.1.2). Аналогично,

F t = F tQ = exp(tT )Q,

где T = M1L
−1
1 ∈ L(F1).

Определение 1.1.5. Ядром аналитической группы {V t : t ∈ R} называет-

ся множество

kerV • = {v ∈ V : V tv = 0 ∃t ∈ R},

а множество

imV • = {v ∈ V : v = V 0v}

называется ее образом.

Легко показать, что kerV • = kerV t, imV • = imV t ∀t ∈ R, поэтому

определение (1.1.5) корректно.

Ввиду замечания (1.1.6) справедливо

Следствие 1.1.3. В условиях теоремы (1.1.7)

kerU • = U0, imU • = U1; kerF • = F0, imF • = F1.
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Снова рассмотрим уравнение (1.1.11).

Определение 1.1.6. фазовое пространство уравнения (1.1.11) — это мно-

жество B ⊂ V, удовлетворяющее условиям:

(i) каждое решение v = v(t) уравнения (1.1.11) содержится в B, то

есть

∀t ∈ R v(t) ∈ B;

(ii) для любого v0 ∈ B существует единственное решение v ∈

C∞(R;V) задачи Коши v(0) = v0 для уравнения (1.1.11).

Замечание 1.1.7. Если фазовое пространство существует, то оно един-

ственно.

Замечание 1.1.8. В случае существования оператора A−1 ∈ L(V), фазо-

вым пространством уравнения (1.1.11) является пространство V.

Теорема 1.1.8. Пусть оператор M (L, σ)-ограниченный, кроме того ∞ —

устранимая особая точка или полюс порядка p ∈ N L-резольвенты опера-

тора M, тогда фазовое пространство уравнения (1.1.9) (уравнения (1.1.10))

и образ разрешающей группы (1.1.12) (разрешающей группы (1.1.13)) совпа-

дают.

Замечание 1.1.9. В случае, когда оператор M (L, σ)-ограничен, а его L-

резольвента в точке ∞ имеет полюс порядка p ∈ {0} ∪ N, мы будем гово-

рить, что оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N.

Замечание 1.1.10. В.Е. Федоров [76] показал, что теорема (1.1.8) спра-

ведлива также в случае существенно особой точки, при выполнении до-

полнительных условий на решения уравнений (1.1.9), (1.1.10) и на нормы

операторов Rq, q ∈ N.
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Условия существования фазовых пространств

В приложениях не всегда бывает удобным нахождение L-спектра опе-

ратораM , а также исследование характера бесконечно удаленной точки. По-

этому приведем условия на операторы L и M , необходимые и достаточные

для того, чтобы фазовые пространства существовали. Для простоты изложе-

ния, рассмотрим случай M ∈ L(U ;F).

Сформулируем необходимые условия ( L, σ)-ограниченности оператора

M , когда ∞ — несущественная особая точка L-резольвенты (µL −M)−1

оператора M .

(А1) Длина любой цепочки M -присоединенных векторов любого соб-

ственного вектора оператора L не превышает p ∈ {0} ∪ N .

(А2) M -корневое подпространство U0 оператора L — дополняемое

подпространство пространства U .

Пусть U2 = U 	U0 некоторое алгебраическое и топологическое допол-

нение к U0 . Положим M [U0 ] = F0, L [U2 ] = F2 .

(А3) F = F0 ⊕F2.

Пусть M0 — сужение оператора M на U0 .

(А4) Существует оператор M−1
0 ∈ L(F0;U0).

Пусть L0 — сужение оператора L на U0. Оператор L0 ∈ L(U0;F0)

по построению. Положим R = M−1
0 L0 ∈ L(U0).

Лемма 1.1.5. Пусть условия (А1) — (А4) выполнены. Тогда оператор R

нильпотентен, причем степень его нильпотентности не превосходит p.

Пусть L2 (M2) — сужение оператора L ( M ) на подпространство

U2 , а P2 (Q2) — проектор вдоль U0 (F0 ) на U2 ( F2 ). По теореме Банаха

существует оператор L−1
2 ∈ L(F2;U2) . Рассмотрим оператор T — сужение



35

оператора M−1
0 (I − Q2)M на U2 , и оператор S2 — сужение оператора

L−1
2 Q2M на U2. Нетрудно показать, что T ∈ L(U2;U0) , а S2 ∈ L(U2) .

Введем в рассмотрение множество

U1 = { u ∈ U : u = (I −G)u2, u2 ∈ U2 }.

Здесь оператор

G =

p∑
q=0

RqTSq2 ∈ L(U2;U0). (1.1.14)

Лемма 1.1.6. Если выполнены условия (А1) — (А4), то U1 — подпростран-

ство в U , дополнительное к U0.

Пусть F1 = L [U1 ] .

Лемма 1.1.7. Если выполнены условия (А1) — (А4), то F1 — подпро-

странство в F , дополнительное к F0 .

Пусть L1 (M1) — сужение оператора L (M) на U1 . Очевидно, оператор

L1 ∈ L(U1;F1) , а по теореме Банаха оператор L−1
1 ∈ L(F1;U1) существует.

Лемма 1.1.8. Если выполнены условия (А1) — (А4), то оператор M1 ∈

L(U1;F1) .

Пусть S — сужение оператора L−1
1 M1P на U1 . Оператор S ∈ L(U1) ,

а значит,

∃ a > 0 ∀ µ ∈ C ( |µ| > a ) ⇒ ( µ ∈ ρ(S) ),

где ρ(S) — резольвентное множество оператора S .

Теорема 1.1.9. Если выполнены условия (А1) — (А4), то оператор

M (L, p)-ограничен.
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Пусть P2 : U → U2(Q2 : F → F2) — проектор вдоль U0(F0). Тогда

уравнение (0.9) редуцируется к системе

Ru̇0 = u0 + Tu2, u̇2 = S2u
2, (1.1.15)

где R, T и S2 — сужения операторовM−1
0 (I−Q2)L, M

−1
0 (I−Q2)M и L−1

2 Q2M

на подпространства U0, U2 и U2 соответственно, а L2 — сужение оператора L

на подпространство U2 (по теореме Банаха операторы L−1
2 ∈ L(F2;U2) суще-

ствуют). Следует отметить, что операторы R ∈ L(U0), T ∈ L(U2;U0), S2 ∈

L(U2) по построению, причем оператор R нильпотентен, со степенью ниль-

потентности, не более p из условия (A1).

Теорема 1.1.10. Если выполнены условия (А1) — (А4), то

(i) множество U1 — фазовое пространство уравнения (0.5);

(ii) множество U1 — подпространство в U топлинейно изоморфно

подпространству U2, кроме того U = U0 ⊕ U1;

(iii) (U1 = U2)⇐⇒ (T ≡ O).

Замечание 1.1.11. Произвольный выбор подпространства U2 несуще-

ствен, поскольку фазовое пространство единственно.

Замечание 1.1.12. Теоремы 1.1.9, 1.1.2 и 1.1.4 устанавливают необходи-

мость и достаточность условий (А1) — (А4) для (L, σ)-ограниченности

оператора M ∈ L(U ;F), когда ∞ — несущественная особая точка L-

резольвенты оператора M .

Рассмотрим некоторые частные случаи.

1.1.1. Случай, когда оператор L бирасщепляющий.

Пусть L ∈ L(U ;F) — бирасщепляющий, а M ∈ L(U ;F). Рассмотрим

условие
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(В1) Длина любой цепочкиM -присоединенных векторов у любого соб-

ственного вектора оператора L равна p ∈ N.

Через coimL = U 	 kerL обозначим некоторое алгебраическое и то-

пологическое дополнение к ядру kerL. Кроме того, L̃ — сужение оператора

L на coimL. По теореме Банаха существует оператор L̃−1 ∈ L(imL; coimL).

Пусть выполнено (B1). Тогда существуют линеалы

U0q = L̃−1M [U0q−1], U00 = kerL, q = 1, 2, . . . , p.

Нетрудно показать, что M [U0p] ∩ imL = {0}.

Также введем в рассмотрение условие

(В2) M [U0p]⊕ imL = F .

Пусть справедливы условия (B1) и (B2). Обозначим P0(Qp) — проек-

тор вдоль coimL(imL) на U00(F0p), где F0p = M [U0p]. Пусть Qp = I − Qp.

Рассмотрим оператор A = L̃−1QpM . Следует заметить, что

A[U0q] = U0q+1, q = 0, 1, . . . , p, A[U0p] = {0}.

Таким образом,

Aq[U0r] =

 {0}, q + r > p,

U0q+r, q + r ≤ p.
(1.1.16)

Рассмотрим оператор D = QpMAp : U → F0p . По построению

D[U00] = F0p и D ∈ L(U00;F0p). Также, kerD ∩ U00 = {0}, поскольку

иначе вектор

ϕ0 ∈ kerD ∩ U00 \ {0} ⊂ kerL \ {0}

имел бы цепочку бесконечной длины {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕp, 0, . . .}, ϕq =

Aϕq−1, q = 1, 2, . . . , p M -присоединенных векторов. По теореме Бана-

ха существует оператор D̃−1 : M [U0p]→ U00.
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Построим операторы

Pq = AqD̃−1QpMAp−q, q = 1, 2, . . . , p. (1.1.17)

Лемма 1.1.9. Пусть условия (B1) и (B2) выполнены. Тогда операторы

Pq : U → U0q из (1.1.17) — проекторы, кроме того

Pq[U0r] = {0}, q, r = 0, 1, . . . , p, q 6= r .

Пусть

U0 = ⊕pq=0U0q ,

Лемма 1.1.10. Пусть выполнены условия (B1) и (B2). Тогда U0 — M -

корневой линеал оператора L, причем выполнено условие (A2).

Пусть F0q = M [U0q], q = 0, 1, . . . , p и построим оператор B =

ML̃−1Qp .

По построению B[F0q] = F0q+1, q = 0, 1, . . . , p − 1, B[F0p] = {0}.

Поэтому

Bq[F0r] =

 {0}, q + r > p,

F0q+r, q + r ≤ p.
(1.1.18)

Из (1.1.18) по аналогии с леммой 1.1.9 можно показать, что операторы

Qq = BqMD̃−1QpB
p−q, q = 0, 1, . . . , p− 1 (1.1.19)

проекторы, причем

imQq = F0q, QqQr = QrQq = O, q, r = 0, 1, . . . , p, q 6= r.

Поэтому подпространство

F0 = ⊕pq=0F0q = ⊕pq=0M [U0q] = M [U0]
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дополняемо в F .

Кроме того, по условию (B1) kerM ∩ U0 = {0}, значит, по теореме

Банаха существует оператор M−1
0 ∈ L(F0;U0), где M0 — сужение оператора

M на U0. Итак, мы доказали лемму

Лемма 1.1.11. Пусть выполняются условия (B1) и (B2), тогда справедли-

во (A4).

Лемма 1.1.12. Пусть выполняются условия (B1) и (B2), тогда справедли-

во (A3).

Теорема 1.1.11. Пусть операторы L,M линейны и непрерывны, причем

оператор L — бирасщепляющий. Пусть также выполнены условия (B1) и

(B2). Тогда оператор M (L, p)-ограниченый.

1.1.2. Случай фредгольмова оператора L.Оператор L называется фред-

гольмовым, если его индекс indL = 0.

Теорема 1.1.12. Пусть оператор L ∈ L(U ;F) — фредгольмов, а оператор

M ∈ L(U ;F). Тогда следующие утверждения будут эквивалентными.

(i) Оператор M (L, p)-ограничен;

(ii) выполнено условие (А1).

1.1.3. Случай конечномерных пространств, dimU = dimF . Не теряя

общности, отождествим операторы L и M с некоторыми квадратными мат-

рицами.

Теорема 1.1.13. Пусть dimU = dimF . и существует точка α ∈ C такая,

что det (αL−M) 6= 0. Тогда оператор M (L, p)-ограничен.
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Относительно p-секториальные операторы

Пусть U и F — банаховы пространства, а оператор L ∈ L(U ;F), оператор

M ∈ Cl(U ;F).

Допустим, что L-резольвентное множество ρL(M) оператора M не пу-

стое, кроме того точки µ0, µ1, . . . , µp ∈ ρL(M) (также они могут совпадать).

Помимо правой RL
µ(M) и левой LLµ(M) L-резольвент оператора M рас-

смотрим правую

RL
(µ,p)(M) =

p∏
q=0

RL
µq

(M) ∈ L(U)

и левую

LL(µ,p)(M) =

p∏
q=0

LLµq(M) ∈ L(F)

(L, p)-резольвенты оператора M, µ = (µ0, µ1, . . . , µp).

Рассмотрим также еще одно понятие. Пусть {ϕ1, ϕ2, . . .} — цепочка

M -присоединенных векторов вектора ϕ0 ∈ ker L \ {0}. Порядковый номер q

вектора ϕq ∈ {ϕ1, ϕ2, . . .} назовем высотой M -присоединенного вектора ϕq.

Лемма 1.1.13. Пусть точки λq, µq ∈ ρL(M), q = 0, 1, . . . , p. Тогда

(i) imRL
(λ,p)(M) = imRL

(µ,p)(M), imLL(λ,p)(M) = imLL(µ,p)(M);

(ii) ker RL
(µ,p)(M) — это линейная оболочка множества собственных

и всех ненулевых M -присоединенных векторов с высотой не превышающей

числа p, оператора M ;

(iii) ker LL(µ,p)(M) = {Mϕ : ϕ ∈ domM ∩ ker RL
(λ,p)(M)}.

Определение 1.1.7. Оператор M (L, p)-секториальным, если существу-

ют числа a ∈ R и Θ ∈ (
π

2
, π) такие, что сектор

SLΘ,a(M) = {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < Θ , µ 6= a } ⊂ ρL(M) ,
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причем

max{ ‖RL
(µ,p)(M) ‖L(UL) , ‖LL(µ,p)(M) ‖L(F) } ≤

const
p∏
q=0
|µq − a|

для любых µ0, µ1, . . . , µp ∈ SLΘ,a(M) .

Замечание 1.1.13. Пусть существует оператор L−1 ∈ L(F ;U), а опе-

ратор L−1M : domM → U (или, что то же самое, оператор

ML−1 : L [ domM ] → U) секториален. Тогда оператор M (L, p)-

секториален с любым числом p ∈ {0} ∪ N.

Действительно, пусть оператор L−1M секториален, тогда для всех µk ∈

SLΘ,a(L
−1M) k = 0, 1, . . . , p

‖(µkI − L−1M)−1‖L(U) ≤
const

|µk − a|
.

Так как ‖L−1‖ = ‖L‖−1, то

‖(µkI − L−1M)−1‖L(U) · ‖L−1‖ · ‖L‖ = ‖(µkL−M)−1L‖L(U) =

= ‖RL
µk

(M)‖L(U) ≤
const

|µk − a|
,

‖L‖ · ‖(µkI − L−1M)−1‖L(U) · ‖L−1‖ = ‖L (µkL−M)−1‖L(F) =

= ‖LLµk(M)‖L(F) ≤
const

|µk − a|
,

отсюда и будет следовать второе условие определения 1.1.7.

Аналогичный результат получится для случая, когда оператор L ≡ I.

Замечание 1.1.14. Не нарушая общности, рассмотрим случай, когда a = 0

в определении 1.1.7. В самом деле, если найти разрешающую полугруппу

{U t : t ∈ R+} при a = 0, тогда полугруппа {eatU t : t ∈ R+} является

разрешающей при a 6= 0. Поэтому примем SL0,θ(M) = SLθ (M) и в определении

секториального оператора совершим аналогичные преобразования.
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Замечание 1.1.15. В случае, когда оператор M (L, σ)-ограничен, а ∞

— несущественная особая точка L-резольвенты оператора M (пусть,

например, ∞ является полюсом порядка p). Тогда оператор M (L, p)-

секториален. В самом деле, по следствию 1.1.2 имеем

RL
µ(M) = −

p∑
q=o

µqRq+1(I − P ) +
∞∑
k=1

µ−kSk−1P , (1.1.20)

LLµ(M) = −
p∑
q=o

µqRq+1
1 (I −Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1
1 Q , (1.1.21)

где R1 = L0M
−1
0 , а S1 = M1L

−1
1 . Так как R1 = M0RM

−1
0 и Rp+1

1 =

M0R
p+1M−1

0 , то оператор R1 — нильпотентен степени не выше p. И тогда

RL
(µ,p)(M) =

p∏
n=0

RL
µn

(M) =

p∏
n=0

( ∞∑
k=1

µ−kn Sk−1

)
P =

p∏
n=0

1

µn

( ∞∑
k=0

µ−kn Sk

)
P.

Отсюда следует, что

‖RL
(µ,p)(M)‖L(U) ≤

p∏
n=0

‖RL
µn

(M)‖L(U) ≤
const
p∏

n=0
|µn|

.

Аналогичным образом можно оценить правую и левую LL(µ,p)(M) (L, p)-

резольвенты оператораM . Следовательно, операторM (L, p)-секториален.

Замечание 1.1.16. В том случае, когда p = 0 (L, p)-секториальный опе-

ратор M называется L-секториальным [46, 57, 63, 64].

Теорема 1.1.14. Пусть оператор M (L, p)-секториальный. Тогда

(i) ker RL
(µ,p)(M) ∩ imRL

(µ,p)(M) = {0};

(ii) ker LL(µ,p)(M) ∩ imLL(µ,p)(M) = {0}.
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Теорема 1.1.15. Пусть оператор M (L, p)-секториальный. Тогда

‖(µL−M)−1‖L(F ;U) ≤ const(1 + |µ|)p

для любого µ ∈ SLΘ,a(M).

Аналитические полугруппы разрешающих операторов с яд-

рами

Рассмотрим эквивалентные уравнения соболевского типа (0.9) уравне-

ний

RLα(M)u̇ = (αL−M)−1Mu, (1.1.22)

LLα(M)ḟ = M(αL−M)−1f, (1.1.23)

где α ∈ ρL(M). Эти уравнения рассмотрим как разновидности уравнения

Av̇ = Bv. (1.1.24)

Здесь операторы A,B ∈ L(V), а V — банахово пространство. Вектор-

функцию v ∈ C∞(R+;V), которая удовлетворяет уравнению (1.1.24) будем

называть решением этого уравнения.

Определение 1.1.8. Отображение V • ∈ C∞(R+;L(V)) назовем разрешаю-

щей полугруппой уравнения (1.1.24), если выполнены условия

(i)V sV t = V s+t, ∀s ∈ R+, ∀t ∈ R+;

(ii) для любого v0 ∈ V решением уравнения (1.1.24) является вектор-

функция v(t) = V tv0.

Теперь отождествим полугруппу с ее графиком {V t : t ∈ R+}. Если

полугруппа имеет аналитическое продолжение в некоторый сектор, содержа-

щий луч R+, то будем называть ее аналитической; а если

‖V t‖L(V) ≤ const ∀t ∈ R+,
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то равномерно ограниченной.

Замечание 1.1.17. Отметим, что для разрешающей полугруппы уравне-

ния (1.1.24) не очевидно существование единицы, в то время как в обще-

принятом определении полугруппы это не так [22, 24, 81]

Теорема 1.1.16. Пусть оператор M(L, p)-секториальный, тогда суще-

ствует разрешающая полугруппа уравнения (1.1.22) (уравнения (1.1.23)),

обладающая свойством аналитичности и равномерной ограниченности.

Пусть контур Γ ⊂ SLθ (M) такой , что |argµ| → θ при |µ| → +∞, µ ∈

Γ.

Легко видеть, что отображения

U t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R+. (1.1.25)

F t =
1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)eµtdµ, t ∈ R+ (1.1.26)

будут аналитическими и равномерно ограниченными разрешающими полу-

группами уравнения (1.1.22), (1.1.23).

Замечание 1.1.18. Если оператор M (L, σ)-ограниченый, а кроме того, ∞

— несущественная особая точка L-резольвенты оператораM , то полугруп-

пы (1.1.25) и (1.1.26) можно продолжить до групп (1.1.23) и (1.1.24) соот-

ветственно.

Замечание 1.1.19. Пусть оператор M (L, 0)-секториален, и существует

оператор L−1 ∈ L(F ;U). Тогда операторы S = L−1M : domM → U и
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T = M L−1 : L[ domM ]→ F секториальны, а U t = exp(tS) и F t = exp(tT )

при любом t ∈ R+. В самом деле, так как в этом случае

Rµ(S) = (µI − L−1M)−1L−1L = RL
µ(M) ,

Rµ(T ) = LL−1(µI −M L−1)−1 = LLµ(M) ,

то секториальность операторов S и T будет следовать из определения

1.1.7. Итак,

exp(tS) =
1

2πi

∫
Γ

Rµ(S)eµtdµ =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ = U t

при t ∈ R+, а при t = 0 это равенство получится "по непрерывности".

Аналогичным образом можно установить равенство F t = exp(tT ).

Пусть оператор M (L, p)-секториален. Тогда по построению разреша-

ющих полугрупп {U t : t ∈ R+} и {F t : t ∈ R+} мы получим, что каждый опе-

ратор этих полугрупп имеет ядро ker U t ⊃ ker RL
µ(M) и ker F t ⊃ ker LLµ(M).

Определение 1.1.9. Пусть {V t : t ∈ R+} — аналитическая разрешающая

полугруппа уравнения (1.1.11). Множество

ker V • = {ϕ ∈ V : V tϕ = 0 ∃ t ∈ R+ },

назовем ядром, а множество

imV • = {v ∈ V : lim
t→0+

V tv = v }

— образом этой полугруппы.

Замечание 1.1.20. Поскольку полугруппа {V t : t ∈ R+} аналитична, то

ker V • = ker V t ∀t ∈ R+. В самом деле, допустим, что s > t. Тогда

ker V t ⊂ ker V s. Теперь зафиксируем s > 0 такое, что V tϕ = 0 ∀t > s.
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Тогда V sϕ = 0 по теореме единственности аналитической функции. Таким

образом, определение ker V • корректно.

Замечание 1.1.21. Нетрудно показать справедливость соотношений

imV t ⊂ imV s ⊂ imV • ∀t > s.

Обозначим как U1(F1) замыкание образа imRL
(µ,p)(M)(imLL(µ,p)(M) ) в

норме пространства U(F).

Теорема 1.1.17. Пусть оператор M (L, p)-секториален. Тогда imU • = U1

и imF • = F1.

Теперь рассмотрим ядра полугрупп.

Теорема 1.1.18. Пусть оператор M (L, p)-секториален. Тогда ker U • =

ker RL
(µ,p)(M) и ker F • = ker LL(µ,p)(M) .

Пусть U0 = ker RL
(µ,p)(M), F0 = ker LL(µ,p)(M) и пусть Lk (Mk) —

сужение оператора L (M) на Uk (Uk ∩ domM), k = 0, 1.

Теорема 1.1.19. Пусть оператор M (L, p)-секториален. Тогда

(i) операторы L0 : U0 → F0, M0 : U0 ∩ domM → F0;

(ii) оператор L1 : U1 → F1;

(iii) существует оператор M−1
0 ∈ L(F0;U0).

По теореме 1.1.19 операторы R = M−1
0 L0 ∈ L(U0) и R̃ = L0M

−1
0 ∈ L(F0).

Следствие 1.1.4. В условиях теоремы 1.1.19 операторы R и R̃ нильпо-

тентны, причем их степень нильпотентности не превышает p.

Следствие 1.1.5. В условиях теоремы 1.1.19 U0∩U1 = {0} и F0∩F1 = {0}.
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Рассмотрим фазовые пространства уравнений (1.1.22) и (1.1.23).

Изучим задачу Коши

v(0) = v0 (1.1.27)

для уравнения (1.1.24). Решение v = v(t) уравнения (1.1.24) назовем решени-

ем задачи (1.1.24), (1.1.27), если limt→0+v(t) = v0.

Условие (1.1.27) для уравнений (1.1.22), (1.1.23) будет иметь вид соот-

ветственно

u(0) = u0, (1.1.28)

f(0) = f0. (1.1.29)

Определение 1.1.10. Фазовым пространством уравнения (1.1.24) называ-

ется множество B ⊂ V, если выполнены условия

(i) любое решение v = v(t) этого уравнения содержится в B, то есть

v = v(t) ∈ B ∀t ∈ R+.

(ii) для любого v0 ∈ B существует единственное решение задачи

(1.1.24), (1.1.27).

Теорема 1.1.20. Пусть оператор M(L, p)-секториален. Тогда фазовое про-

странство уравнения (1.1.22)( (1.1.23)) совпадет с образом imU •(imF •).

Замечание 1.1.22. Если будет существовать оператор A−1 ∈ L(V), а

оператор A−1B (или BA−1) будет секториальным, то фазовым простран-

ством уравнения (1.1.24) будет являться все пространство V.

Единицы разрешающих полугрупп и существование обратно-

го оператора

В замечании 1.1.17 мы отметили, что у полугрупп {U t : t ∈ R+}

(1.1.25) и {F t : t ∈ R+} (1.1.26) существование единиц не предполагается
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как данность. Приведем условия, которые являются достаточными для су-

ществования единиц этих полугрупп.

Определение 1.1.11. Пусть {V t : t ∈ R+} — полугруппа, определенная

на банаховом пространстве V. Оператор V 0 ∈ L(V) назовем единицей этой

полугруппы, если

V 0 = s− lim
t→0+

V t .

Здесь и далее через s−lim мы будем обозначать предел в сильной (по-

точечной) топологии пространства L(V).

Замечание 1.1.23. Легко проверить, что единица V 0 полугруппы

{V t : t ∈ R+} — проектор на пространстве V, кроме того ker V 0 = ker V •

и imV 0 = imV •.

Определение 1.1.12. Оператор M называется сильно (L, p)-

секториальным справа (слева), если он (L, p)-секториален и при всех

λ, µ0, µ1, . . . , µq ∈ SLa,Θ(M)

‖RL
(µ,p)(M)(λL−M)−1M u‖U ≤

const

|λ|
p∏
q=o
|µq|

∀u ∈ domM,

где const = const(u)

(существует плотный в F линеал
◦
F такой, что

‖M (λL−M)−1LL(µ,p)(M) f‖F ≤
const

|λ|
p∏
q=o
|µq|

∀f ∈
◦
F ,

где const = const(f)).
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Замечание 1.1.24. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен, а ∞ — несуще-

ственная особая точка L-резольвенты оператора M , тогда оператор M

сильно (L, p)-секториален справа и слева. Это можно получить из (1.1.20)

и (1.1.21), причем в качестве линеала
◦
F можно взять все пространство

F .

Теорема 1.1.21. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален справа

(слева). Тогда существует единица полугруппы {U t : t ∈ R+} ({F t : t ∈

R+}).

Следствие 1.1.6. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален справа и

слева. Тогда

(i) LP u = QLu ∀u ∈ U ;

(ii) M P u = QM u ∀u ∈ domM.

Пусть L1 (M1) — сужение оператора L (M) на U1 (domM ∩ U1) .

Из следствия 1.1.6 сразу же вытекает

Следствие 1.1.7. В условиях следствия 1.1.6 оператор L1 ∈ L(U1;F1), а

оператор M1 : U1 ∩ domM → F1.

Замечание 1.1.25. Из следствия 1.1.6 (ii) получим, что проектор P "не

портит"элементов u ∈ domM , то есть P u ∈ domM , если u ∈ domM .

Следовательно, множество Uk ∩ domM плотно в Uk, k = 0, 1. Значит

по теореме 1.1.19 (iii) и следствия 1.1.7 оператор Mk : domM ∩ Uk →

Fk k = 0, 1 линейный замкнутый и плотно определенный, а оператор M0

будет еще и биективным.

Теорема 1.1.19 доказывает существование оператора L1 ∈ L(U1;F).

Теперь изучим попрос существования обратного оператора L−1
1 ∈ L(F ;U1).
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Для этого предположим (L, p)-секториальность оператораM и построим опе-

ратор

Rt =
1

2πi

∫
Γ

(µL−M)−1eµtdµ, t ∈ R+ ,

где контур Γ ⊂ SLa,Θ(M) такой же, как в (1.1.25) и (1.1.26).

Лемма 1.1.14. Пусть оператор M (L, p)-секториален. Тогда семейство

{Rt : t ∈ R+} аналитично продолжимо в сектор {τ ∈ C : | arg τ | < Θ−π
2
}

и Rs+t = U sRt = RsF t ∀ s, t ∈ R+.

Лемма 1.1.15. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален справа и сле-

ва. Тогда imRt ⊂ U1 и ker Rt ⊃ F0 ∀ t ∈ R+.

Определение 1.1.13. Сильно (L, p)-секториальный оператор — это опера-

тор, который сильно (L, p)-секториален слева, а также при любых λ, µq ∈

SLΘ(M), q = 0, 1, . . . , p

‖(λL−M)−1LL(µ,p)(M)‖L(F ;U) ≤
const

|λ|
p∏
q=o
|µq|

.

Замечание 1.1.26. Для сильно (L, p)-секториального оператора M спра-

ведлива сильная (L, p)- секториаленость справа.

Замечание 1.1.27. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен, и пусть ∞ яв-

ляется несущественно особой точкой L-резольвенты оператора M . Тогда,

легко показать, что из разложений (1.2.1) и (1.2.2), оператор M сильно

(L, p)-секториален.
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Замечание 1.1.28. Если существует оператор L−1 ∈ L(F ;U), то опера-

тор M сильно L- секториален (то есть p = 0) точно тогда, когда секто-

риален оператор L−1M (или ML−1).

Лемма 1.1.16. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален. Тогда

‖Rt‖L(F ;U) ≤ const ∀ t ∈ R+.

Теорема 1.1.22. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален. Тогда су-

ществует оператор L−1
1 ∈ L(F1;U1).

1.2. Задача Коши для полулинейного уравнения соболевского типа

Пусть пространства U и F банаховы, оператор L : U →

F , линейный и непрерывный; а оператор M : domM → F линей-

ный, замкнутый и плотно определенный в пространстве U . Пусть UM =

{u ∈ domM : ‖u‖ = ‖Mu‖F + ‖u‖U} Пусть оператор F ∈ C∞ (UM ;F) .

Рассмотрим задачу Коши

u(0) = u0 (1.2.1)

для полулиненейного автономного уравнения соболевского типа

L u̇ = M u + F (u). (1.2.2)

Определение 1.2.1. Вектор-функцию u ∈ C∞((0, T );UM), такую, что она

удовлетворяет уравнению (1.2.2), а также u(t) → u0 при t → 0+ будем

называть локальным решением (или просто — решением) задачи (1.2.1),

(1.2.2).
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Рассмотрим L-резольвентное множество ρL(M) = {µ ∈ C : (µL −

M)−1 ∈ L(F ; U)} и L-спектр σL(M) = C \ ρL(M) оператора M.

Определение 1.2.2. Пусть пространство U расщепляется в прямую сум-

му подпространств U = U0 ⊕ U1 так, чтобы ker L ⊂ U0.

Решение u = v + w, где v(t) ∈ U0 , а w(t) ∈ U1 для любого t ∈ (0, T ),

уравнения (1.2.2) будем называть квазистационарной полутраекторией, ес-

ли Lv̇ ≡ 0.

Известно [59, 48, 90], что решение задачи (1.2.1), (1.2.2) существует не

для всех u0 ∈ UM . Поэтому рассмотрим определение.

Определение 1.2.3. Множетво B ⊂ UM называется фазовым простран-

ством уравнения (1.2.2) , если для любой точки u0 ∈ B существует един-

ственное решение задачи (1.2.1), (1.2.2), причем u(t) ∈ B.

Поскольку оператор M сильно (L, p)− секториальный, то простран-

ства U и F будут расщепляться в прямые суммы U = U0⊕U1, F = F0⊕F1,

где U0 и F0 – ядра, а U1 и F1 – образы аналитических разрешающих полу-

групп U t и F t линейного однородного уравнения L u̇ = M u .

Эти полугруппы будут иметь вид:

U t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ, F t =

1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)eµtdµ.

Где Γ ⊂ ρL(M) – это такой контур, что arg µ→ ±θ при |µ| → +∞, ρL(M) =

{µ ∈ C : (µL −M)−1 ∈ L(F ; U)} – L-резольвентное множество оператора

M . RL
µ(M) = (µL − M)−1 L ( LLµ(M) = L (µL − M)−1) правая (левая)

L-резольвента оператора M .
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Воспользуемся результатами [50, 97] и редуцируем задачу (1.2.1),

(1.2.2) к эквивалентной системе, которую будем называть нормальной фор-

мой задачи (1.2.1), (1.2.2)

Ru̇0 = u0 +G(u) u0(0) = u0
0,

u̇1 = Su1 +H(u) u1(0) = u1
0.

(1.2.3)

Здесь uk ∈ Uk, k = 0, 1, u = u0 + u1, операторы R = M−1
0 L0, S =

L−1
1 M1, G = M−1

0 (I − Q)F, H = L−1
1 QF ((Q ∈ L(F )(≡ L(F ;F )) — про-

ектор, расщепляющий пространство F необходимым нам образом). Изучим

такие квазистационарные полутраектории уравнения (1.2.2), для которых

Ru̇0 ≡ 0. Будем предполагать, что оператор R — бирасщепляющий [3], т.е. его

ядро ker R и образ imR дополняемы в пространстве U . Пусть U00 = ker R,

через U01 = U0 	 U00 обозначим дополнение к подпространству U00. В этом

случае первое уравнение (1.2.3) будет иметь вид

Ru̇01 = u00 + u01 +G(u), (1.2.4)

где u = u00 + u01 + u1.

Теорема 1.2.1. Пусть оператор M сильно (L, p)− секториален, а опе-

ратор R — бирасщепляющий. Пусть существует квазистационарная по-

лутраектория (1.2.2). Тогда она удовлетворяет соотношениям

0 = u00 + u01 +G(u), u01 = const. (1.2.5)

Рассмотрим теперь достаточные условия. Поскольку при условии силь-

ной (L, p)-секториальности оператора M оператор S секториален, следова-

тельно, он порождает на U1 аналитическую полугруппу, которую будем обо-



54

значать как {U t
1 : t ≥ 0}. Поскольку фактически оператор U t

1 — это суже-

ние оператора U t на U1. Из того, что U = U0 ⊕ U1 будет следовать суще-

ствование проктора P ∈ L(U), соответствующего данному расщеплению. Но

P ∈ L(UM), а значит, UM расщепится в прямую сумму UM = U0
M ⊕ U1

M так,

что вложение UkM ⊂ Uk, k = 0, 1, плотное и непрерывное [50].

Теорема 1.2.2. Пусть оператор M будет сильно (L, p)-секториальным,

оператор R — бирасщепляющим, оператор F ∈ C∞(UM ;F). И пусть

(A1) в некоторой окрестности Ou0 ⊂ UM точки u0 выполняется

0 = u01
0 + (I − PR)(G(u00 + u01

0 + u1)); (1.2.6)

(A2) проектор PR ∈ L(U0
M), и оператор I + PRG

′
u00

: U00
M → U00

M —

топлинейный изоморфизм (U00
M = UM ∩ U00);

(A3) для аналитической полугруппы {U t
1 : t ≥ 0} выполненяется∫ τ

0

‖U t
1‖L(U1;U1

M )dt <∞ ∀τ ∈ R+. (1.2.7)

Тогда будет существовать единственное решение задачи (1.2.1),

(1.2.2), которое является квазистационарной полутраекторией уравнения

(1.2.2).

Замечание 1.2.1. Следует отметить, что второе соотношение в (1.2.5)

пояснит смысл термина "квазистацинарные полутраектории."Здесь име-

ются ввиду такие полутраектории, которые "стационарны по некото-

рым переменным". В динамическом случае понятия квазистационарной по-

лутраектории и квазистационарной траектории совпадут [51].

Замечание 1.2.2. Из условия (A1) теоремы 1.2.2 вытекает, что окрест-

ность Ou0 — часть фазового пространства уравнения (1.2.2).
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Замечание 1.2.3. Условие (1.2.7) для обычных аналитических полугрупп,

которые имеют оценку ‖U t
1‖L(U1;U1

M ) < t−1const, не выполняется. Пусть

U1
α = [U1;U1

M ]α, α ∈ [0, 1] — некоторое интерполяционное простран-

ство, построенное по оператору S. В теореме 1.2.2 помимо условия "F ∈

C∞(U1
M ;F)"примем также, что "H ∈ C∞(U1

M ;U1
α),"а вместо соотношения

(1.2.7) возьмем ∫ τ

0

‖U t
1‖L(U1;U1

α)dt <∞ ∀τ ∈ R+. (1.2.8)

Тогда утверждение теоремы 1.2.2 не изменится. С обсуждением этого во-

проса можно ознакомиться в [36, глава 9 ].

Пусть Uk и Fk — банаховы пространства, операторы Ak ∈ L(Uk, Fk),

а операторы Bk : domBk → F линейны и замкнуты с областями опре-

делений domBk плотными в Uk, k = 1, 2. Рассмотрим пространства U =

U1×U2, F = F1×F2 и операторы L = A1⊗A2, M = B1⊗B2. По постро-

ению оператор L ∈ L(U ; F), а оператор M : domM → F линеен, замкнут

и плотно определен, domM = domB1 × domB2.

Теорема 1.2.3. Если операторы Bk сильно (Ak, pk)-секториальны, k = 1, 2;.

То оператор M сильно (L, p)-секториален, p = max(p1, p2).
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2. Математические модели движения несжимаемых вяз-

копругих жидкостей в магнитном поле Земли

2.1. Обобщенная модель несжимаемой вязкопругой жидкости

Кельвина-Фойгта в магнитном поле Земли

Система

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
M∑
m=1

nm−1∑
q=0

Am,q∇2wm,q −
1

ρ
∇p− 2Ω× v+

+ 1
ρµ(∇× b)× b,

∂wm,0
∂t

= v + αmwm,0, αm ∈ R−, m = 1, M,

∂wm,q
∂t

= qwm,p−1 + αmwm,q, q = 1, nm − 1, αm < 0, Am,q > 0

∇ · v = 0, ∇ · b = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b),
(2.1.1)

моделирует поток вязкоупругой несжимаемой жидкости Кельвина–Фойгта

высшего порядка K(K = n1 + . . .+ nM) [40] в магнитном поле Земли. Здесь

вектор-функция v = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vn(x, t)) характеризует скорость

жидкости, вектор-функция b = (b1(x, t), b2(x, t), . . . , bn(x, t)) – магнитную ин-

дукцию, p = p(x, t)– давление, κ– коэффициент упругости, ν– коэффици-

ент вязкости, Ω – угловую скорость, δ– магнитную вязкость, µ– магнитную

проницаемость, ρ– плотность, параметры Am,q определяют время ретардации

давления.

Заметим, что указанная система является обобщением системы, при-

веденной в [80, 88] при K = 0 и κ = 0.
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Рассмотрим первую начально-краевую задачу для системы (2.1.1)

v(x, 0) = v0(x), wm,q(x, 0) = w0
m,q(x),

b(x, 0) = b0(x), ∀x ∈ D,

v(x, t) = 0, wm,q(x, t) = 0,

b(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂D × R+,

m = 1, M, q = 0, nm−1

(2.1.2)

Здесь область D ⊂ Rn, n = 2, 3, 4, – ограниченная с границей ∂D класса C∞.

Представим систему (2.1.1) в виде

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
M∑
m=1

nm−1∑
q=0

Am,q∇2wm,q − p̄− 2Ω× v + (∇× b)× b,

∂wm,0
∂t

= v + αmwm,0, αm ∈ R−, m = 1, M,

∂wm,q
∂t

= qwm,p−1 + αmwm,q, q = 1, nm − 1,

∇(∇ · v) = 0, ∇(∇ · b) = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b),
(2.1.3)

Данный параграф посвящен локальной однозначной разрешимости за-

дачи (2.1.3), (2.1.2). Она исследуется в рамках задачи Коши (1.2.1) для аб-

страктного уравнения соболевского типаз (1.2.2).

Проведем редукцию задачи (2.1.3), (2.1.2) к задаче (1.2.1), (1.2.2).

Для этого введем, следуя [37], пространства H2
σ, H2

π, Hσ и Hπ, где H2
σ

и Hσ являются подпространствами соленоидальных функций пространств

(W 2
2 (D))n ∩ (

◦
W 1

2(D))n и (L2(D))n. Обозначим через H2
π и Hπ их ортогональ-

ные дополнения (в (L2(D))n), а Σ будет обозначать проектор на Hσ, более

того его сужение на подпространство (W 2
2 (D))n∩ (

◦
W 1

2(D))n будет обозначено

тем же символом. Положим Π = I − Σ. Определим линейный ограниченный

оператор A = ∇2En : H2
σ ⊕H2

π → Hσ ⊕Hπ, где En – единичная матрица по-

рядка n. Спектр σ(A) ⊂ R этого оператора конечнократен, сгущается лишь
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на −∞. Формулой Bv : v → ∇(∇ · v)(Bb : b → ∇(∇ · b)) зададим линей-

ный непрерывный сюръективный оператор Bv(Bb) : H2
σ⊕H2

π → Hπ с ядром

kerBv = Bb = H2
σ. Введем в рассмотрение пространства U10 = H2

σ×H2
π×Hp ,

F10 = Hσ × Hπ × Hp, где Hp = Hπ ; U1i = H2 ∩
◦
H1 = H2

σ × H2
π , и

F1i = L2 = Hσ × Hπ, i = 1, k. Будем использовать при этом естествен-

ный изоморфизм прямой суммы и декартова произведения банаховых про-

странств. Тогда пространства U1 = ⊕kl=0 U1l , F1 = ⊕kl=0F1l. Операторы A1

и B1 : U1 → F1 определены формулами A1 = diag [Â1 , Ek] , где

Â1 =

 Ǎ1 O

O O

 , Ǎ1 =

 Σ(I − λA)Σ ΣA(I − λA)Π

Π(I − λA)Σ ΠA(I − λA)Π

 .

Оператор B1 : U1 → F1 положим равным M̃ (см. формулу (14) в [72])

Замечание 2.1.1. В данной модели пространства U1 и F1 определяются

аналогично пространствам U и F в модели [72], при этом A1 совпадает с

L в [72].

Замечание 2.1.2. Введем обозначение Aσ для сужения оператора ΣA на

пространстве H2
σ. Спектр σ(Aσ), на основании теоремы Солонникова–

Воровича–Юдовича, является вещественным, дискретным, конечнократ-

ным и сгущающимся к −∞.

Теорема 2.1.1. i) Операторы A1, B1 принадлежат L(U1;F1) и если κ−1 /∈

σ(A), то оператор A1 бирасщепляющий, kerA1 = {0} × {0} × Hp ×

{0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸
k

, imA1 = Hσ ×Hπ × {0} × F11 ×F12 × . . .×F1k.

ii) Если λ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ), то оператор B1 (A1, 1)-ограничен.
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Доказательство. Утверждение теоремы 2.1.1 является прямым следствием

результатов [71] �

Положим, далее, U2 = F2 = L2(D), равенством B2 = δ∇2 : domB2 →

F2 определим линейный замкнутый плотно определенный оператор B2,

domB2 = W 2
2 (D) ∩

◦
W 1

2(D).

Положим A2 ≡ I.

Теорема 2.1.2. Оператор B2 сильно A2-секториален.

Доказательство. Утверждение теоремы 2.1.2 следует из секториальности

оператора B2 [80]�

Положим U = U1 × U2, F = F1 ×F2.

Вектор u пространства U имеет вид u = col(uσ, uπ, up, w1, . . . , wk, ub),

где col(uσ, uπ, up, w1, . . . , wk) ∈ U1, а ub ∈ U2, ub = (bσ, bπ), bσ ∈ H2
σ, bπ ∈ H2

π.

Аналогичный вид имеет вектор f ∈ F . Операторы L и M определим

равенствами L = A1 ⊗ A2 и M = B1 ⊗ B2. Оператор L принадлежит

L(U ;F), а оператор M : domM → F линеен, замкнут и плотно опреде-

лен, domM = U1 × domB2.

Теорема 2.1.3. Пусть κ−1 /∈ σ(A), тогда оператор M сильно (L, 1)-

секториален.

Доказательство. По теореме 2.1.1 и замечанию 1.6.6 из работы [73], опе-

ратор B1 является сильно (A1, 1)-секториальным. Следовательно, а также в

силу теорем 1.2.3 и 2.1.2, утверждение теоремы 2.1.3 справедливо. �

Построим нелинейный оператор F. В нашем случае он представим в

виде F = F1 ⊗ F2, где
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F1 = F1(uσ, uπ, b) = col(−Σ(((uσ + uπ) · ∇)(uσ + uπ)− 2Ω× (uσ + uπ) +

(∇×b)×b),−Π(((uσ+uπ) ·∇)(uσ+uπ)−2Ω×(uσ+uπ)+(∇×b)×b), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k+1

),

F2 = F2(uσ, uπ, b) = ∇× ((uσ + uπ)× b).

В нашем случае UM = U1 × domB2.

Теорема 2.1.4. Оператор F ∈ C∞(UM ;F).

Доказательство. Утверждение теоремы 2.1.4 следует из того, что при лю-

бых u ∈ UM оператор F ′u принадлежит L(UM ;F). Аналогичным образом

можно установить, что вторая производная Фреше F ′′u оператора F явля-

ется непрерывным билинейным оператором из UM × UM в F , а F ′′′u ≡ O

(аналогично работе [37]). �

Итак, задача (2.1.3), (2.1.2) редуцирована к задаче (1.2.1), (1.2.2).

В дальнейшем мы их отождествляем. Проверим условия теорем 1.2.1 и 1.2.2.

Следуя теореме 2.1.1 и результатам пункта 3.1. работы [37] можно

утверждать существоавание аналитической полугруппа {U t : t∈R+} разре-

шающей уравнение (1.2.2). Эта полугруппа в данном случае естественным

образом задается следующим образом U t = V t ×W t. Здесь V t(W t) является

сужением оператора U t на U1(U2). Учитывая, что оператор B2 секториален,

получим W t = exp(tB2), следовательно,ядро данной полугруппы W◦ = {0},

а образ W1 = U2.

Рассмотрим полугруппу {V t : t ∈ R+}. Следуя теоремам 2.1.1 и 2.1.3

и результатам пункта 3.1. работы [37], данную полугруппу можно продол-

жить до группы {V t : t ∈ R}. Ядро этой группы представимо в виде

V0 = U00
1 ⊕ U01

1 . Здесь U00
1 = {0} × {0} × Hp × {0} × . . . × {0}(= kerA1

в силу теоремы 2.1.1), причем U01
1 = ΣA−1

κ A−1
κπ[H2

π] ×H2
π × {0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸

K+1

.
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Кроме того, Aκ = I − κA, а Aκπ является сужением ΠA−1
κ на пространство

Hπ. Учитывая, что κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ), оператор Aκπ : Hπ → H2
π является

топлинейным изоморфизмом. Далее образ V1 будем обозначать U1
1 . Так как

оператор B1 является сильно (A1, 1)-секториальным, пространство U1 пред-

ставимо в виде прямой суммы подпространств U1 = U00
1 ⊕ U01

1 ⊕ U1
1 .

Перейдем к построению оператора R (см. (1.2.3), (1.2.4)). В нашем слу-

чае R = B−1
10 A10 ∈ L(U00

1 ⊕U01
1 ), где A10(B10) – сужение оператора A1(B1) на

U00
1 ⊕ U01

1 . (Существование оператора B−1
10 справедливо в силу теоремы 2.1.3

и соответствующих результатов из [37]). По построению kerR = U00
1 , а в

работе [55] показано, что imR = U01
1 . Следовательно, оператор R является

бирасщепляющим. Проектор в пространстве U00
1 ⊕ U01

1 вдоль U01
1 на U00

1 обо-

значим как PR. По построению UM проектор PR принадлежит L(U0
M), где

U0
M = UM ∩ (U00

1 ⊕ U01
1 )(≡ U00

1 ⊕ U01
1 ). Таким образом, верна

Лемма 2.1.1. Пусть κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда оператор R бирасщепляю-

щий, причем PR ∈ L(U0
M).

Рассмотрим проекторы

Pk = diag [P̂k, 0], Qk = diag [Q̂k, 0], k = 0, 1.

(используя результаты работы [37], учитывая, что ядро W0 = {0}, получим

I−P = (P0 +P1)×O, Q = (I−Q0−Q1)× I, P : U → U1, Q : F → F1.)

Тогда, действуя проектором I − P на уравнение (1.2.2), получаем уравнения

Π(νA(uσ + uπ)− ((uσ + uπ) · ∇)(uσ + uπ) +
M∑
m=1

nm−1∑
q=0

Am,q∇2wm,q − up−

−2Ω× (uσ + uπ) + (∇× b)× b) = 0,

Buπ = 0, Bbπ = 0.

(2.1.4)



62

Отсюда, в силу свойств оператора B и по теореме 1.2.1 получаем необ-

ходимое условие квазистационарности полутраектории uπ ≡ 0, bπ ≡ 0, т.е.

все решения(если они существуют) нашей задачи с необходимостью должны

лежать в плоскости B = {u ∈ UM : uπ = 0, bπ = 0}.

В силу того, что Πup = up, из первого уравнения (2.1.4) получаем

соотношение (1.2.5), т.е., применительно к нашему случаю,

up = Π(νAuσ−(uσ·∇)uσ+
M∑
m=1

nm−1∑
q=0

Am,q∇2wm,q−2Ω×uσ+(∇×bσ)×bσ). (2.1.5)

Из тождества P0 ≡ PR следует, что второе и третье уравнения в (2.1.4)

есть в нашем случае соотношение (1.2.6). Таким образом, верна

Лемма 2.1.2. При выполнении условий леммы 2.1.1 каждое решение

(2.1.1), (2.1.2) потраекторно принадлежит множеству

M = {u ∈ UM : uπ = 0, bπ = 0,

up = Π(νAσ − (uσ · ∇)uσ +
M∑
m=1

nm−1∑
q=0

Am,q∇2wm,q − 2Ω× uσ + (∇× bσ)× bσ)}.

Замечание 2.1.3. Из соотношения (2.1.5) вытекает условие A2) теоре-

мы 1.2.2 для любой точки u0
0 ∈ U00

M (≡ U00
1 × {0}). Поэтому, аналогично

[37] получаем, что множество M является простым банаховым многооб-

разием, C∞-диффеоморфное подпространству U1
1×U2, является возможным

фазовым пространством задачи (2.1.1), (2.1.2) ( (2.1.3), (2.1.2)).

Перейдем к проверке условий (1.2.7), (1.2.8). Построим пространство

Uα = U1 ×
◦
W 1

2(D). Данное пространство, очевидно, интерполяционное про-

странством для пары [U ,UM ]α, причем α = 1/2. Как отмечалось ранее, по-

лугруппа {U t : t ∈ R+} может быть продолжена до группы {V t
1 : t ∈ R}
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на U1
1 , где V t

1 – сужение оператора V t на U1
1 . В силу того что U1

M = UM ∩ U1
1

по построению, оператор B1 является непрерывным в силу теоремы 2.1.1, а

полугруппа {U t : t ∈ R+} равномерно ограничена, получим неравенство
τ∫

0

‖V t
1 ‖L(U1

1 ;U1
M ) dt ≤ const× ‖B1‖L(U1;F1)

τ∫
0

‖V t
1 ‖L(U1

1 ) dt <∞, τ ∈ R+.

(2.1.6)

Согласно неравенству Соболева [36], для полугруппы {W t : t ∈ R̄+} спра-

ведлива оценка
τ∫

0

‖W t‖
L(domB2;

◦
W 1

2(D))
dt <∞. (2.1.7)

Положим U1
α = Uα ∩ U1. Здесь U1 = U1

1 × U2. В силу (2.1.6) и (2.1.7)

справедлива

Лемма 2.1.3. При выполнении условий леммы 2.1.1 имеет место (1.2.7).

Теперь, учитывая условие (1.2.8), найдем оператор H. Оператор H

естественно представим в виде H = H1 ⊗H2, где H1 = A−1
11 (I − Q0 − Q1)F1,

а H2 ≡ F2 (A11 – сужение оператора A1 на U1
1 ). Для оператора H спра-

ведливо утверждение, аналогичное теореме 2.1.4 для оператора F, т.е. H ∈

C∞(U1
M ;U1

α), где U1
α = Uα ∩ U1.

Следовательно, все условия теоремы 1.2.2 выполнены и имеет место

Теорема 2.1.5. Пусть κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда для любых u0, таких,

что u0 ∈ M, при некотором T ∈ R+ существует единственная квазиста-

ционарная полутраектория u = (uσ, 0, up, ub), являющаяся решением задачи

(2.1.1), (2.1.2), причем u(t) ∈M при всех t ∈ (0, T ).
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2.2. Модель несжимаемой вязкопругой жидкости Кельвина-

Фойгта ненулевого порядка в магнитном поле Земли

Система

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
K∑
l=1

βl∇2wl −
1

ρ
∇p− 2Ω× v +

1

ρµ
(∇× b)× b,

∂wl
∂t

= v + αlwl, αl ∈ R−, βl ∈ R+, l = 1, K,

∇ · v = 0, ∇ · b = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b)
(2.2.1)

моделирует поток вязкоупругой несжимаемой жидкости Кельвина–Фойгта

ненулевого порядка K [40] в магнитном поле Земли. Здесь вектор-функция

v = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vn(x, t)) характеризует скорость жидкости, вектор-

функция b = (b1(x, t), b2(x, t), . . . , bn(x, t)) – магнитную индукцию, κ – коэф-

фициент упругости, ν – коэффициент вязкости, ρ – плотность, p = p(x, t) –

давление, Ω – угловую скорость, µ – магнитную проницаемость, δ – магнит-

ную вязкость, параметры βl, l = 1, K – определяют время ретардации

(запаздывания) давления.

Поставим начально-краевую задачу для системы (2.2.1)

v(x, 0) = v0(x), b(x, 0) = b0(x), wl(x, 0) = wl0(x) x ∈ D,

v(x, t) = 0, b(x, t) = 0, wl(x, t) = 0 (x, t) ∈ ∂D × R+, l = 1, K.

(2.2.2)

Будет предполагать, что µ = 1 и ρ = 1. Здесь область D ⊂ Rn, n = 2, 3, 4, –

ограниченная с границей ∂D класса C∞.

Данный параграф посвящен установлению локальной однозначной

разрешимости задачи (2.2.1), (2.2.2) как конкретной интерпретации задачи

(1.2.1), (1.2.2) с использованием методов теории уравнений соболевского ти-

па.
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Проведем редукцию задачи (2.2.1), (2.2.2) к задаче (1.2.1), (1.2.2). Для

этого перейдем от системы (2.2.1) к системе

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
K∑
l=1

βl∇2wl − p̄− 2Ω× v + (∇× b)× b,

∂wl
∂t

= v + αlwl, αl ∈ R−, βl ∈ R+, l = 1, K,

∇(∇ · v) = 0, ∇(∇ · b) = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b).
(2.2.3)

Следуя [68, 69], введем пространства H2
σ,H

2
π,Hσ и Hπ. Здесь H2

σ и Hσ

– подпространства соленоидальных функций в пространствах (W 2
2 (D))n ∩

(
◦
W 1

2(D))n и (L2(D))n соответственно, их ортогональные (в смысле (L2(D))n)

дополнения – H2
π и Hπ. Обозначим через Σ ортопроектор на Hσ, причем

сужение данного ортопроектора на пространство (W 2
2 (D))n ∩ (

◦
W 1

2(D))n так-

же будем обозначать через Σ. Положим Π = I − Σ.

Зададим линейный непрерывный оператор равенством A =

∇2En : H2
σ ⊕ H2

π → Hσ ⊕ Hπ, где En – единичная матрица n–порядка.

Спектр этого оператора σ(A) ⊂ R дискретен, конечнократен и сгущается

лишь на −∞. Формулой Bv : v → ∇(∇ · v)(Bb : b → ∇(∇ · b)) зададим

линейный непрерывный сюръективный оператор Bv(Bb) : H2
σ ⊕ H2

π → Hπ

с ядром kerBv = Bb = H2
σ. Введем введем в рассмотрение простран-

ства U10 = H2
σ × H2

π × Hp , F10 = Hσ × Hπ × Hp, где Hp = Hπ ;

U1i = H2 ∩
◦
H1 = H2

σ × H2
π , и F1i = L2 = Hσ × Hπ, i = 1, K. Бу-

дем использовать при этом естественный изоморфизм прямой суммы

и декартова произведения банаховых пространств. Тогда пространства

U1 = ⊕Kl=0 U1l , F1 = ⊕Kl=0F1l. Операторы A1 и B1 определены формулами

A1 = diag [Â1 , Ek] , где



66

Â1 =

 Ǎ1 O

O O

 , Ǎ1 =

 Σ(I − λA)Σ ΣA(I − λA)Π

Π(I − λA)Σ ΠA(I − λA)Π

 ;

B1 = (Bij
1 )

2

i,j=1 , где

B11
1 =


νΣA νΣA O

νΠA νΠA −I

O B O

 , B12
1 =


β1ΣA . . . βKΣA

β1ΠA . . . βKΠA

O . . . O

 ,

В матрице B11
1 B = ∇(∇ · v) −∇(∇ · b) = Bv − Bb. Матрица B21

1 содержит

K строк вида (I, I, O), B22
1 = diag [α1, . . . , αK ].

Замечание 2.2.1. Для обозначения сужения оператора ΣA на H2
σ бу-

дем использовать Aσ. Спектр σ(Aσ), на основании теоремы Солонникова–

Воровича–Юдовича, является вещественным, дискретным, конечнократ-

ным и сгущающимся к −∞.

Теорема 2.2.1. i) Операторы A1, B1 принадлежат L(U1;F1) и если κ−1 /∈

σ(A), то оператор A1 бирасщепляющий, kerA1 = {0} × {0} × Hp ×

{0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸
K

, imA1 = Hσ ×Hπ × {0} × F1 ×F2 × . . .×FK .

ii) Если λ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ), то оператор B1 (A1, 1)-ограничен.

Доказательство. Утверждение теоремы 2.2.1 является прямым следствием

соответсвующих результатов [37]�

Замечание 2.2.2. Понятие (L, p)-ограниченного оператора можно найти,

например, в работе [9, c.26].
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Далее положим U2 = F2 = L2(D) и равенством B2 = δ∇2 : domB2 →

F2 определим линейный замкнутый и плотно определенный оператор B2,

domB2 = W 2
2 (D) ∩

◦
W 1

2(D).

Положим A2 ≡ I.

Теорема 2.2.2. Оператор B2 сильно A2-секториален.

Доказательство. Утверждение теоремы 2.2.2 следует из секториальности

оператора B2 [80] �

Положим U = U1 × U2, F = F1 ×F2.

Вектор u пространства U имеет вид u = (uσ, uπ, up, w1, . . . , wK , ub), где

(uσ, uπ, up, w1, . . . , wK) ∈ U1, а ub ∈ U2, ub = (bσ, bπ), bσ ∈ H2
σ, bπ ∈ H2

π.

Аналогичный вид имеет вектор f ∈ F . Операторы L и M определим

равенствами L = A1 ⊗ A2 и M = B1 ⊗ B2. Оператор L принадлежит

L(U ;F), а оператор M : domM → F линеен, замкнут и плотно опреде-

лен, domM = U1 × domB2.

Теорема 2.2.3. Пусть κ−1 /∈ σ(A), тогда оператор M сильно (L, 1)-

секториален.

Доказательство. Из теоремы 2.2.1 и результатов пункта 3.1. работы [37]

следует, что оператор B1 сильно (A1, 1)-секториален. В силу этого и тео-

рем 1.2.3 и 2.2.2 справедливо утверждение теоремы 2.2.3 �

Перейдем к построению нелинейного оператора F. Представим его в

виде

F = F1 ⊗ F2,

где

F1 = F1(uσ, uπ, b) = (−Σ(((uσ+uπ) ·∇)(uσ+uπ)−2Ω×(uσ+uπ)+(∇×b)×b),
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−Π(((uσ + uπ) · ∇)(uσ + uπ)− 2Ω× (uσ + uπ) + (∇× b)× b), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
K+1

),

F2 = F2(uσ, uπ, b) = ∇× ((uσ + uπ)× b).

В нашем случае UM = U1 × domB2 (в силу непрерывности операто-

ра B1).

Теорема 2.2.4. Оператор F принадлежит C∞(UM ;F).

Доказательство. Утверждение теоремы 2.2.4 вытекает из того, что что

при любых u ∈ UM оператор F ′u принадлежит L(UM ;F), вторая производная

Фреше F ′′u оператора F является непрерывным билинейным оператором из

UM × UM в F , а F ′′′u ≡ O (аналогично [59, 48]). �

Итак, задача (2.2.1), (2.2.2) редуцирована к задаче (1.2.1), (1.2.2) .

В дальнейшем мы их отождествляем. Проверим условия теорем 1.2.1 и 1.2.2.

По теореме 2.2.1 и в соответствии с результатами пункта 3.1. работы

[37] можно построить аналитическую полугруппу {U t : t∈R+}, разрешающую

уравнение 1.2.2. Для данного случая эта полугруппа может быть представ-

лена в виде U t = V t × W t. Здесь V t(W t) является сужением U t на под-

пространство U1(U2). Поскольку оператор B2 является секториальным, то

W t = exp(tB2). Тогда ядро полугруппы W◦ = {0}, а образ W1 = U2.

Рассмотрим полугруппу {V t : t ∈ R+}. Следуя теоремам 2.2.1

и 2.2.3 и результатам пункта 3.1. работы [37] данная полугруппа может

быть продолжена до группы {V t : t ∈ R}. Ее ядро V0 = U00
1 ⊕ U01

1 , где

U00
1 = {0} × {0} × Hp × {0} × . . . × {0}(= kerA1 в силу теоремы 2.2.1), а

U01
1 = ΣA−1

κ A−1
κπ[H2

π]×H2
π×{0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸

K+1

. Здесь Aκ = I −κA, Aκπ – суже-

ние оператора ΠA−1
κ на Hπ. Т.к. κ−1 /∈ σ(A)∪σ(Aσ), то, как известно, опера-

тор Aκπ : Hπ → H2
π является топлинейным изоморфизмом. С помощью U1

1
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далее обозначим образ V1. Так как оператор B1 сильно (A1, 1)-секториален,

то имеет место разложение U1 = U00
1 ⊕ U01

1 ⊕ U1
1 .

Перейдем к построению оператора R (см. (1.2.3), (1.2.4)). В нашем слу-

чаеR = B−1
10 A10 ∈ L(U00

1 ⊕U01
1 ), здесь A10(B10) – сужение оператора A1(B1) на

U00
1 ⊕U01

1 . (Существование оператора B−1
10 справедливо в силу теоремы 2.2.3 и

соответствующих результатов из [37]). По построению kerR = U00
1 , а в рабо-

те [55] показано, что imR = U01
1 . Следовательно, оператор R является бирас-

щепляющим. Будем обозначать через PR проектор пространства U00
1 ⊕U01

1 на

U00
1 вдоль U01

1 . В силу конструкции пространства UM проектор PR принадле-

жит L(U0
M), где U0

M = UM ∩ (U00
1 ⊕ U01

1 )(≡ U00
1 ⊕ U01

1 ). Итак, справедлива

Лемма 2.2.1. Пусть κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда оператор R бирасщепляю-

щий, причем PR ∈ L(U0
M).

Рассмотрим проекторы

Pk = diag [P̂k, 0], Qk = diag [Q̂k, 0], k = 0, 1.

(Согласно результату [37], так как ядро W0 = {0}, получим, что I − P =

(P0 + P1)×O, Q = (I −Q0−Q1)× I, P : U → U1, Q : F → F1.) Тогда,

действуя проектором I − P на уравнение (1.2.2), получаем уравнения

Π(νA(uσ + uπ)− ((uσ + uπ) · ∇)(uσ + uπ) +
K∑
l=1

βl∇2wl − up−

−2Ω× (uσ + uπ) + (∇× b)× b) = 0,

Buπ = 0, Bbπ = 0.

(2.2.4)

Отсюда в силу свойств оператора B и по теореме 1.2.1 получаем необ-

ходимое условие квазистационарности полутраектории uπ ≡ 0, bπ ≡ 0, т.е.

все решения(если они существуют) нашей задачи с необходимостью должны

лежать в плоскости B = {u ∈ UM : uπ = 0, bπ = 0}.
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В силу того что Πup = up, из первого уравнения (2.2.4) получаем соот-

ношение (1.2.5), т.е. в нашем случае

up = Π(νAuσ − (uσ · ∇)uσ +
K∑
l=1

βl∇2wl − 2Ω× uσ + (∇× bσ)× bσ). (2.2.5)

Из тождества P0 ≡ PR следует, что второе и третье уравнения в (2.2.4)

есть соотношение (1.2.6) применительно к нашему случаю. Следовательно,

справедлива

Лемма 2.2.2. При выполнении условий леммы 2.2.1 каждое решение задачи

(2.2.1),(2.2.2) потраеторно принадлежит множеству

M = {u ∈ UM : uπ = 0, bπ = 0,

up = Π(νAσ − (uσ · ∇)uσ +
K∑
l=1

βl∇2wl − 2Ω× uσ + (∇× bσ)× bσ)}.

Замечание 2.2.3. Из соотношения (2.2.5) вытекает условие A2) теоре-

мы 1.2.2 для любой точки u0
0 ∈ U00

M (≡ U00
1 × {0}). Поэтому аналогично [37]

можно заключить, что множество M – простое банахово многообразие,

C∞-диффеоморфное подпространству U1
1 × U2, является возможным фазо-

вым пространством задачи (2.2.1),(2.2.2) ( (2.2.3), (2.2.2)).

Проверим условия (1.2.7), (1.2.8). Построим пространство Uα = U1 ×
◦
W 1

2(D).

Данное пространство, очевидно, интерполяционное пространством для пары

[U ,UM ]α, причем α = 1/2. Как замечалось ранее, полугруппа {U t : t ∈ R+}

может быть продолжена до группы {V t
1 : t ∈ R} на U1

1 , где V t
1 – сужение

оператора V t на U1
1 . В силу того что U1

M = UM ∩U1
1 по построению, оператор

B1 непрерывен в силу теоремы 2.2.1 и полугруппа {U t : t ∈ R+} равномерно
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ограничена, получим неравенство
τ∫

0

‖V t
1 ‖L(U1

1 ;U1
M ) dt ≤ const× ‖B1‖L(U1;F1)

τ∫
0

‖V t
1 ‖L(U1

1 ) dt <∞, τ ∈ R+.

(2.2.6)

Согласно неравенству Соболева [36], для полугруппу {W t : t ∈ R̄+} справ-

делива оценка
τ∫

0

‖W t‖
L(domB2;

◦
W 1

2(D))
dt <∞. (2.2.7)

Положим U1
α = Uα ∩ U1. Здесь U1 = U1

1 × U2. Из неравенств (2.2.6) и

(2.2.7) следует

Лемма 2.2.3. При выполнении условий леммы 2.2.1 справедливо соотноше-

ние (1.2.7).

Теперь, учитывая условие (1.2.8), найдем оператор H. Оператор H

естественно представим в виде H = H1⊗H2, где H1 = A−1
11 (I −Q0−Q1)F1, а

H2 ≡ F2 (A11 – сужение оператора A1 на U1
1 ). Для оператора H верно утвер-

ждение, аналогичное теореме (2.2.4) для оператора F, т.е. H ∈ C∞(U1
M ;U1

α),

где U1
α = Uα ∩ U1.

Таким образом, все условия теоремы 1.2.2 выполнены. Справедлива

Теорема 2.2.5. Пусть κ−1 /∈ σ(A)∪σ(Aσ). При каждом u0 ∈M, и некото-

ром T ∈ R+ существует единственная квазистационарная полутраекто-

рия u = (uσ, 0, up, ub), являющаяся решением задачи (2.2.1), (2.2.2), причем

u(t) ∈M при t ∈ (0, T ).
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2.3. Модель несжимаемой вязкопругой жидкости Кельвина-

Фойгта нулевого порядка в магнитном поле Земли

Система

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v − 1
ρ∇p− 2Ω× v + 1

ρµ(∇× b)× b,

∇ · v = 0, ∇ · b = 0, bt = δ∇2b+∇× (v × b).
(2.3.1)

моделирует поток вязкоупругой несжимаемой жидкости Кельвина–

Фойгта [40] в магнитном поле Земли. Здесь вектор-функция v =

(v1(x, t), v2(x, t), . . . , vn(x, t)) характеризует скорость жидкости, вектор-

функция b = (b1(x, t), b2(x, t), . . . , bn(x, t)) – магнитную индукцию жидкости,

κ – коэффициент упругости, ν – коэффициент вязкости, ρ – плотность,

p = p(x, t) – давление, Ω – угловую скорость, µ – магнитную проницаемость,

δ – магнитную вязкость.

Рассмотрим начально-краевую задачу для системы (2.3.1)

v(x, 0) = v0(x), b(x, 0) = b0(x), x ∈ D,

v(x, t) = 0, b(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂D × R+.
(2.3.2)

Здесь область D ⊂ Rn, n = 2, 3, 4, – ограниченная с границей ∂D класса C∞.

Задача (2.3.1), (2.3.2) продолжает исследования моделей сред

Кельвина–Фойгта, начатых в работах [42, 40], в которых было проведено обоб-

щение системы уравнений Навье–Стокса [33, 74], доказаны теоремы существо-

вания и единственности решения для соответствующих начально-краевых за-

дач. При κ = 0 задача (2.3.1), (2.3.2) изучалась в [83]. В случае κ 6= 0 она

рассматривается с помощью редукции к абстрактной задачe (1.2.1), (1.2.2).

Будем редуцировать задачу (2.3.1), (2.3.2) к задаче (1.2.1), (1.2.2). Для
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этого перейдем от системы (2.3.1) к системе

(1− κ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v − p̄− 2Ω× v + (∇× b)× b,

∇(∇ · v) = 0, ∇(∇ · b) = 0,

bt = δ∇2b+∇× (v × b).

(2.3.3)

Рассмотрим разрешимость задачи (2.3.3), (2.3.2). Следуя [68, 69], введем про-

странства H2
σ,H

2
π,Hσ и Hπ. Здесь H2

σ и Hσ – подпространства соленоидаль-

ных функций в пространствах (W 2
2 (D))n∩ (

◦
W 1

2(D))n и (L2(D))n соответствен-

но. Их ортогональные (в смысле (L2(D))n) дополнения – H2
π и Hπ. Через Σ

обозначим ортопроектор на Hσ. Сужение этого ортопроектора на простран-

ство (W 2
2 (D))n ∩ (

◦
W 1

2(D))n также обозначим через Σ. Положим Π = I − Σ.

Зададим линейный непрерывный оператор следующим равенством:

A = ∇2En : H2
σ ⊕H2

π → Hσ ⊕Hπ, где En – единичная матрица n-го поряд-

ка. Спектр σ(A) ⊂ R этого оператора дискретен, конечнократен и сгущается

лишь на −∞. Формулой Bv : v → ∇(∇·v)(Bb : b→ ∇(∇·b)) зададим линей-

ный непрерывный сюръективный оператор Bv(Bb) : H2
σ⊕H2

π → Hπ с ядром

kerBv = Bb = H2
σ. Введем в рассмотрение пространства U1 = H2

σ ×H2
π ×Hp,

F1 = Hσ × Hπ × Hp, где Hp = Hπ. Будем использовать при этом есте-

ственный изоморфизм прямой суммы и декартова произведения банаховых

пространств. Операторы A1 и B1 определены равенствами

A1 =


Σ(I − κA) 0 0

Π(I − κA) Π(I − κA) 0

0 0 0

 , B1 =


νΣA 0 0

νΠA νΠA −I

0 B 0

 .

Здесь B = ∇(∇ · v)−∇(∇ · b) = Bv −Bb.

Замечание 2.3.1. Для сужения оператора ΣA на H2
σ будем использовать

обозначение Aσ. Спектр σ(Aσ), на основе теоремы Солонникова–Воровича–
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Юдовича, является вещественным, дискретным, конечнократным и сгуща-

ющимся к −∞.

Теорема 2.3.1. i) Операторы A1, B1 принадлежат L(U1;F1) и если κ−1 /∈

σ(A), то оператор A1 бирасщепляющий, kerA1 = {0} × {0} ×Hp, imA1 =

Hσ ×Hπ × {0}.

ii) Если κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ), то оператор B1 (A1, 1)-ограничен.

Доказательство. Утверждение теоремы 2.3.1 является прямым следствием

результатов п. 2.6 [69].�

Пусть, далее U2 = F2 = L2(D) и равенством B2 = δ∇2 : domB2 →

F2 определим замкнутый линейный плотно определенный оператор B2,

domB2 = W 2
2 (D) ∩

◦
W 1

2(D).

Положим A2 ≡ I.

Теорема 2.3.2. Оператор B2 сильно A2-секториален.

Доказательство. Утверждение теоремы следует, очевидно, из секториаль-

ности оператора B2 [80].�

Положим U = U1 × U2, F = F1 ×F2.

Вектор u пространства U имеет вид u = col(uσ, uπ, up, ub), где

col(uσ, uπ, up) ∈ U1, а ub ∈ U2, ub = (bσ, bπ), bσ ∈ H2
σ, bπ ∈ H2

π. Аналогич-

ный вид имеет вектор f ∈ F . Операторы L и M определим равенствами

L = A1 ⊗ A2 и M = B1 ⊗ B2. Оператор L принадлежит L(U ;F), а оператор

M : domM → F является линейным, замкнутым и плотноопределенным,

domM = U1 × domB2.

Теорема 2.3.3. Пусть κ−1 /∈ σ(A), тогда оператор M сильно (L, 1)-

секториален.
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Доказательство. Следуя теореме 2.3.2 и замечанию 1.6.6 в работе [69], опе-

ратор B1– сильно(A1, 1)-секториален. В следствие этого, а также теорем 1.2.3

и 2.3.2утверждение теоремы 2.3.3справедливо. �

Построим нелинейный оператор F. Представим его в виде

F = F1 ⊗ F2,

где

F1 = F1(uσ, uπ, b) = col(−Σ(((uσ+uπ)·∇)(uσ+uπ)−2Ω×(uσ+uπ)+(∇×b)×b),

−Π(((uσ + uπ) · ∇)(uσ + uπ)− 2Ω× (uσ + uπ) + (∇× b)× b), 0),

F2 = F2(uσ, uπ, b) = ∇× ((uσ + uπ)× b).

В нашем случае UM = U1 × domB2 (в силу непрерывности операто-

ра B1).

Теорема 2.3.4. Оператор F принадлежит C∞(UM ;F).

Доказательство. Утверждение теоремы 2.3.4 следует из того факта, что

при любых u ∈ UM оператор F ′u принадлежит L(UM ;F). Аналогично можно

заключить, что вторая производная Фреше F ′′u оператора F является непре-

рывным билинейным оператором из UM × UM в F , а F ′′′u ≡ O (аналогично

работам [59, 48]). �

Итак, задача (2.3.1), (2.3.2) редуцирована к задаче (1.2.1), (1.2.2).

В дальнейшем мы их отождествляем. Проверим условия теорем 1.2.1 и 1.2.2.

Из теорем 1.2.1 и 1.5.1 [69] следует существование аналитической по-

лугруппы {U t : t∈R+}, разрешающей уравнение (1.2.2). В данном случае эту

полугруппу будем представлять в виде U t = V t ×W t, где V t(W t) – сужение

оператора U t на U1(U2). Из того, что оператор B2 секториален, следует, что
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W t = exp(tB2), откуда имеем, что ядро этой полугруппы W◦ = {0}, а образ

W1 = U2.

Рассмотрим, далее, полугруппу {V t : t ∈ R+}. Следуя теоремам 2.3.1

и 2.3.3 и замечанию 1.5.2 из [69] данная полугруппа может быть продолжена

до группы {V t : t ∈ R}. Ее ядро V0 = U00
1 ⊕ U01

1 , где U00
1 = {0} × {0} ×

Hp(= kerA1 в силу теоремы 2.3.1, а U01
1 = ΣA−1

κ A−1
κπ[H2

π] ×H2
π × {0}. Здесь

Aκ = I −κA, Aκπ – сужение оператора ΠA−1
κ на Hπ. Как известно, в случае,

когда κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ), оператор Aκπ : Hπ → H2
π будет топлинейным

изоморфизмом [69]. Обозначим через U1
1 образ V1. Тогда, в силу того, что

оператор B1– сильно (A1, 1)-секториален, пространство U1 будет разлагаться

в прямую сумму подпространств U1 = U00
1 ⊕ U01

1 ⊕ U1
1 .

Перейдем к построению оператора R (см. (1.2.3), (1.2.4)). Имеем,

R = B−1
10 A10 ∈ L(U00

1 ⊕ U01
1 ), где A10(B10) – сужение оператора A1(B1)

на U00
1 ⊕ U01

1 . (Существование оператора B−1
10 имеет место в силу теоре-

мы 1.2.3 и результатов из [69]). По построению kerR = U00
1 , а в работе [55]

показано, что imR = U01
1 . Следовательно, оператор R является бирасщеп-

ляющим. Пусть PR – проектор пространства U00
1 ⊕ U01

1 на U00
1 вдоль U01

1 .

В силу конструкции пространства UM проектор PR принадлежит L(U0
M), где

U0
M = UM ∩ (U00

1 ⊕ U01
1 )(≡ U00

1 ⊕ U01
1 ). Таким образом, справедлива

Лемма 2.3.1. Пусть κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда оператор R бирасщепляю-

щий, причем PR ∈ L(U0
M).

Рассмотрим проекторы

P0 =


0 0 0

0 0 0

0 0 Π

 , P1 =


0 P 12

1 0

0 Π 0

0 0 0

 ,
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где P 12
1 = ΣA−1

κ A−1
κπ. В силу того чтоW0 = {0}, имеем I−P = (P0⊕P1)⊗O.

Тогда, действуя проектором I − P на уравнение (1.2.2), получаем уравнения

Π(νA(uσ + uπ)− ((uσ + uπ) · ∇)(uσ + uπ)− up − 2Ω× (uσ + uπ) + (∇× b)× b) = 0,

Buπ = 0, Bbπ = 0.

(2.3.4)

Отсюда, из свойств оператора B, а также следуя теореме 1.2.1 получа-

ем необходимое условие квазистационарности полутраектории uπ ≡ 0, bπ ≡ 0,

что означает, что все решения(если они существуют) нашей задачи с необхо-

димостью должны лежать в плоскости B = {u ∈ UM : uπ = 0, bπ = 0}.

В силу того что Πup = up, из первого уравнения (2.3.4) получаем соот-

ношение (1.2.5), т.е. применительно к нашему случаю

up = Π(νAuσ − (uσ · ∇)uσ − 2Ω× uσ + (∇× bσ)× bσ). (2.3.5)

Из тождества P0 ≡ PR следует, что в нашем случае второе и третье

уравнения в (2.3.4) есть соотношение (1.2.6). То есть, имеет место

Лемма 2.3.2. При выполнении условий леммы 2.3.1 всякое решение задачи

(2.3.1), (2.3.2) потраекторно прнадлежит множеству

M = {u ∈ UM : uπ = 0, bπ = 0, up = Π(νAσ−(uσ·∇)uσ−2Ω×uσ+(∇×bσ)×bσ)}.

Замечание 2.3.2. Из соотношения (2.3.5) вытекает условие A2) теоре-

мы 1.2.2 для любой точки u0
0 ∈ U00

M (≡ U00
1 ×{0}). Поэтому аналогично п. 3.2

из [69] следует, что M яавляется простым банаховым многообразием, C∞-

диффеоморфным подпространству U1
1 × U2. В дальнейшем будет показа-

но, что именно оно будет фазовым пространством задачи (2.3.1), (2.3.2)

( (2.3.3), (2.3.2)).
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Проверим условия (1.2.7), (1.2.8). Построим пространство Uα = U1 ×
◦
W 1

2(D). Очевидно, что это пространство будет интерполяционным для пары

[U ,UM ]α, причем α = 1/2. Как было замечено ранее, полугруппа {U t : t ∈

R+} может быть продолжена до группы {V t
1 : t ∈ R} на U1

1 , где V t
1 – сужение

оператора V t на U1
1 . Так как U1

M = UM ∩ U1
1 по построению, оператор B1 в

силу теоремы 2.3.1 непрерывный,а полугруппа {U t : t ∈ R+} равномерно

ограничена, получим неравенство
τ∫

0

‖V t
1 ‖L(U1

1 ;U1
M ) dt ≤ const× ‖B1‖L(U1;F1)

τ∫
0

‖V t
1 ‖L(U1

1 ) dt <∞, τ ∈ R+.

(2.3.6)

Согласно неравенству Соболева [36], для полугруппы {W t : t ∈ R̄+}

справедлива оценка
τ∫

0

‖W t‖
L(domB2;

◦
W 1

2(D))
dt <∞. (2.3.7)

Пусть U1
α = Uα ∩ U1. Здесь U1 = U1

1 × U2. На основании неравенств

(2.3.6) и (2.3.7) справедлива

Лемма 2.3.3. При выполнении условий леммы 2.3.1 выполнено (2.3.7).

Теперь, учитывая условие (1.2.8), найдем оператор H. Для этого по-

строим проектор Q : F → F1. Согласно результатам работы [55], Q =

(I −Q0 −Q1)× I, где

Q0 =


0 0 0

0 0 Q23
0

0 0 0

 , Q1 =


0 0 Q13

1

0 0 Q23
1

0 0 0

 ,

при этом Q13
1 = ΣAA−1

κ A−1
κπB

−1
π , Q23

1 = ΠAA−1
κ A−1

κπB
−1
π , Q23

0 = −Q23
1 , а опе-

ратор Bπ – сужение оператора B на H2
π, причем в силу теоремы Банаха об
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обратном операторе оператор Bπ : H2
π → Hπ – топлинейный изоморфизм. Та-

ким образом, оператор H = H1⊗H2, где H1 = A−1
11 (I−Q0−Q1)F1, а H2 ≡ F2

(A11 – сужение оператора A1 на U1
1 ). Для оператора H справедливо утвер-

ждение, аналогичное теореме 2.3.4 для оператора F, т.е. H ∈ C∞(U1
M ;U1

α), где

U1
α = Uα ∩ U1.

Следовательно, все условия теоремы 1.2.2 выполняются. Итак, верна

Теорема 2.3.5. Пусть κ−1 /∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда при каждом u0 ∈ M, и

некотором T ∈ R+ существует единственная квазистационарная полутра-

ектория u = (uσ, 0, up, ub), являющаяся решением задачи (2.3.1), (2.3.2), при-

чем u(t) ∈M при t ∈ (0, T ).
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3. Численное моделирование течения вязкоупругой

электропроводной жидкости в магнитном поле Земли

3.1. Алгоритм численного исследования течения вязкоупругой

электропроводной жидкости в магнитном поле Земли

Рассмотрим процесс осесимметричного течения несжимаемой электро-

проводной вязкоупругой жидкости Кельвина – Фойгта в цилиндре конеч-

ной длины в магнитном поле Земли. Начально-краевая задача, описывающая

данный процесс, имеет вид:

(1− χ4)vt = ν4v − (v · ∇)v − 1

ρ
∇p− 2Ω× v +

1

ρµ
(∇× b)× b,

∇v = 0, ∇b = 0, bt = δ4b+∇× (v × b),
(3.1.1)

v(x, 0) = v0(x), b(x, 0) = b0(x), x ∈ D, (3.1.2)

v(x, t) = 0, b(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂D ×R+. (3.1.3)

Здесь v – скорость жидкости, b – индукция магнитного поля, p – гидроди-

намическое давление, χ – коэффициент упругости жидкости, Ω – угловая

скорость вращения жидкости, δ – магнитная вязкость жидкости µ – магнит-

ная проницаемость жидкости, ρ – плотность жидкости, Ω =
1

2
∇× v – угло-

вая скорость вращения жидкости, D ∈ R2 – цилиндр с достаточно гладкой

границей ∂D. В параграфе 2.3 с помощью теории полулинейных уравнений

соболевского типа доказана теорема существования и единственности реше-

ния указанной задачи. Для того, чтобы удовлетворить второму уравнению

(3.1.1), положим

v = ∇× ψ. (3.1.4)
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При этом ∇v = ∇ · (∇× ψ) ≡ 0 [29]. Подставляя (3.1.4) в (3.1.1), найдем

(1− χ4)∇× ψt = ν4(∇× ψ)−
(

(∇× ψ) · ∇
)
∇× ψ−

−1

ρ
∇p− 2Ω×∇× ψ +

1

ρµ
(∇× b)× b.

(3.1.5)

Здесь 2Ω = ∇× (∇× ψ) = ∇(∇ · ψ)−∆ψ [29]. Возьмем от уравнения (3.1.5)

операцию rot. С учетом ∇×∇p ≡ 0 [29], получим

∇×
[
(1− χ4)∇× ψt

]
= ν∇×

[
∆(∇× ψ)

]
−

−∇×
[(

(∇× ψ) · ∇
)
∇× ψ + 2Ω×∇× ψ − 1

ρµ
(∇× b)× b

]
.

(3.1.6)

Используя правила действия с оператором ∇ [29], запишем

∇×∇× ψ = ∇(∇ · ψ)−4ψ.

Тогда

∇×4
(
∇× ψ

)
= ∇×∆

(
∇× ψ

)
= ∇

[
∆(∇ · ψ)

]
−42ψ,

и уравнение (3.1.6) примет вид

∇(∇ · ψt)−4ψt − χ
[
∇
(

∆(∇ · ψt)
)
−42ψt

]
=

= ν
[
∇
(

∆(∇ · ψ)
)
−42ψ

]
−∇×

[(
(∇× ψ) · ∇

)
∇× ψ+

+
(
∇× (∇× ψ)

)
×∇× ψ − 1

ρµ
(∇× b)× b

]
.

(3.1.7)

Поскольку ∇b = 0, то вектор b можно представать в виде

b = ∇× A. (3.1.8)

Вектор-функция A называется векторным потенциалом магнитного поля. С

учетом выше сказанного запишем эквивалентную (3.1.1)-(3.1.3) следующую
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начально – краевую задачу
∂B(ψ)

∂t
= C(ψ,A),

∂G(A)

∂t
= M(ψ,A),

v = ∇× ψ, b = ∇× A.

(3.1.9)

∇× ψ(x, 0) = v0(x), ∇× A(x, 0) = b0(x), x ∈ D, (3.1.10)

∇× ψ(x, t) = 0, ∇× A(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂D ×R+. (3.1.11)

Здесь векторно – дифференциальные выражения, входящие в систему (3.1.9),

имеют вид:

B(ψ) ≡ ∇(∇ · ψ)−4ψ − χ
[
∇
(

∆(∇ · ψ)
)
−42ψ

]
,

C(ψ,A) ≡ ν
[
∇
(

∆(∇ · ψ)
)
−42ψ

]
−

−∇×
[(

(∇× ψ) · ∇
)
∇× ψ +

(
∇× (∇× ψ)

)
×∇× ψ

]
+

+
1

ρµ
∇×

[(
∇(∇ · A)−4A

)
× (∇× A)

]
,

(3.1.12)

G(A) ≡ ∇× A,

M(ψ,A) ≡ ∇×
[
(∇× ψ)× (∇× A)

]
.

(3.1.13)

Введем цилиндрическую систему координат (r, ϕ, z) с центром O на одной

из боковой поверхности цилиндра D и ось Oz совместим с осью цилиндра. В

дальнейшем, в силу осесимметричности течения жидкости, надо учитывать,

что
∂f

∂ϕ
≡ 0, где f любая функция, входящая в решение задачи.

Запишем векторно – дифференциальные операторы, входящие в систе-

му дифференциальных уравнений (3.1.9), в цилиндрической системе коорди-

нат

∇× ψ = −∂ψϕ
∂z

ir +
(∂ψr
∂z
− ∂ψz

∂r

)
iϕ +

(∂ψϕ
∂r

+
ψr
r

)
iz.
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∆ψ =
∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
.

∇
(
∇ · ψ

)
=

∂

∂r

(1

r

∂(rψr)

∂r
+
∂ψz
∂z

)
ir +

∂

∂z

(1

r

∂(rψr)

∂r
+
∂ψz
∂z

)
iz =

=
(∂2ψr
∂r2
− ψr
r2

+
1

r

∂ψr
∂r

+
∂2ψz
∂z∂r

)
ir +

( ∂2ψr
∂r∂z

+
1

r

∂ψr
∂z

+
∂2ψz
∂z2

)
iz.

∇
[
4
(
∇ · ψ

)]
=
( ∂
∂r
ir +

∂

∂z
iz

)[( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2

)(∂ψr
∂r

+
ψr
r

+
∂ψz
∂z

)]
=

=
(∂4ψr
∂r4

+
2

r

∂3ψr
∂r3
− 3

r2

∂2ψr
∂r2

+
3

r3

∂ψz
∂r
− 3ψr

r4
+

∂4ψz
∂r3∂z

+
1

r

∂3ψz
∂r2∂z

−

− 1

r2

∂2ψz
∂r∂z

+
∂4ψr
∂r2∂z2

+
1

r

∂3ψr
∂r∂z2

− 1

r2

∂2ψr
∂z2

+
∂4ψr
∂r∂z3

)
ir+

+
( ∂4ψr
∂r3∂z

+
2

r

∂3ψr
∂r2∂z

− 1

r2

∂2ψr
∂r∂z

+
1

r3

∂ψr
∂z

+
∂4ψz
∂r2∂z2

+
1

r

∂3ψz
∂r∂z2

+

+
∂4ψr
∂r∂z3

+
1

r

∂3ψr
∂r3

+
∂4ψz
∂z4

)
iz.

∆∆ψ =
( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2

)(∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2

)
=

=
∂4ψ

∂r4
+

2

r

∂3ψ

∂r3
− 1

r2

∂2ψ

∂r2
+

1

r3

∂ψ

∂r
+ 2

∂4ψ

∂r2∂z2
+

2

r

∂3ψ

∂r∂z2
+
∂4ψ

∂z4
.

∇×
[(

(∇×ψ) ·∇
)
∇×ψ

]
=
[( ∂2ψr
∂z∂r

− ∂
2ψz
∂r2

)∂2ψϕ
∂z2

+
( ∂3ψr
∂z2∂r

− ∂3ψz
∂z∂r2

)∂ψϕ
∂z
−

−
(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)(∂2ψr
∂z2

− ∂2ψz
∂z∂r

)
−
(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)(∂3ψr
∂z3

− ∂3ψz
∂z2∂r

)]
ir+

+
[
−
( ∂3ψϕ
∂z∂r2

+
1

r

∂2ψϕ
∂z∂r

− 1

r2

∂ψϕ
∂z

)(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)
+

+
(∂3ψϕ
∂r3

+
1

r

∂2ψϕ
∂r2

− 2

r2

∂ψϕ
∂r

+
2ψϕ
r3

)∂ψϕ
∂z
−

−
(∂2ψϕ
∂r2

+
1

r

∂ψϕ
∂r
− ψϕ
r2

)(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)
+
(∂2ψϕ
∂r2

+
1

r

∂ψϕ
∂r
− ψϕ
r2

)∂2ψϕ
∂z∂r

−
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−
(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)∂2ψϕ
∂z2

−
(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)∂3ψϕ
∂z3

+
∂2ψϕ
∂z2

∂2ψϕ
∂z∂r

+
∂ψϕ
∂z

∂3ψϕ
∂z2∂r

]
iϕ+

+
[(∂ψϕ

∂r
+
ψϕ
r

)(∂2ψr
∂z2

− ∂2ψz
∂z∂r

)
+

1

r

∂ψϕ
∂z

(∂2ψz
∂r2

− ∂2ψr
∂z∂r

)
+

+
(∂2ψϕ
∂r2

+
1

r

∂ψϕ
∂r
− ψϕ
r2

)(∂2ψr
∂z2

− ∂2ψz
∂z∂r

)
+
(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)( ∂3ψr
∂z2∂r

− ∂3ψz
∂z∂r2

)
+

+
(∂3ψz
∂r3

− ∂3ψr
∂z∂r2

)ψϕ
∂z

+
(∂2ψz
∂r2

− ∂2ψr
∂z∂r

)∂2ψϕ
∂z∂r

]
iz.

∇×
[(
∇× (∇× ψ)

)
×∇× ψ

]
=

=
[( ∂3ψr
∂z2∂r

− ∂3ψz
∂z∂r2

+
1

r

∂2ψr
∂z2

− 1

r

∂2ψz
∂z∂r

)∂ψϕ
∂z

+

+
( ∂2ψr
∂z∂r

− ∂2ψz
∂r2

+
1

r

∂ψr
∂z
− 1

r

∂ψz
∂r

)∂2ψϕ
∂z2

−
(∂3ψr
∂z3

− ∂3ψz
∂z2∂r

)(∂ψϕ
∂r

+
ψψ
r

)
−

−
(∂2ψr
∂z2

− ∂2ψz
∂z∂r

)(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)]
ir+

+
[( ∂3ψr
∂z2∂r

− ∂3ψz
∂z∂r2

+
1

r

∂2ψr
∂z2

− 1

r

∂2ψnz
∂z∂r

)(∂ψz
∂r
− ∂ψr

∂z

)
−

−
(∂3ψϕ
∂z3

+
∂3ψϕ
∂z∂r2

+
1

r

∂2ψϕ
∂z∂r

− 1

r2

∂ψϕ
∂z

)(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)
+

+
( ∂3ψϕ
∂z2∂r

+
∂3ψϕ
∂r3

+
1

r

∂2ψϕ
∂r2

− 2

r2

∂ψϕ
∂r

+
2ψϕ
r3

)∂ψϕ
∂z
−

−
( ∂2ψr
∂r∂z

− ∂2ψz
∂r2

+
1

r

∂ψr
∂z
− 1

r

∂ψz
∂r

)(∂2ψr
∂z2

− ∂2ψz
∂z∂r

)
−

−
(∂2ψϕ
∂z2

+
∂2ψϕ
∂r2

+
1

r

∂ψϕ
∂r
− ψϕ
r2

)(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)
+

+
(∂2ψϕ
∂z2

+
∂2ψϕ
∂r2

+
1

r

∂ψϕ
∂r
− ψϕ
r2

)∂2ψϕ
∂z∂r

+
( ∂3ψr
∂z2∂r

− ∂3ψz
∂z∂r2

)(∂ψr
∂z
− ∂ψz

∂r

)
+

+
(∂2ψr
∂z2
− ∂

2ψnz
∂z∂r

)(∂2ψnr
∂z∂r

− ∂
2ψnz
∂r2

)]
iϕ+

[(∂2ψnz
∂r2
− ∂

2ψnr
∂z∂r

− 1

r

∂ψnr
∂z

+
1

r

∂ψnz
∂r

)∂ψnϕ
∂z

+

+
(∂2ψr
∂z2

− ∂2ψz
∂z∂r

)(1

r

∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r2

)
+

+
(∂3ψz
∂r3

− ∂3ψr
∂z∂r2

− 1

r

∂2ψr
∂z∂r

+
1

r

∂2ψz
∂r2

+
1

r2

∂ψr
∂z
− 1

r2

∂ψz
∂r

)∂ψϕ
∂z

+

+
(∂2ψϕ
∂r2

+
1

r

∂ψϕ
∂r
−ψϕ
r2

)(∂2ψz
∂z∂r

− ∂
2ψr
∂z2

)
+
(∂2ψz
∂r2
− ∂

2ψr
∂z∂r

− 1

r

∂ψr
∂z

+
1

r

∂ψz
∂r

)∂2ψϕ
∂z∂r

+
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+
( ∂3ψr
∂z2∂r

− ∂3ψz
∂z2∂r

)(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)]
iz.

∇×
[(
∇(∇ · A)−4A

)
× (∇× A)

]
=
[( ∂3Ar

∂z2∂r
+

1

r

∂2Ar

∂z2
− 1

r

∂2Az

∂z∂r
−

− ∂3Az

∂z∂r2

)∂Aϕ

∂z
+
(∂2Ar

∂z∂r
+

1

r

∂Ar

∂z
− 1

r

∂Az

∂r
− ∂2Az

∂r2

)∂2Aϕ

∂z2
+

+
( ∂3Az

∂z2∂r
− 1

r2

∂Ar

∂z
− ∂3Ar

∂z3

)(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)
+

+
(∂2Az

∂z∂r
− Ar

r2
− ∂2Ar

∂z2

)(∂2Aϕ

∂z∂r
+

1

r

∂Aϕ

∂z

)]
ir−

−
[( ∂3Aϕ

∂z∂r2
+
∂3Aϕ

∂z3
+

1

r

∂2Aϕ

∂z∂r

)(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)
+

+
(∂2Aϕ

∂r2
+
∂2Aϕ

∂z2
+

1

r

∂Aϕ

∂r

)(∂2Aϕ

∂z∂r
+

1

r

∂Aϕ

∂z

)
+

+
( ∂3Ar

∂z2∂r
+

1

r

∂2Ar

∂z2
− 1

r

∂2Az

∂z∂r
− ∂3Az

∂z∂r2

)(∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
+

+
(∂2Ar

∂z∂r
+

1

r

∂Ar

∂z
− 1

r

∂Az

∂r
− ∂2Az

∂r2

)(∂2Ar

∂z2
− ∂2Az

∂z∂r

)
+

+
( ∂3Az

∂z∂r2
− ∂3Ar

∂z2∂r
− 1

r2

∂Ar

∂r
+

2Ar

r3

)(∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
+

+
(∂2Az

∂z∂r
− ∂2Ar

∂z2
− Ar

r2

)(∂2Ar

∂z∂r
− ∂2Az

∂r2

)
−
(∂3Aϕ

∂r3
+
∂3Aϕ

∂z2∂r
+

+
1

r

∂2Aϕ

∂r2
− 1

r2

∂Aϕ

∂r

)∂Aϕ

∂z
−
(∂2Aϕ

∂r2
+
∂2Aϕ

∂z2
+

1

r

∂Aϕ

∂r

)∂2Aϕ

∂z∂z

]
iϕ−

−
[( ∂3Ar

∂z∂r2
+

1

r

∂2Ar

∂z∂r
− 1

r

∂2Az

∂r2
− 1

r2

∂Ar

∂z
+

1

r2

∂Az

∂r
− ∂3Az

∂r3

)∂Aϕ

∂z
+

+
(∂2Ar

∂z∂r
+

1

r

∂Ar

∂z
− 1

r

∂Az

∂r
− ∂2Az

∂r2

)∂2Aϕ

∂z∂r
+

+
( ∂3Az

∂z∂r2
− ∂3Ar

∂z2∂r
− 1

r

∂Ar

∂r
+

2Ar

r3

)(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)
+

+
(∂2Az

∂z∂r
− ∂2Ar

∂z2
− Ar

r2

)(∂2Aϕ

∂r2
+

1

r

∂Aϕ

∂r
− Aϕ

r2

)
+

+
1

r

(∂2Ar

∂z∂r
+

1

r

∂Ar

∂z
− 1

r

∂Az

∂r
− ∂2Az

∂r2

)∂Aϕ

∂z
+
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+
1

r

(∂2Az

∂z∂r
− ∂2Ar

∂z2
− Ar

r2

)(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)]
iz.

∇× ψ = −∂ψφ
∂z

ir +
(∂ψr
∂z
− ∂ψz

∂r

)
iϕ +

(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)
iz.

∇×
[
(∇× ψ)× (∇× A)

]
=

=
[(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)∂Aϕ

∂z
+
(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)∂2Aϕ

∂z2
−

−
(∂2Aϕ

∂z∂r
+

1

r

∂Aϕ

∂z

)∂ψϕ
∂z
−
(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)∂2ψϕ
∂z2

]
ir+

+
[(∂2ψr

∂z2
− ∂2ψz
∂z∂r

)(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)
+
(∂ψr
∂z
− ∂ψz

∂r

)(∂2Aϕ

∂z∂r
+

1

r

∂Aϕ

∂z

)
−

−
(∂2ψϕ
∂z∂r

+
1

r

∂ψϕ
∂z

)(∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
−
(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)(∂2Ar

∂z2
− ∂2Az

∂z∂r

)
+

+
(∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)∂2ψϕ
∂z∂r

+
(∂2Ar

∂z∂r
− ∂2Az

∂r2

)∂ψϕ
∂z
−

−
( ∂2ψr
∂z∂r

− ∂2ψz
∂r2

)∂Aϕ

∂z
−
(∂ψr
∂z
− ∂ψz

∂r

)∂2Aϕ

∂z∂r

]
iϕ−

−
[(∂2ψϕ

∂r2
+

1

r

∂ψϕ
∂r
− ψϕ
r2

)∂Aϕ

∂z
+
(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)∂2Aϕ

∂z∂r
−

−
(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)∂2ψϕ
∂z∂r

−
(∂2Aϕ

∂r2
+

1

r

∂Aϕ

∂r
− Aϕ

r2

)∂ψϕ
∂z

+

+
1

r

(∂ψϕ
∂r

+
ψϕ
r

)∂Aϕ

∂z
− 1

r

(∂Aϕ

∂r
+
Aϕ

r

)∂ψϕ
∂z

]
iz.

Используя процесс дискретизации, систему дифференциальных урав-

нений в частных производных (3.1.9) конечно – разностным методом преоб-

разуем к системе обыкновенных дифференциальных уравнений по времени.

Для этого на области исследования D в сечении ϕ = ϕ0, рассмотрим мно-

жество точек Dhr,hz = {(ri, ϕ0, zk)}, Dhr,hz ∈ D, i = 1, Nr, k = 1, Nz, где hr,

hz определяют равномерные шаги сетки дискретизации по соответствующим
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осям цилиндрической системы координат. Обозначим через r0 радиус цилин-

дра, а через z0 его длину. Тогда конечно – разностный аналог начально –

краевой задачи (3.1.9) – (3.1.11) запишем в виде:

dŶ (ψik(t), Aik(t))

dt
= F̂ (ψik(t), Aik(t)),

vik(t) = Ĝ(ψik(t)), bik(t) = Ĝ(Aik(t)),

(3.1.14)

Ĝ
(
ψik(0)

)
= v0(ri, zk),

Ĝ
(
Aik(0)

)
= b0(ri, zk), (ri, ϕ0, zk) ∈ D,

(3.1.15)

Ĝ
(
ψik(t)

)
= 0, Ĝ

(
Aik(t)

)
= 0, (ri, ϕ0, zk, t) ∈ ∂D ×R+ (3.1.16)

Здесь

Ŷ (ψik(t), Aik(t)) =

 B̂
(
ψik(t)

)
Ĝ
(
ψik(t), Aik(t)

)
 ,

F̂ (ψik(t), Aik(t)) =

 Ĉ
(
ψik(t), Aik(t)

)
M̂
(
ψik(t), Aik(t)

)
 ,

ψik(t) = ψ(ri, zk, t), Aik(t) = A(ri, zk, t), B̂
(
ψik(t)

)
, Ĉ
(
ψik(t), Aik(t)

)
,

Ĝ
(
Aik(t)

)
, M̂

(
ψik(t), Aik(t)

)
являются конечно – разностными аналогами

выражений B(ψ), C(ψ,A), G(A), M(ψ,A) соответственно.

Для получения сеточных выражений B̂
(
ψik(t)

)
, Ĉ
(
ψik(t), Aik(t)

)
,

Ĝ
(
Aik(t)

)
, M̂
(
ψik(t), Aik(t)

)
надо аппроксимировать производные до четвер-

того порядка. Для этого в математической среде Maple написана программа,

позволяющая находить коэффициенты в алгебраических формулах аппрок-

симации производных необходимого порядка, используя заданное количество

узловых точек и определяющая порядок точности их аппроксимации.
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Для численного решения задачи Коши (3.1.14) – (3.1.16) используют-

ся алгоритмы, основанные на явных одношаговых формулах типа Рунге –

Кутты [39].

Алгоритм численного решения задачи (3.1.1) – (3.1.3) сводится к сле-

дующим этапам.

Этап 1. Вводя вектор-функции ψ и A соотношениями (3.1.4), (3.1.8), с

помощью векторно дифференциальной операции rot исключить гидродина-

мическое давление жидкости p из системы дифференциальных уравнений в

частных производных (3.1.1). В результате прийти к начально-краевой задаче

(3.1.9) – (3.1.11).

Этап 2. Используя процесс дискретизации конечно-разностным мето-

дом, преобразовать систему дифференциальных уравнений в частных про-

изводных (3.1.9) в систему обыкновенных дифференциальных уравнений

по времени (3.1.14). Провести дискретизацию граничных условий (3.1.10),

(3.1.11). В результате получить задачу Коши (3.1.14) – (3.1.16) для алгебро-

дифференциальной системы (3.1.14).

Этап 3. Получить приближенное решение задачи Коши (3.1.14) –

(3.1.16), используя явные одношаговые формулы типа Рунге – Кутты.

3.2. Описание программы численного решения

Данный метод был реализован в среде математического пакета Maple.

Написанная программа находит приближенное решение задачи Коши – Ди-

рихле, моделирующей течение вязкоупругой электропроводной жидкости в

магнитном поле. Позволяет численно исследовать изучаемый процесс при

изменении различных значений параметров задачи в широком диапазоне.
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Обобщенная схема алгоритма программы приведена на рис. 3.2.1.

Рис. 3.2.1. Обобщенная схема алгоритма программы.

Опишем алгоритм, подробнее.

Шаг 1. Вводятся значения коэффициентов χ, ν, ρ, µ, δ. Задаются

количество узлов дискретизации Nr, Nz области исследования D и находятся
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равномерные шаги сетки hr, hz по осям Or, Oz. Задаются начальные v0(r, z),

b0(r, z) и граничные условия.

Шаг 2. Нахождение коэффициентов в алгебраических формулах ап-

проксимации производных до четвертого порядка.

Шаг 3. На шаги 4 и 5 выполняются в цикле по i от первого до послед-

него временного слоя.

Шаг 4. Нахождение сеточные выражения B̂
(
ψik(t)

)
,

Ĉ
(
ψik(t), Aik(t)

)
, Ĝ

(
Aik(t)

)
, M̂

(
ψik(t), Aik(t)

)
и матрицы столбцы

Ŷ (ψik(t), Aik(t)), F̂ (ψik(t), Aik(t)).

Шаг 5. Используя одношаговые формулы Рунге – Кутты, нахождение

приближенное решение задачи (3.1.14) – (3.1.16). Для формул типа Рунге –

Кутты коэффициенты вычисляются по формуле

ki = hf

(
tn + αih, yn +

i−1∑
j=1

βij

)
,

где αi, βij взяты из статьи [39].

Шаг 6. Решение, полученное в узлах сетки для каждой из компонент

искомых функций, записывается в таблицы. По таблицам строятся графики

каждой компоненты.

Шаг 7. Вывод на экран дисплея найденное приближенное решение

задачи (3.1.1) – (3.1.3) в виде таблиц и графиков.

Программа �Численное моделирование течения вязкоупругой элек-

тропроводной жидкости в магнитном поле� предназначена для нахожде-

ния приближенного решения задачи Коши-Дирихле, моделирующей осесим-

метричное течение несжимаемой электропроводной вязкоупругой жидкости

Кельвина-Фойгта в цилиндре конечной длины в магнитном поле Земли. Про-

грамма написана на языке математического пакета Maple.
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Функциональное назначение

Программа �Численное моделирование течения вязкоупругой электро-

проводной жидкости в магнитном поле� предназначена для численного ис-

следования процесса осесимметричного течения несжимаемой электропро-

водной вязкоупругой жидкости Кельвина – Фойгта в цилиндре конечной дли-

ны в магнитном поле Земли. Пакет программ позволяет найти приближенное

решение задачи Коши-Дирихле, моделирующей исследуемый процесс, при

изменении различных значений параметров задачи в широком диапазоне. В

основной программе предусмотрены блоки ввода исходных данных, расчета

необходимых параметров процесса и вывода результатов расчета, как в виде

таблиц, так и в виде графических изображений.

Логическая структура программы

Опишем логическую структуру программы. В начале программы за-

пускается математический пакет Maple, в нем открываются исполняющие

файлы (расширение *.mws) и запускаются на выполнение. Непосредственное

изменение значений параметров, используемых в процессе численного иссле-

дования модели, в листинге главной программы перед ее запуском.

Порядок работы с пакетом программ:

1. Открытие главной программы в среде Maple.

2. Ввод данных.

3. Запуск на выполнение

Результатом работы пакета программ является табличное и графиче-

ское представление решения исследуемой задачи.
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3.3. Вычислительный эксперимент для математической модели те-

чения вязкоупругой электропроводной жидкости в магнитном

поле Земли

Используя пакет программ, написанный в среде Maple для исследова-

ния численного решения задачи нахождения скорости течения электропро-

водной жидкости и индуцированного магнитного поля проведены многочис-

ленные вычислительные эксперименты. В таблицах 1 – 6 приведены резуль-

таты приближенного решения начально – краевой задачи (3.1.1) – (3.1.3) при

следующих значениях параметров задачи χ = 2, 7 м/с2, ν = 0, 00328 м2/с,

µ = 1 ρ = 1000 кг/м3, δ = 0, 1, r0 = 0, 1 м, z0 = 0, 2 м. На рисунках 1 – 6,

соответсвующие графики компонент решения.

Вектор – функции v0(r, z) и b0(r, z) в начальных условиях (3.1.2) за-

давались виде v0 = ω0rir, b0 = br0ir, где ω0 = 0, 25 1/c, br0 = 0, 00005 Тл.

Начальные условия для вектор – функций ψ, A задавались в виде ψ(r, z, 0) =

0, 25ω0r(2zir − riz), A(r, z, 0) = −br0ziϕ.

Граничные и начальные условия для вектор – функций ψ и A имели

следующий вид:

ψ(r, z, t) = 0, A(r, z, t) = 0, (x, r, t) ∈ ∂D ×R+.

Проведенные вычислительные эксперименты показали вычислитель-

ную устойчивость разработанного алгоритма численного решения начально

– краевой задачи (3.1.1) – (3.1.3).
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Таблица 1: Радиальная составляющая индукции магнитного поля br = br(r, z, t∗)

r \ z 0,00 0,03 0,07 0,10 0,13 0,17 0,20

0,00 0,00005 0,00005 0,00005 0,00005 0,00005 0,00005 0,0

0,02 0,00005 0,000037 0,000029 0,000025 0,000023 0,000019 0,0

0,03 0,00005 0,000032 0,000021 0,000016 0,000013 0,000009 0,0

0,05 0,00005 0,000027 0,000016 0,000011 0,000008 0,000005 0,0

0,07 0,00005 0,000021 0,000010 0,000006 0,000004 0,000002 0,0

0,08 0,00005 0,000012 0,000005 0,000002 0,000002 0,000001 0,0

0,10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Таблица 2: Трансверсальная составляющая индукции магнитного поля bϕ = bϕ(r, z, t∗)

r \ z 0,00 0,03 0,07 0,10 0,13 0,17 0,20

0,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0,02 0,0 0,0000000311 0,0000000326 0,0000000277 0,0000000240 0,0000000155 0,0

0,03 0,0 0,0000000182 0,0000000250 0,0000000190 0,0000000188 0,0000000071 0,0

0,05 0,0 0,0000000012 0,0000000084 0,0000000091 0,0000000087 0,0000000009 0,0

0,07 0,0 -0,0000000102 -0,0000000024 0,0000000023 0,0000000021 -0,0000000005 0,0

0,08 0,0 -0,0000000099 -0,0000000035 0,0000000001 0,0000000003 -0,0000000001 0,0

0,10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Таблица 3: Осевая составляющая индукции магнитного поля bz = bz(r, z, t∗)

r \ z 0,00 0,03 0,07 0,10 0,13 0,17 0,20

0,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0,02 0,0 0,0000000002 0,0000000001 -0,0000000001 0,0000000001 -0,0000000005 0,0

0,03 0,0 0,0000000003 0,0000000000 -0,0000000001 0,0000000000 -0,0000000004 0,0

0,05 0,0 0,0000000001 0,0000000000 -0,0000000000 -0,0000000001 0,0000000001 0,0

0,07 0,0 -0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000 -0,0000000001 -0,0000000000 0,0

0,08 0,0 0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000 -0,0000000000 0,0000000001 0,0

0,10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
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Таблица 4: Радиальная составляющая скорости течения жидкости vr = vr(r, z, t∗)

r \ z 0,00 0,03 0,07 0,10 0,13 0,17 0,20

0,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0,02 0,0 0,0000341 -0,0000256 0,0000124 0,0000001 -0,0000962 0,0

0,03 0,0 -0,0000037 -0,0000432 0,0000455 -0,0000146 -0,0001775 0,0

0,05 0,0 -0,0000161 0,0000006 0,0000085 -0,0000220 -0,0000312 0,0

0,07 0,0 0,0000118 -0,0000059 0,0000047 -0,0000094 -0,0000427 0,0

0,08 0,0 0,0000240 -0,0000408 0,0000321 0,0000068 -0,0001432 0,0

0,10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Таблица 5: Трансверсальной составляющая скорости течения жидкости vϕ = vϕ(r, z, t∗)

r \ z 0,00 0,03 0,07 0,10 0,13 0,17 0,20

0,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0,02 0,0 0,0043346 0,0042290 0,0068445 0,0041265 0,0005924 0,0

0,03 0,0 0,0099041 0,0106864 0,0104223 0,0102435 0,0065793 0,0

0,05 0,0 0,0114041 0,0134179 0,0103383 0,0133596 0,0052806 0,0

0,07 0,0 0,0096802 0,0111023 0,0096645 0,0133596 0,0006218 0,0

0,08 0,0 0,0031571 0,0056702 0,0046582 0,0055238 -0,0031322 0,0

0,10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Таблица 6: Осевая составляющая скорости течения жидкости vz = vz(r, z, t∗)

r \ z 0,00 0,03 0,07 0,10 0,13 0,17 0,20

0,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0,02 0,0 -0,0001187 0,0000329 0,0000453 -0,0001281 0,0003038 0,0

0,03 0,0 -0,0000107 0,0000144 -0,0000142 0,00001039 0,00002863 0,0

0,05 0,0 0,0000437 -0,0000159 -0,0000163 0,0000447 -0,0000628 0,0

0,07 0,0 -0,0000280 -0,0000010 0,0000251 -0,0000527 0,0000675 0,0

0,08 0,0 -0,0000248 0,0000096 0,0000095 -0,0000252 0,0000022 0,0

0,10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
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Рис. 1. График поверхности радиальной составляющей индукции магнитного поля

br = br(r, z, t∗) (Тл) в момент времени t∗ = 3 с.

Рис. 2. График поверхности трансверсальной составляющей индукции магнитного поля

bϕ = bϕ(r, z, t∗) (Тл) в момент времени t∗ = 3 с.
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Рис. 3. График поверхности осевой составляющей индукции магнитного поля

bz = bz(r, z, t∗) (Тл) в момент времени t∗ = 3 с.

Рис. 4. График поверхности радиальной составляющей скорости течения жидкости

vr = vr(r, z, t∗) (м/с) в момент времени t∗ = 3 с.
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Рис. 5. График поверхности трансверсальной составляющей скорости течения жидкости

vϕ = vϕ(r, z, t∗) (м/с) в момент времени t∗ = 3 с.

Рис. 6. График поверхности осевой составляющей скорости течения жидкости

vz = vz(r, z, t∗) (м/с) в момент времени t∗ = 3 с.
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Заключение

Полученные результаты позволяют говорить о соответствии диссер-

тационной работы паспорту специальности 05.13.18. �Математическое моде-

лирование, численные методы и комплексы программ�. На основе метода

фазового пространства в данной работе проведено исследование математи-

ческих моделей несжимаемых вязкоупругих жидкостей Кельвина-Фойгта в

магнитном поле Земли различных порядков.

В диссертации получены следующие основные результаты, выносимые

на защиту:

В рамках развития качественных и приближенных аналитических

методов исследования математических моделей (п.2 паспорта специаль-

ности) получены:

– Достаточные условия однозначной разрешимости задачи Коши для

обобщенной модели динамики несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельви-

на – Фойгта ненулевого порядка в магнитном поле Земли, получено описание

фазового пространства;

– Достаточные условия однозначной разрешимости задачи Коши для

модели динамики несжимаемой вязкоупругой жидкости ненулевого порядка

Кельвина – Фойгта в магнитном поле Земли, получено описание фазового

пространства;

– Достаточные условия однозначной разрешимости задачи Коши для

модели динамики несжимаемой вязкоупругой жидкости нулевого порядка

Кельвина – Фойгта в магнитном поле Земли, получено описание фазового

пространства;

В рамках разработки, обоснования и тестирования эффективных вы-
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числительных методов с применением современных компьютерных техно-

логий получен:

– Алгоритм численного решения начально-краевой задачи для систе-

мы, моделирующей динамику несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельви-

на – Фойгта нулевого порядка в магнитном поле Земли;

В рамках реализации эффективных численных методов и алгорит-

мов в виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведе-

ния вычислительного эксперимента получена:

– Программа, реализующая алгоритм численного моделирования тече-

ния несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельвина – Фойгта нулевого по-

рядка в магнитном поле Земли.

Таким образом, в работе решены все поставленные выше задачи и до-

стигнута цель исследования.

Рекомендации по использованию научных выводов. Дальней-

шее развитие представленных в диссертации результатов может быть связано

с распространением разработанного алгоритма численного метода на случай

жидкости Кельвина – Фойгта более высокого порядка, на случай не осесим-

метричного течения жидкости или на более общий области. Разработанные

алгоритмы могут применяться для проведения исследований (вычислитель-

ных экспериментов) в соответствующих предметных областях. С теоретиче-

ской точки зрения, исследования могут быть продолжены и для других эво-

люционных гидродинамических моделей, а также с обобщением полученных

результатов на неавтономный случай и на стохастические модели магнито- и

гидродинамики.
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