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Обозначения и соглашения

1. Множества обозначаются заглавными буквами готического алфавита.
Множества с устоявшимися названиями будем обозначать общепринятыми
обозначениями:

N — множество натуральных чисел;
N0 — множество, состоящее из натуральных чисел и нуля;
R — множество действительных чисел и т.д.
2. Операторы обозначаются заглавными буквами латинского алфавита,

например:
L : U → F — оператор, действующий из пространства U в пространство

F, domL – область определения, imL – образ, а kerL – ядро оператора L.
L ∈ L(U;F) — линейный непрерывный оператор L, domL = U,
L ∈ Cl(U;F) — линейный, замкнутый и плотно определенный оператор

L, т.е. domL = U.
3. I и O — �единичный�, и �нулевой�операторы соответственно.
4. ρ(L) и σ(L) — резольвентное множество и спектр оператора L соответ-

ственно, причем L ∈ L(U) или L ∈ Cl(U).
5. Строчные букваы латинского или греческого алфавитов используются

для обозначения элементов множеств.
6. Контуры ориентированы �против часовой стрелки� и ограничивают

при этом область, лежащую �слева�.
9. В рамках диссертации принята тернарная нумерация определений, утвер-

ждений и формул.
10. ДИ – динамические измерения.
11. СЛТ – система леонтьевского типа.
12. ИУ – измерительное устройство.
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Введение

Актуальность темы исследования

В различных областях научной и практической деятельности усиливают-
ся требования к качеству измерений исследумых процессов на основе на-
блюдений (в метрологии [90], энергетике [22], геофизике [36] и др.). Неотъ-
емлемой составляющей при решении таких задач является использование
математических моделей, имеющих высокую степень адекватности на всех
этапах работы с ними. Вместе с тем возрастает сложность объектов моде-
лирования – систем и процессов, растет зависимость качества технических
и экономических решений от учтенности внешних воздействий. В теории
динамических измерений (ДИ) высокая стоимость натурных измерений ак-
туализирует теоретические и прикладные исследования. Диссертационная
работа посвящена решению задачи восстановления динамически искажен-
ных сигналов на основе развития методов математического моделирования
оптимального динамического измерения, позволяющего учитывать не толь-
ко инерционность измерительного устройства (ИУ), но и помех различной
природы с последующей разработкой численных методов и комплексов про-
грамм.

В теории динамических измерений выделяют три основные задачи — од-
ну прямую и две обратные [18]. Прямая задача есть определение отклика
ИУ с известными динамическими свойствами на заданное входящее воздей-
ствие. Первая обратная задача заключается в определении динамических
свойств ИУ по известным испытательному воздействию и отклику ИУ на
него. Вторая обратная задача состоит в восстановлении входного воздей-
ствия по известным динамическим свойствам ИУ и его отклику на искомое
воздействие. При этом используется два подхода: 1) определение динамиче-
ских характеристик, значимых при выборе средств измерений и определение
влияния оценки погрешности измерений на искажение сигнала [17], [21], [40],
[113], решение ряда задач управления динамическими системами [105]; 2) мо-
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делирование структуры ИУ, использование разных режимов ее изучения [3],
[27], [70] для достижения близости значений наблюдаемых сигналов модели
датчика и реального ИУ, что позволяет определять входящий сигнал моде-
ли датчика, наболее точно отражающий входящий сигнала ИУ. В данной
диссертации исследуется вторая обратная задача ДИ.

В ходе первых десятков лет своего развития теория ДИ использовала в
качестве основных математических методов при исследовании задач восста-
новления динамически искаженных сигналов теорию обратных задач. На-
пример, задачи идентификации входов динамических систем исследованы
С.А. Аникиным [1], [2] с использованием методов регуляризации с оцен-
кой их погрешности. При этом рассматриваются модели с невырожденной
матрицей при производной в системе дифференциальных связей, что суще-
ственно сужает круг рассматриваемых задач. В данной работе предлагает-
ся общий подход, при котором используемые методы решения могут быть
применены как в случае невырожденности, так и вырожденности матри-
цы при производной. Кроме того, на конкретных примерах обосновывает-
ся существование измерительных систем, описываемых дифференциально-
алгебраическими системами с постоянными коэффициентами или системами
леонтьевского типа (СЛТ). Подчеркнем, что в данной работе при решении
обратной задачи ДИ используется прямая математическая задача.

В работе А.В. Ильина, С.К. Коровина и В.В. Фомичева [26] рассматрива-
ются вопросы погрешности измерения выхода системы, устойчивость рабо-
ты алгоритмов при наличии параметрических возмущений или неточности
в работе элементов системы, решаются вопросы робастного обращения ди-
намических систем. При этом используемые методы исследования связаны
с приведением динамических систем к определенному каноническому виду.
Одним из начальных этапов является определение точек спектра матриц
системы, а это сложная математическая задача, требующая дополнитель-
ного математического анализа или условий. В данной диссертации методы
решения не требуют нахождения точек спектра матриц, что существенно
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облегчает алгоритм решения задач ДИ.
Многие подходы исследования задач ДИ базируются на методах теории

автоматического управления [94]. Следут отметить структурные отличия си-
стем автоматического управления от измерительных систем: 1) входной сиг-
нал первичного преобразователя (датчика) недоступен для непосредствен-
ного измерения или для его коррекции; 2) отсутствие возможности охва-
та ИУ обратными связями. В связи с чем прямое заимствование методов
теории автоматического управления невозможно в измерительных системах
(примером может служить модальное управление, при котором нужный ха-
рактер переходных процессов достигается за счет обеспечения необходимого
расположения на комплексной плоскости корней характеристического поли-
нома). При этом идея модального управления может быть реализуема при
создании в измерительной системе специфических структур корректирую-
щих устройств. Здесь необходимо отметить результаты челябинской научной
школы по ДИ [94], в которой исследуется ИУ с модальным управлением ди-
намическими характеристиками на основе модели датчика, предложенная
профессором А.Л. Шестаковым [90] и исследуемая его учениками [70], [91].
Разработанные методы позволили определять измеряемый сигнал по наблю-
даемому (применение скользящего режима, адаптация параметров измери-
тельной системы и т.д.) [3].

Совместные междисциплинарные исследования А.Л. Шестакова и
Г.А. Свиридюка позволили предложить новый оригинальный подход к вос-
становлению динамически искаженных сигналов [92]. В качестве модели ИУ
рассматривается СЛТ с начальным условием Шоуолтера–Сидорова, а для
достижения близости значений виртуальных наблюдений и наблюдений ре-
ального датчика применены методы теории оптимального управления. В
результате определяемое виртуальное измерение – входящий сигнал моде-
ли является решением математической задачи оптимального управления, а
получаемое при этом оптимальное динамическое измерение наболее точно
отражает входящий сигнала датчика. Новый подход, спустя несколько лет,
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получил название теории оптимальных динамических измерений.
Численное исследование задач оптимального динамического измерения с

разработкой алгоритмов программ проведено в работах Е.И. Назаровой и
А.В. Келлер [34]. В них рассмотрены модели оптимальных динамических
измерений, учитывающие только инерционность ИУ.

При изучении динамических процессов, измерений их параметров, без-
условно, необходимо учитывать не только собственные динамические свой-
ства объектов (к которым и относится инерционность ИУ), но и параметры
внешних возмущений, помех при измерении и наблюдении, например [77],
[24]. В данной диссертационной работе развиваются методы теории опти-
мальных динамических измерений для обеспечения учета помех различной
природы.

Создателями теории оптимальных динамических измерений – А.Л. Шес-
таковым и Г.А. Свиридюком – была предложена математическая модель
учитывающая и резонансы, возникающие в цепях ИУ [119]. Однако, она со-
держала неточность, которая в рамках данного диссертационного исследо-
вания устранена. Кроме того, в работе рассмотрены различные математиче-
ские модели оптимальных динамических измерений с детерминированными
помехами, возникающих на выходе ИУ. Для численного исследования этих
моделей потребовались разработка нового метода и алгоритма программы
для проведения вычислительных экспериментов.

Отметим, что методы теории динамических измерений находят свое при-
менение в решении не только инженерных, но и экономических задач. Кро-
ме того, также используются методы теории автоматического управления
как при построении, так и анализе динамических моделей экономики произ-
водства [83]. Подчеркнем, что при этом исследуются не обратная задача, а
прямая – определение выхода по известному входу экономической системы.
В [53] предложена математическая модель восстановления воронки поку-
пательского поведения: по задаваемым плановым финансовым показателям
(на основе наблюдаемого платежеспособного спроса) определяется поток по-
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тенциальных покупателей, который требуется привлечь в экономическую
систему. Однако, эта модель не учитывает возможные сезонные колебания
спроса. В данном диссертационном исследовании предложена модель, купи-
рующая этот недостаток.

Учитывая все вышесказанное, актуальным является разработка числен-
ных методов и алгоритмов программ для исследования математических мо-
делей оптимальных динамических измерений с учетом детерминированных
помех.

Постановка задачи

Пусть L и A – квадратные матрицы порядка n (при моделировании может
быть получен случай, когда detL = 0), матрица A – (L, p)-регулярна [8],
u : [0, τ ]→ Rn, система уравненийLẋ = Ax+Bu+Gς,

y = Cx+Dη
(0.1)

описывает ИУ, где x(t) – вектор-функция его состояния, ẋ(t) – вектор-
функция скорости изменения состояния соответственно; y(t) – вектор-функ-
ция наблюдений; L – матрица взаимовлияния скоростей состояния ИУ, A
– матрица состояний ИУ; B – матрица, характеризующая влияние и вза-
имосвязи измерения на состояние ИУ; и G – матрицы, характеризующая
влияние и взаимосвязи помех в цепях ИУ на состояние ИУ; C – матрица,
характеризующая связь между состоянием ИУ и наблюдением; и D – мат-
рица, харктеризующая влияние и взаимосвязи помех на выходе ИУ ; u(t)

– вектор-функция измерения; η(t) – вектор-функция помех на выходе ИУ;
ς(t) – вектор-функция помех в цепях ИУ.

Начальное условие Шоуолтера–Сидорова [63][
(αL− A)−1 L

]p+1

(x(0)− x0) = 0 (0.2)

при некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(A) отражает начальное состояние ИУ.
Уже отмечалось, что одной из основных задач теории динамических из-

мерений является восстановление измеряемого сигнала u = u(t) по наблю-
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даемому y = y(t) [17], [21], [27]. Эффективность применяемых при этом ме-
тодов основывается на достижении близости значений сигналов на выходе
реального датчика и его виртуальной модели, так как в этом случае значе-
ния на входе будут также незначительно различаться. Именно в этой идее
заключается использование и, в конечном итоге, определение вида функцио-
нала штрафа в моделях оптимального динамического измерения. Рассмат-
ривая задачу на промежутке [0, τ ] введем в рассмотрение пространство со-
стояний χ = {x ∈ L2 ((0, τ) ,Rn) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ,Rn)}, пространство изме-
рений U =

{
u ∈ L2 ((0, τ),Rn) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),Rn)

}
и пространство на-

блюдений Y = C[χ].
Вид функционала обусловлен, прежде всего, постановкой задачи дина-

мического измерения, типом информации, позволяющей моделировать де-
терминированные помехи. Так, при наличии детерминированных помех на
выходе ИУ функционал штрафа имеет вид

J(u) =
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥Sy(q)(u, t)− Sy(q)
0 (t)

∥∥∥2

dt (0.3)

При наличии детерминированных помех на входе и выходе ИУ функционал
штрафа имеет вид

J(u) = α

1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥S(x(q)(u, ς, t))−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈Fq(u+ ς)(q)(t), (u+ ς)(q)(t)〉dt, (0.4)

где y0(t) = col(y01(t), y02(t), . . . , y0r(t)) – наблюдения, получаемые в ходе на-
турного эксперимента, Sy0(t) – те наблюдения, по которым проводится вос-
становления динамически искаженного сигнала; y(t) – виртуальные наблю-
дения, получаемые в ходе математического моделирования процесса восста-
новления динамически искаженных сигналов, Sy(t) – те виртуальные наблю-
дения, по которым восстановливается динамически искаженные измерения
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при моделировании процесса; y0(t) – наблюдения, получаемые в ходе на-
турного эксперимента при нулевых значениях измеряемых сигналов, Sy(t)

– те наблюдения (при нулевых значениях измеряемых сигналов), по кото-
рым проводится восстановление сигнала. Коэффициенты α ∈ (0, 1], β ∈ R+,
α + β = 1, Fq – симметричные неотрицательно определенные матрицы по-
рядка n, ||·|| и 〈·, ·〉 – евклидовы норма и скалярное произведение в Rn.

Отметим, что Y изоморфно некоторому подпространству в χ, хотя не
всегда Y = χ. Определим в U множество допустимых измерений U∂, явля-
ющееся компактным выпуклым подмножеством. В качестве U∂ примем

U∂ = {u ∈ U :
θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u(q)(t)
∥∥∥2

dt ≤ d}, (0.5)

где d = const.
Поставим задачу оптимального динамического измерения с учетом де-

терминированных помех и инерционности ИУ: найти вектор-функцию изме-
рения v ∈ U∂, минимизирующую значение функционала штрафа (0.3) (или
(0.4)), т.е.

J(v) = min
u∈U∂

J(u), (0.6)

при этом x(v) ∈ χ удовлетворяет системе (0.1) почти всюду на (0, τ) и при
некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(M) – условию Шоуолтера–Сидорова (0.2)

Задачи оптимального динамического измерения с учетом детерминиро-
ванных помех при различной априорной информации позвявляют строить
различные математические модели задачи восстановления динамически ис-
каженного сигнала [126]. В данной диссертационной работе исследуются три
такие модели.

Степень разработанности темы исследования

Данная диссертация базируется на нескольких направлениях научных ис-
следований: теории динамических измерений, теории уравнений соболевско-
го и систем леонтьевского типов, теории оптимального управления, числен-
ных методов решения задач оптимального управления для СЛТ. Степень
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разработанности темы исследования неразраыно связана с названными на-
учными направлениями.

Несмотря на то, что первая работа в области динамических измерений
была написана в 1909 году А.Н. Крыловым [38], становление теории ДИ как
специального раздела метрологии началось в России в конце 70-х годов про-
шлого века. Методы восстановления динамически искаженного сигнала на
основе регуляризации А.Н. Тихонова [74] приводили к использованию обрат-
ного преобразования Фурье, именно такие подходы представленны в рабо-
тах Г.И. Василенко [12], Г.Н. Солопченко [72], О.В. Гулинского [19]. Методы
восстановления динамически искаженного сигналана на основе численного
решения интегрального уравнения свертки рассмотрены в работах А.Ф. Вер-
ланя, B.C. Сизикова [13]. Судя по публикациям, за рубежом исследования в
этой области не велись в то время.

В конце 80-х годов прошлого века А. Л. Шестаковым [90] для изучения
второй обратной задачи ДИ в качестве динамической модели ИУ была пред-
ложена следующая система:  ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(0.7)

где x = col (x1, . . . , xn) и ẋ = col (ẋ1, . . . , ẋn) – вектор-функции состояния
и скорости изменения состояния ИУ соответственно, начальное состояние
обычно принимается нулевым x(0) = col(0, . . . , 0); u = col (u1, . . . , um) и
y = col (y1, . . . , yl) – вектор-функции измерения и наблюдения; матрицы A,
B, C характеризуют ИУ.

В рамках данного диссертационного исследования показано, что слож-
ные измерительные системы представимы в виде модели леонтьевского типа
[138]. В работах [34], [35], [52] система (0.7) исследовалась как СЛТ

Lż = Mz +Du, (0.8)

с учетом того, что она представляет собой конечномерный аналог уравнения
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соболевского типа
Lẋ = Mx+ f, (0.9)

где L ∈ L(X,F), M ∈ Cl(X,F), f – некоторая вектор-функция, а X и F – ба-
наховы пространства [124]. Это позволило заложить в основу исследования
и математической модели ИУ, и задачи оптимального динамического изме-
рения методы теории вырожденных (полу)групп, разработанной Г. А. Сви-
ридюком [124] и развиваемой его учениками [29], [32], [39], [78], [47], [64]. В
настоящее время работы по исследованию уравнения (0.8) проводятся и в
нашей стране [20], [58], [67], [68], [69], [79], [110], [116], [117], и за ее предела-
ми [100], [101], [103], [104], [106], [107], [111], [112]. Прежде всего это связано
с наличием большого числа приложений [28], [73], [31], [122], [34].

Данная работа стала одним из результатов интеграции методов научных
школ А.Л. Шестакова и Г. А. Свиридюка, ими впервые была сформули-
рована вторая обратная задача ДИ как задача оптимального управления
решениями СЛТ [93]. Безусловно, успешные результаты исследования задач
оптимального управления в Челябинской школе уравнений соболевского ти-
па позволили начать исследования задач ДИ. В статьях Г.А. Свиридюка и
А.А. Ефремова [23], [60] была впервые поставлена и исследована задача оп-
тимального управления решениями уравнения (0.9) с начальным условием
Коши

x(0) = x0. (0.10)

Дальнейшее развитие данное направление исследований получило в работах
Н.А. Манаковой [47], [48], М.В. Плехановой [80]. В.Е. Федоров и О.А. Рузако-
ва рассмотрели вопросы управляемости решениями уравнений соболевского
типа [56]. В [55] доказано существование единственного решения в гильберто-
вых пространствах задач стартового, жесткого, стартового жесткого управ-
ления для уравнений соболевского типа с начальным условием Шоуолтера
– Сидорова (0.2).

Развитие математических методов позволило начать и численные иссле-
дования [76], [109], [113], [123], в том числе и во многих направлениях при-
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кладных задач [28], [57]. Численные исследования задачи Коши для СЛТ
типа были проведены в работах Г.А. Свиридюка и С.В. Брычева [8], [61], а
затем численные исследования задачи оптимального управления для СЛТ
с начальным условием (0.10) – в работах Г.А. Свиридюка и И.В. Бурлачко
[11], [62]. Однако использование начального условия Коши требовало выпол-
нения условия согласования начальных данных, что затрудняло применение
результатов на практике. Успешные результаты исследований уравнений со-
болевского типа, а затем и СЛТ с начальным условием Шоуолтера позволи-
ли сделать еще один шаг и в развитии численных методов, так как позволили
снять необходимость проверки согласования начальных данных.

Отметим, что начальное условие

L(x(0)− x0) = 0, (0.11)

для уравнения (0.9) было введено, а затем изучена задача (0.9), (0.11) Р.Е.Шо-
уолтером [120], [121] и Н.А. Сидоровым [65], [66] независимо друг от друга.
Именно поэтому начальную задачу (0.9), (0.11) стало принятым называть
задачей Шоуолтера – Сидорова [59], [63].

Отметим результаты исследований иркутсткой математической школы,
представители которой развивают методы решения начальных задач для
вырожденных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, напри-
мер, работы Ю.Е. Бояринцева [5], В.Ф. Чистякова [86], М.В. Булатова [9],
[10], А.А. Щегловой [98]. В монографии Ю.Е. Бояринцева и В.Ф. Чистякова
[6] изучаются алгебро-дифференциальные системы вида (0.9) с вырожден-
ной матрицей L(t) при всех t ∈ [0, T ]. В работах В.Ф. Чистякова [85], [87],
[88], посвященых исследованию решений задачи

L(t)ẋ = f(x, t), x(t0) = x0, (0.12)

отмечено, что она имеет решения не для любого начального вектора x0. Для
исследования задачи (0.12) вводится понятие допустимого начального усло-
вия x0 и критерий «ранг-степень», который заключается в том, что степень
ненулевого многочлена det(λL−A) равна рангу матрицы L. Использование
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критерия позволило доказать теоремы о существовании и единственности
решения задачи (0.12) в предположении, что индекс пучка матриц не пре-
вышает двух.

В Воронежской научной школе в рамках исследования задач оптимально-
го управления линейными системами вида (0.9) в гильбертовом простран-
стве Г.А. Куриной получены достаточные условия существования ограни-
ченного обратного оператора для линейного оператора при производной
[42]. Обратимость исследуемого оператора используется для доказательства
однозначной разрешимости двухточечной краевой задачи, возникающей из
условий оптимальности управления.

Дескрипторная система

Lẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

при условии
rankL < n,

где n – порядок квадратных матриц L, A, B, изучена P.C. Müller [114], [115].
Исследована задача оптимального управления с функционалом штрафа ви-
да

J =
1

2

∞∫
0

[
x

u

]T [
QZ

ZT R

][
x

u

]
dt→ min

u

где

R > 0,

[
QZ

ZT R

]
≥ 0.

Для приведенной задачи предложен алгоритм решения, который базируется
на сведении пучка (sE−A) к канонической форме Кронекера–Вейерштрасса.

Задачи оптимального управления для распределенных систем, описыва-
емых некорректными краевыми задачами, исследованы Ж.-Л. Лионсом [46]
и А.В. Фурсиковым [81]. При этом для установления разрешимости задачи
используются свойства функционала штрафа.
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Первые численные исследования моделей межотраслевого баланса как
систем леонтьевского типа проведены в работах Г.А. Свиридюка, С.В. Бры-
чева и И.В. Бурлачко [8], [61]. В [11], [62] проведено численное исследование
одной задачи оптимального управления для СЛТ с начальным условием
(0.10). Подчеркнем, что в названных работах исследовались динамические
балансовые модели, исследование которых, начавшись более 40 лет назад
[15], по-прежнему активно ведется [37], [49], [75], [96], [97].

Несколько лет назад численные методы решения класса задач оптималь-
ного управления с начальным условим Шоуолтера–Сидорова были разра-
ботаны в работах А.В. Келлер [30], [33], причем важным результатом ста-
ло доказательство сходимости приближенных решений к точному [32]. Для
численного исследования задач оптимального динамического измерения ал-
горитм был модифицирован Е.И. Назаровой, и поиск оптимального динами-
ческого измерения осуществлялся в виде

u`(t) = col

(∑̀
j=0

a1jt
j,
∑̀
j=0

a2jt
j, . . . ,

∑̀
j=0

anjt
j

)
. (0.13)

Представление (0.13) позволяет через коэффициенты aij, i = 1, n, j = 0, `

выразить x(t), а значит, и функционал штрафа задачи оптимального ди-
намического измерения. После чего возможно применить алгоритм поиска
минимума функции нескольких переменных относительно aij при нахожде-
нии наименьшего значения функционала качества [34]. Вместе с тем, данные
алгоритмы требовали значительного машинного времени, вопросы эффек-
тивного использования которого рассматриваются многими исследователя-
ми [43]. Отметим также, что в различных алгоритмах используются идеи
медода покоординатного спуска [33], [34], [44].

Отметим, что в теории автоматического управления также рассматрива-
лись квадратичные функционалы, содержащие ошибку наблюдения и ее про-
изводную, и активно исследовались, возникающие в связи с этим, вопросы
устойчивости. Одной из первых работ, в которых рассматривался критерий
суммарной квадратичной погрешности, является статья А.А. Харкевича [82].
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В ней описываются методы оценки искажений, вносимых линейными систе-
мами. В 50-е годы интегральные критерии квадратичной погрешности стали
использоваться для: 1) поиска оптимальных параметров системы, модели-
рующей динамику системы, 2) решения задачи синтеза регулятора. Здесь
следует отметить работы Х. Боде, К. Шеннона [4], В.В. Солодовникова [71],
Д. Ньютона, Л. Гулда, Д. Кайзера [54], Ш. Чанга [84], К. Мерриема [51],
А.Брайсона, Хо Ю-Ши [7]. В основе путей решения лежат переход в частот-
ную область, использование спектров возмущающих воздействий и формул
для квадрата отклонений, позволивших свести задачу поиска наилучшего
оператора к задаче поиска функции, доставляющей экстремум среднеквад-
ратичному функционалу.

Функционалы штрафа, используемые в различных моделях оптималь-
ных динамических измерений в рамках данного исследования, построены на
необходимости достижения близости реальных наблюдений и виртуальных
наблюдений, а также близости скоростей их изменения. Кроме того, функ-
ция состояния x(t) выражается через функцию измерения, что позволяет
определить минимум функционала штрафа (0.3) ((0.4)) [93] относительно
коэффициентов полиномов в (0.13) как минимум функции нескольких пере-
менных.

Целью диссертационного исследования является численное исследование
класса математических моделей оптимального динамического измерения с
детерминированными помехами с разработкой численных алгоритмов и их
реализацией в виде программного комплекса.

Для достижения данной цели необходимо реализовать следующие задачи:
1. Разработать методику представления математической модели сложной

измерительной системы в виде системы леонтьевского типа.
2. Провести аналитическое исследования ряда математических моделей

оптимального динамического измерения, позволяющиее рассмотреть раз-
личные случаи детермиированных помех в технических и экономических
задачах динамических измерений.
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3. Разработать численный метод решения задачи оптимального динами-
ческого измерения с учетом инерционности ИУ и детерминированных помех.

4. Реализовать предложенный численный метод в виде программного
комлекса с использованием алгоритма распараллеливания.

5. Провести вычислительные эксперименты для подтверждения эффек-
тивности предложенных методов и алгоритмов.

Научная новизна результатов

В области математического моделирования: В диссертационной рабо-
те впервые: предложена методика представления математической модели
сложной измерительной системы, содержащей несколько измерительных уст-
ройств, в виде системы леонтьевского типа, позволяющей учитывать связи
между устройствами в виде алгебраических уравнений; проведено исследо-
вание математической модели оптимального измерения с инерционностью и
резонансными помехами на выходе ИУ, математической модели оптималь-
ного динамического измерения с инерционностью и детерминированными
помехами при известной фоме измеряемой величины, математической моде-
ли оптимального динамического измерения с инерционностью и резонанс-
ными помехами на выходе и в цепях ИУ, потребительского потока на основе
балансовой модели предприятия и оптимальных динамических измерений
продаж. Исследована разрешимость задач оптимальных измерений в рам-
ках исследования указанных математических моделей. Показано значение
множества допустимых измерений в математической модели оптимального
динамичеcкого имерения.

В области численных методов: Модифицированы численные методы ре-
шения задач оптимального управления для систем леонтьевского типа: при-
ближенное оптимальное измерение находится в виде тригонометрических
полиномов, в связи с этим переработаны все процедуры численного метода;
введено новое условие критерия останова алгоритма, связанное со множе-
ством допустимых измерений, при этом допускается использование ограни-
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чений множества допустимых измерений на различных временных проме-
жутках в пределах основного интервала измерений. Показана сходимость
модифицированного численного метода решения задачи оптимального из-
мерения с учетом инерционности и резонансов в цепях ИУ.

В области комплексов программ: разработан программный комплекс,
позволяющий: проводить вычислительные эксперименты как на модельных
так и реальных данных; использованы методы параллельных вычислений в
процедуре поиска оптимального измерения.

Теоретическая и практическая значимость работы

Значимость диссертационного исследования обусловлена решением акту-
альных задач динамических измерений с применением современного мате-
матического аппарата. Полученные результаты развивают теории оптималь-
ных динамических измерений, уравнений соболевского типа, оптимального
управления и межотраслевого баланса. Разработанные численные методы
позволяют применять распараллеливание вычислений, что создает основу
для дальнейшего развития моделирования в технике и экономике на основе
решения задач динамического измерения. Результаты исследования значи-
мы в рамках решения проблем восстановления динамически искаженных
сигналов. Показано, что при моделировании сложных измерительных си-
стем, может быть получена дескрипторная система с постоянными коэффи-
циентами – система леонтьевского типа. Это позволяет расширить примени-
мость разработанных методов как при конструировании различных слож-
ных датчиков и измерительных систем, так и при их калибровке и коррек-
тировке. Представленные результаты вычислительных экспериментов свиде-
тельствуют об адекватности проведенного математического моделирования
и эффективности выбранного численного метода решения задач оптималь-
ного измерения с учетом инерционности и помех различной природы, что
создает основу для дальнейшего развития численных исследований моделей
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динамических систем. Предложенный алгоритм позволил повысить эффек-
тивность программы по количеству затрачиваемого на поиск решения ма-
шинного времени по сравнению с ранее используемыми, при этом показана
сходимость приближенных решений к точному.

Методология и методы исследования

В работе используются следующие методы исследования: моделирова-
ние с использованием системного подхода, математический или абстрактно-
логический, эмпирический с использованием проектного подхода и вычис-
лительных экспериментов.

В работе используются методы теории динамических измерений, теорий
вырожденных (полу)групп и оптимального управления для уравнений со-
болевского типа и систем леонтьевского типа, численные методы решения
задач жесткого и оптимального управления для систем леонтьевского ти-
па, методы покоординатного спуска с памятью, методы распараллеливания
вычислений.

Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие результаты данного диссертационного
исследования:

– в рамках развития качественных и приближенных аналитических
методов исследования математических моделей качественно исследован
класс математических моделей оптимального динамического измерения, поз-
воляющий рассмотреть различные случаи детерминированных помех в тех-
нических и экономических задачах динамических измерений; разработан ме-
тод математического моделирования сложных измерительных систем с при-
ведением примера такого устройства, реализующего итерационный принцип
в динамических измерениях; проведено исследование значимости множества
допустимых измерений в процессе решения задач динамических измерений;

– в рамках разработки, обоснования и тестирования эффективных вы-
числительных методов с применением современных компьютерных тех-
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нологий разработан численный метод решения задач оптимального измере-
ния с учетом инерционности ИУ и помех различной природы, показана схо-
димость получаемых приближенных решений к точному; предложена схема
распараллеливания основной вычислительной процедуры;

– в рамках реализации эффективных численных методов и алгоритмов
в виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения
вычислительного эксперимента разработан программный комплекс, напи-
санный на языке программирования C++; проведены вычислительные экс-
перименты, подтверждающие эффективность предложенных алгоритмов и
адекватность проведенного моделирования.

Степень достоверности результатов

Достоверность научных результатов и выводов обеспечены корректным
использованием методов математического моделирования, согласованием ре-
зультатов вычислительных экспериментов с модельными примерами; объе-
мом апробации и представления этапов работы на научных конференциях
и семинарах. Результаты и выводы не противоречат ранее полученным ре-
зультатам других авторов. Все результаты, выносимые на защиту, опубли-
кованы.

Апробация результатов

Результаты диссертации были представлены на Международной научно-
практической конференции �Измерения: состояние, перспективы развития�

(Челябинск, 2012), Международной научной конференции �Дифференци-
альные уравнения, функциональные пространства, теория приближений� (Но-
восибирск, 2013), Международной летней математической школе памяти
В.А. Плотникова (Одесса, Украина, 2013), Международной конференции
�Полугруппы операторов: теория и приложения� (Бедлево, Польша, 2013),
XII Всероссийском совещании по проблемам управления (Москва, 2014), На-
циональном научном симпозиуме с международным участием �Метрология
и метрологическое обеспечение� (Созополь, Болгария, 2014).
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Результаты докладывались на семинарах �Уравнения соболевского ти-
па� профессора Г.А. Свиридюка в Южно-Уральском государственном уни-
верситете (г. Челябинск), на семинаре под руководством профессора С.И. Кад-
ченко в Магнитогорском государственном техническом университете им. Г.И.
Носова (г. Магнитогорск).

Краткое содержание диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка литера-
туры, содержащего 138 наименований, и приложения.

Во введении представлена постановка задачи исследования, определя-
ются цель и задачи работы, обосновывается актуальность, теоретическая и
практическая значимость проведенного исследования, определяются мето-
ды исследования и новизна полученных результатов, дана характеристика
степени разработанности проблемы и степени достоверности результатов,
представлена апробация результатов.

Первая глава состоит из семи параграфов и содержит определения и
формулировки теорем, которые используются при получении основных ре-
зультатов диссертации. Первый параграф содержит определения и теоремы
об относительно p-ограниченных операторах. Во втором параграфе содер-
жатся сведения об относительно p-регулярных матрицах. В третьем пара-
графе определяется вид точного решения задачи Шоуолтера–Сидорова для
уравнений соболевского типа, рассматривается задачаШоуолтера–Сидорова
для систем леонтьевского типа и приводится понятие ее приближенного
решения. Поскольку по виду функционала качества задача оптимального
динамического измерения c учетом инерционности ИУ и помех относится
или к задаче оптимального управления, или жесткого управления, то в чет-
вертом параграфе приводятся постановка задачи и теорема о существова-
нии единственного решения задачи оптимального управления для системы
леонтьевского типа, описывается основная идея ее численного решения. В
пятом параграфе представлена математическая модель ИУ, используемая в
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исследованиях задач ДИ инженерами и математиками. В шестом парагра-
фе кратко представлены результаты численного исследования модели опти-
мального измерения с учетом только инерционности ИУ. Седьмой параграф
посвящен динамической балансовой модели предприятия, которая являет-
ся неотъемлемой частью моделирования потребительского потока на основе
данных динамики продаж продукции предприятия. Отметим, что результа-
ты, представленные в первой главе не выносятся на защиту. В конце главы
приводятся выводы.

Вторая глава состоит из пяти параграфов и содержит результаты мате-
матического моделирования оптимальных динамических измерений. В пер-
вом параграфе строится обобщенная математическая модель измеритель-
ной системы, показывается, что при моделировании сложных измеритель-
ных систем может быть получена система леонтьевского типа. Во втором
параграфе расматриваются вопросы адекватности математической модели
оптимального динамического измерения, обсуждаются общие подходы к по-
строению математической модели оптимального динамического измерения.
В третьем параграфе представлена математическая модель оптимального
динамического измерения с учетом инерционности ИУ и резонансов на вы-
ходе ИУ. При этом полагается возможны два случая: 1) известны частоты и
амплитуды резонансных помех; 2) известна �форма сигнала �, т.е. известен
вид функции, зависящей от времени, описывающей сигнал. В четвертом па-
раграфе представлена математическая модель оптимального динамическо-
го измерения с учетом инерционности ИУ и наличия резонансных помех и
на выходе и в цепях ИУ, причем допускается смешивание полезного сигна-
ла и резонансов. Также как и предыдущем параграфе предполагается, что
частоты резонансных помех известны. В пятом параграфе представлен под-
ход к моделированию потребительского потока на основе балансовой модели
предприятия и динамических измерений продаж. Обсуждаются возможно-
сти использования модели оптимальных динамических измерений в решении
маркетинговых задач предприятия. Отметим, что результаты, представлен-
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ные во второй главе являются новыми и выносятся на защиту. В конце главы
приводятся выводы.

Третья глава состоит из пяти параграфов и содержит результаты чис-
ленного исследования изучаемых математических моделей и представляет
разработанные для этого компьютерные программы. В первом параграфе
описан численный метод решения задачи оптимального динамического изме-
рения с учетом инерционности ИУ и резонансов, возникающих как на выхо-
де ИУ. Этот метод позволяет численно исследовать математические модели,
описанные в п. 2.3. Во втором параграфе описан численный метод решения
задачи оптимального измерения с учетом инерционности ИУ и резонансов,
возникающих как на выходе ИУ, так и в его цепях. Этот метод позволяет
численно исследовать математические модели, описанные в пп. 2.4 и 2.5.
Во третьем параграфе доказаны результаты о сходимости приближенных
решений, получаемых на основе разработанного численного метода, к точ-
ному. Показаны сильная выпуклость функционала качества на множестве
допустимых измерений, сходимость по норме приближенных решений рас-
сматриваемой задачи оптимального динамического измерения. В четвертом
параграфе приведено описание программного коплекса, реализующего ал-
горитм численного решения задачи оптимального динамического измерения
с учетом резонансов, приведены и описаны основные блок-схемы алгорит-
ма. Предствлена процедура распараллеливания этапа поиска оптимального
динамического измерения. В пятом параграфе приводятся результаты вы-
числительных экспериментов. Отметим, что результаты, представленные в
третьей главе являются новыми и выносятся на защиту. В конце главы при-
водятся выводы.

В заключении представлены итоги выполненного исследования, соот-
ветствие полученных результатов паспорту специальности 05.13.18 – Мате-
матическое моделирование, численные методы и комплексы программ, ре-
комендации и перспективы дальнейшей разработки темы.

В приложении представлено свидетельство о регистрации программы
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�OptMsrR Programm�, реализующей алгоритм численного решения задачи
оптимального измерения с учетом инерционности ИУ и резонансов.

Публикации

По теме диссертации опубликовано 14 работ [125] – [138] , в т.ч. 2 статьи в
издании, индексируемом в Scopus и WoS [129], [130], 4 статьи в ведущих рос-
сийских рецензируемых научных журналах и изданиях, рекомендованных
ВАК Минобрнауки РФ [125] – [128], свидетельство о государственной реги-
страции программ для ЭВМ [131]. Список работ приводится в конце списка
литературы. В совместных с научным руководителем работах научному ру-
ководителю принадлежит постановка задачи, в диссертацию вошли только
результаты, полученные ее автором и не затрагивают интересы соавторов.
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1 Основы теории оптимальных динамических

измерений

1.1 Относительно p-ограниченные операторы

Все результаты данного параграфа являются вспомогательными, на за-
щиту не выносятся, кратко излагаются на основании следующих источников
[64], [78], [124].

Пусть X и Y — банаховы пространства, а операторы L ∈ L(X;Y) и
A ∈ Cl(X;Y). Множества ρL(A) = {µ ∈ C : (µL − A)−1 ∈ L(Y;X)} и
σL(A) = C\ρL(A) будем называть соответственно L-резольвентным множе-
ством и L-спектром оператора A. L-резольвентное множество ρL(A) опера-
тора A открыто (может быть пустым), а L-спектр σL(A) замкнут. Например,
если kerL ∩ kerA 6= {0}, то ρL(A) = ∅.

В предположении ρL(A) 6= ∅ будем рассматривать оператор-функцию
комплексного переменного (µL − A)−1, RL

µ(A) = (µL − A)−1L, LLµ(A) =

L(µL − A)−1 с областью определения ρL(A), которые будем называть со-
ответственно L-резольвентой, правой и левой L-резольвентами оператора
A.

Теорема 1.1.1 L-резольвента, правая и левая L-резольвенты оператора A
голоморфны в ρL(A).

Определение 1.1.1 ОператорA называется спектрально ограниченным от-
носительно оператора L (или, коротко, (L, σ)-ограниченным), если

∃r > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > r)⇒ (µ ∈ ρL(A)).

Возьмем (L, σ)-ограниченный оператор A, выберем в комплексной плос-
кости C замкнутый контур γ = {µ ∈ C : |µ| = h > r}. Тогда имеют смысл
следующие интегралы от голоморфных оператор-функций по замкнутому
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контуру
P =

1

2πi

∫
γ

RL
µ(A)dµ, Q =

1

2πi

∫
γ

LLµ(A)dµ. (1.1.1)

Лемма 1.1.1 Пусть оператор A (L, σ)-ограничен. Тогда операторы
P : X→ X, Q : Y→ Y проекторы.

Положим X0= kerP , Y0= kerQ, X1= imP, Y1= imQ. Итак, X=X0⊕ X1,

Y = Y0 ⊕ Y1. Через Lk (Ak) обозначим сужение оператора L (A) на Xk

(domAk = domA ∩ Xk), k = 0, 1.

Теорема 1.1.2 (Теорема Свиридюка о расщеплении) Пусть опера-
тор A (L, σ)-ограничен. Тогда

(i) Lk ∈ L(Xk;Yk), k = 0, 1;

(ii) A0 ∈ Cl(X0;Y0), A1 ∈ L(X1;Y1);

(iii) существуют операторы L−1
1 ∈ L(Y1;X1), A−1

0 ∈ L(Y0;X0).

При условии (L, σ)-ограниченности оператора A согласно теореме 1.1.2
существуют операторыH = A−1

0 L0 ∈ L(X0) и S = L−1
1 A1 ∈ L(X1), используя

которые можно разложить L-резольвенту оператора A в кольце |µ| > a в
ряд Лорана

(µL− A)−1 = −
∞∑
k=0

µkHkA−1
0 (I −Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q.

При этом бесконечность является
(i) устранимой особой точкой, если H = O;
(ii) полюсом порядка p ∈ N, если Hp 6= O, а Hp+1 = O;
(iii) существенно особой точкой, если ∀p ∈ N Hp 6= O.
Бесконечность будем называть полюсом порядка p ∈ N0, если она явля-

ется устранимой особой точкой (p = 0) или полюсом порядка p ∈ N.

Определение 1.1.2 Пусть ∞ — полюс порядка p ∈ N0 для L-резольвенты
оператора A, тогда (L, σ)-ограниченный оператор A назовем (L, p)-ограни-
ченным.
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Следствие 1.1.1 Пусть A – (L, p)-ограниченный оператор, (p ∈ N0). Тогда

P = lim
µ→∞

(
µRL

µ(A)
)p+1

, Q = lim
µ→∞

(
µLLµ(A)

)p+1
.

Доказательство. Рассмотрим

lim
µ→∞

(
µRL

µ(A)
)p+1

= lim
µ→∞

(
µ(µL− A)−1L(P + (I− P ))

)p+1
=

= lim
µ→∞

((
(I− 1

µ
L−1

1 A1)
−1

)p+1

P +
(
µ(µH − I)−1H

)p+1
(I− P )

)
=

P + O(I− P ) = P.

Доказательство утверждения для оператора Q аналогично. •

Пусть kerL 6= {0}. Вектор ϕ0 ∈ kerL \ {0} будем называть собственным
вектором оператора L. Упорядоченное множество векторов {ϕ1, ϕ2, . . .} на-
зывается цепочкой A-присоединенных векторов собственного вектора ϕ0, ес-
ли

Lϕq+1 = Aϕq, q = 0, 1, . . . , ϕl 6∈ kerL, l = 1, 2, . . . .

Цепочка конечна, если существует такой A-присоединенный вектор ϕp, что
либо ϕp 6∈ domA, либо Aϕp 6∈ imL. В частности, собственный вектор ϕ0 не
имеет A-присоединенных векторов, если либо ϕ0 6∈ domA, либо Aϕ0 6∈ imL.

Мощность конечной цепочки называется ее длиной. Когда цепочка беско-
нечна, то у цепочки бесконечная длина. Линейную оболочку всех собствен-
ных и A-присоединенных векторов оператора L назовем A-корневым ли-
неалом оператора L. Замкнутый A-корневой линеал оператора L назовем
A-корневым пространством.

Напомним, что оператор L ∈ L(X;Y) называется фрегольмовым, если
dim ker L = codim im L <∞

Теорема 1.1.3 Пусть оператор L фредгольмов. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:

(i) оператор A (L, p)-ограничен (p ∈ N0);
(ii) длина любой цепочки A-присоединенных векторов оператора L не

превышает p, и существует по крайней мере одна цепочка длины p.
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1.2 Относительно p-регулярные матрицы

Все результаты данного параграфа являются вспомогательными, на за-
щиту не выносятся, кратко излагаются на основании следующих источников
[32], [124].

Пусть L = (lij) и A = (mij) – матрицы размера n× n.
Пучком матриц является множество µL − A = {µL − A : µ ∈ C}. Ре-

гулярным назовем такой пучок µL − A, что ∃λ ∈ C : det(λL − A) 6= 0. В
противном случае пучок будем называть сингулярным.

Определение 1.2.1 Mатрица A называется L-регулярной, если ∃α ∈ C :

det(αL− A) 6= 0.

Условия регулярности пучка матриц и L-регулярности матрицы A экви-
валентны.

Если матрица A L-регулярна, то существует p, равное нулю, если в точке
∞ L-резольвента (µL − A)−1 матрицы A имеет устранимую особую точку;
и, равное порядку полюса в точке∞ матриц-функции (µL−A)−1 в против-
ном случае. Учитывая это, в дальнейшем L-регулярную матрицу A будем
называть (L, p)-регулярной, p ∈ {0} ∪ N.

Теорема 1.2.1 Пусть пучок µL− A регулярен, тогда существуют невы-
рожденные матрицы M и B порядка n такие, что ∀µ ∈ C справедливо
равенство

M(µL− A)B = {Nn1, Nn2, ..., Nnk, µIl − Sl}. (1.2.1)

Здесь справа – квазидиагональная матрица; Nm = µHm−Im,Hm – мат-
рица порядкаm, в которой элементы первой наддиагонали равны единице, а
остальные элементы равны нулю; Sl – квадратная матрица порядка l; сумма
n1 +n2 + ...+nk равна размерности A-корневого пространства оператора L.

Из (1.2.1) следует, что

MLB = {Hn1, Hn2, ..., Hnk, Il}, (1.2.2)
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MAB = {In1, In2, ..., Ink, Sl}. (1.2.3)

Замечание 1.2.1 Обозначим через Pl матрицу n×n, в правом нижнем углу
которой расположена единичная матрица порядка l, а остальные элементы
– нули, матрицы

P ′ = BPlB
−1, Q′ = MPlM

−1

являются проекторами.

Покажем, что P ′ = P и Q′ = Q, здесь для P и Q опеределены формулами
(1.1.1).

Приведем рассуждения для P ′ = P , учитывая, что Q′ = Q показывается
аналогично.

B−1PB =
1

2πi

∫
Γ

B−1(µL− A)−1M−1dµMLB,

откуда в силу (1.2.1) и (1.2.2) получаем

B−1PB =
1

2πi

∫
Γ

{N−1
n1
, N−1

n2
, ..., N−1

nk
, (µIl − Sl)−1}dµ×

×{Hn1, Hn2, ..., Hnk, Il} = Pl,

поскольку ∫
Γ

N−1
m dµ =

∫
Γ

(µHm − Il)−1dµ, m = n1, n2, ..., nk,

и
1

2πi

∫
Γ

(µIl − Sl)−1dµ = Il.

Пусть матрица A (L, p)-регулярна, тогда существует не более s точек
{µ1, µ2, ..., µs} ⊂ C, s ≤ n таких, что det(µkL − A) = 0, k = 1, 2, ..., s.
Множество σL(A) = {µ1, µ2, ..., µs} называется L-спектром матрицы A.

Замечание 1.2.2 Если detL 6= 0, то L-спектр матрицы A, спектр матрицы
L−1A и спектр матрицы AL−1 совпадают.
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Пусть матрица A (L, p)-регулярна. В формулах (1.1.1) выберем контур
γ = {µ ∈ C : |µ| = r}, где r > max{|µ1|, |µ2|, ..., |µs|} и построим матрицы

P =
1

2πi

∫
γ

(µL− A)−1Ldµ, Q =
1

2πi

∫
γ

L(µL− A)−1dµ.

Лемма 1.2.1 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, тогда
(i)P 2 = P , Q2 = Q;
(ii) LP = QL, AP = QA.

Используя утверждение леммы 1.2.1 доказывается справедливость следу-
ющего утверждения

Теорема 1.2.2 [92]. Пусть матрица A (L, p)-регулярна. Тогда ∃L−1
1 и ∃A−1

0

такие, что L−1
1 L = P , LL−1

1 = Q, A−1
0 A = In − P , AA−1

0 = In −Q.

1.3 Задача Шоуолтера–Сидорова для уравнений соболевского и

систем леонтьевского типа

Все результаты данного параграфа являются вспомогательными, на за-
щиту не выносятся, кратко излагаются на основании следующих источников
[30], [63], [124].

Представим условие Шоуолтера – Сидорова[
RL
α(A)

]p+1
(x(0)− x0) = 0 (1.3.1)

для уравнения соболевского типа

Lẋ = Ax+ f, (1.3.2)

где α ∈ ρL(A), операторA (L, p)-ограничен, вектор-функция f ∈ C∞ ((a, b),F).

Теорема 1.3.1 Пусть оператор A (L, p)-ограничен, p – порядок полюса в
точке ∞ L-резольвенты оператора A. Тогда при любых f ∈ C∞ ((a, b),F)
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и x0 ∈ domA1 u X0 существует единственное решение x ∈ C∞ ((a, b),X)

задачи (1.3.1), (1.3.2), имеющее вид

x(t) = −
p∑

k=0

HkA−1
0 (I−Q)f (k)(t) +X tx0 +

t∫
0

Rt−sQf(s)ds,

где оператор Rt = X tL−1
1 определен формулой (1.1.6), H = A−1

0 L0.

В конечномерном случае L и A – квадратные матрицы порядка n,
матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N – порядок полюса в точке ∞ L-
резольвенты матрицы A, detA 6= 0, detL = 0. Аналогично задаче (1.3.1),
(1.3.2) поставим задачу Шоуолтера – Сидорова[

RL
α(A)

]p+1
(x(0)− x0) = 0 (1.3.3)

для системы леонтьевского типа

Lẋ = Ax+ f, (1.3.4)

где α ∈ ρL(A), x0 ∈ Rn, вектор-функция f : [0, τ ] → Rn,
RL
α(A) = (αL− A)−1 L – правая L резольвента матрицы A.
Системы вида (1.3.4) при условии detL = 0 в различных научных школах

называются по-разному, так в [6], [87] их называют алгебро-дифференциальными,
в [109], [111], [118] – дифференциально-алгебраическими, в [5], [67] – вырож-
денными системами обыкновенных дифференциальных уравнений, в [41] –
дескрипторными. В Челябинской научной школе системы вида (1.3.4) было
предложено называть системами леонтьевского типа [61], полагая под ни-
ми для краткости дескрипторные системы с постоянными коэффициентами,
кроме того, считая, что такого рода систему в приложении впервые получил
В. Леонтьев [45]. Позже аналогичные системы возникли в задачах энерге-
тики [22], метрологии [90], [17], геофизики [36] и др. Вместе с тем, название
начинает употребляться и другими исследователями, примером этого могут
служить работы [41], [16], [50] и др.
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Решение x = x(t) системы (1.3.4) будет и решением задачи (1.3.3), (1.3.4),
если оно удовлетворяет условию (1.3.3).

Подчеркнем, что принятое условие detA 6= 0 не снижает общности, т.к.
при detA = 0, учитывая, что матрица A является (L, p)-регулярной, можно
выполнить замену x = eλtz в (1.3.4), где λ ∈ ρL(A), что позволит рассмот-
реть уравнение

Lż = (A− λL)z + e−λtf,

которое имеет тот же вид, что и (1.3.4), но уже det(A− λL) 6= 0.
В силу того, что A невырожденная матрица, следовательно существует

A−1, и на основании теоремы 1.2.2 справедливо тождество

HkA−1
0 (I−Q) = HkA−1(I−Q) = (A−1(I−Q)L)kA−1(I−Q)

справедливо, здесь матрица H – нильпотентна степени p.
В конечномерном случае (L, p)-ограниченный оператор является (L, p)-

регулярной матрицей. В силу этого справедливы теоремы.

Теорема 1.3.2 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0}∪N, detA 6= 0,
вектор-функция f : [0, τ ] → Rn. Тогда при любом x0 ∈ Rn существует
единственное решение задачи (1.3.3), (1.3.4), имеющее вид

x(t) = −
p∑
q=0

(
A−1(I−Q)L

)q
A−1 (I−Q) f (q)(t)+

+X tx0 +

t∫
0

Rt−sQf(s)ds, (1.3.5)

где

Q =
1

2πi

∫
γ

L(µL− A)−1dµ, X t =
1

2πi

∫
γ

(µL− A)−1L eµtdµ,

Rt =
1

2πi

∫
γ

(µL− A)−1eµtdµ.
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Теорема 1.3.3 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N – порядок
полюса L-резольвенты матрицы A в точке ∞, detA 6= 0. Тогда

X t = lim
k→∞

[(
L− t

k
A

)−1

L

]k
, Q = lim

k→∞

[
kLLk (A)

]p+1
, (1.3.6)

Rt = lim
k→∞

[(
L− t

k
A

)−1

L

]k−1(
L− t

k(p+ 1)
A

)−1

.

Зафиксируем τ ∈ R+, t ∈ [0, τ ] , k ∈ N и положим

X t
k =

[(
L− t

k
A

)−1

L

]k
, Qk =

[
kLLk (A)

]p+1
, (1.3.7)

Rt
k =

[(
L− t

k
A

)−1

L

]k−1(
L− t

k
A

)−1

.

Выберем вектор x0 ∈ Rn, вектор-функцию

f ∈ Cp+1 ((0, τ) ,Rn) ∩ Cp ([0, τ ] ,Rn)

. Вектор-функцию

xk(f, t) = −
p∑
q=0

HqA−1 (I−Qk) f
(q)(t) +X t

kx0 +

t∫
0

Rt−s
k Qkf(s)ds,

назовем приближенным решением задачи (1.3.3), (1.3.4) при k > K, где

K = max{k1, k2} :

k1 >
1

|αn−p|

n−p∑
i=0

|αi|+ 1, (1.3.8)

k2 >


1

|αn−p|pp
n−p∑
i=0

|αi| (p+ 1)n−i + 1, при |t| ≤ 1,

1
|αn−p||t|n−ppp

n−p∑
i=0

|αi| (p+ 1)n−i |t|l + 1, при |t| > 1,

αi = (−1)n−i
Cn−in∑
r=1

∆r
n−i – коэффициенты полинома det(µL − A) степени

(n−p), i = 0, n, ∆r
n−i – определители, получаемые из определителя матрицы
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L путем замены (n− i) столбцов соответствующими столбцами матрицы A,
r – порядковый номер определителя, (n− p) ≤ rankL.

Теорема 1.3.4 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N – порядок
полюса L-резольвенты матрицы A в точке∞. Тогда существует констан-
та C = C (L,A, T ) ∈ R+ такая, что ‖x(t)− xk(t)‖ ≤ C

k при всех t ∈ [0, τ ],
x0 ∈ Rn и f ∈ Cp+1 ((0, τ) ,Rn) ∩ Cp ([0, τ ] ,Rn).

Доказательство теоремы приведено в [124].

Теорема 1.3.5 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0}∪N, detA 6= 0,
вектор-функция f : [0, τ ] −→ Rn. Тогда для любого x0 ∈ Rn существует
единственное решение задачи (1.3.3), (1.3.4)

x(t) = x(f, t) = lim
k→∞

xk(f, t) =

= lim
k→∞

[
−

p∑
q=0

(
A−1(I−Qk)L

)q
A−1(I−Qk)f

(q)(t)+ (1.3.9)

+X t
kx0 +

t∫
0

Rt−s
k Qkf(s)ds

 ,
где X t

k, Qk и Rt
k заданы формулами (1.3.7).

1.4 Задача оптимального управления для систем леонтьевского

типа

Все результаты данного параграфа являются вспомогательными, на за-
щиту не выносятся, кратко излагаются на основании [32].

Пусть пространстваX, Y, U – гильбертовы, L ∈ L(X,Y),A ∈ Cl(X,Y)

и B ∈ L(U,Y); оператор A (L, p)-ограничен.
Зафиксировав τ ∈ R+, введем в рассмотрение пространства состояний

H1(X) = {x ∈ L2 ((0, τ),X) : ẋ ∈ L2 ((0, τ),X)},
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и управлений

Hp+1(U) = {u ∈ L2 ((0, τ),U) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),U)},

которые являются гильбертовыми в силу гильбертовости U и X соответ-
ственно. Выделим множество допустимых управлений U∂, являющееся в
пространстве Hp+1(U) компактным и выпуклым подмножеством.

Рассмотрим задачу оптимального управления: требуется найти такую па-
ру (v, x(v)) ∈ U∂ ×H1(X) удовлетворяющую почти всюду на (0, τ) СЛТ

Lẋ(t) = Ax(t) + f(t) +Bu(t), (1.4.1)

при условии Шоуолтера–Сидорова[
RL
α(A)

]p+1
(x(0)− x0) = 0, (1.4.2)

что
J(v) = min

u∈U∂
J(u), (1.4.3)

J(u) = α

1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥Cx(q)(f +Bu, t)− Cx(q)
0 (t)

∥∥∥2

dt+

+(1− α)
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Nqu

(q)(t), u(q)(t)
〉
dt. (1.4.4)

ЗдесьNq – симметричные положительно определенные матрицы, q = 0, 1, ..., θ,
θ = 0, p+ 1; 〈·, ·〉 – скалярное произведение в Rn, x0 ∈ dom a – заданный век-
тор, f ∈ Hp+1(Y) – заданная функция, функционал штрафа J(u) выпуклый
на линейном нормированном пространстве U, полунепрерывный снизу отно-
сительно слабой сходимости в U.

В результате решения задачи оптимального управления определяется управ-
ляющее воздействие, при котором разность между имеющимися и планиру-
емыми значениями наблюдений, разность между их производными, и вели-
чины, необходимые для достижения поставленной цели, управляющих воз-
действий минимальны.
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Определение 1.4.1 Вектор-функция v ∈ U∂ такая, что выполняется (1.4.3),
называется оптимальным управлением для (1.4.1) при начальном условии
(1.4.2).

Определение 1.4.2 Множеством допустимых значений задачи (1.4.1)–
(1.4.4) назовем множество M таких пар (u, x(u)) ∈ U∂ × H1(X), которые
удовлетворяют (1.4.1), (1.4.2).

Определение 1.4.3 Решением задачи оптимального управления назовем
пару (v, x(v)) ∈ M такую, что v – точка минимума функционала штрафа
(1.4.4), а x(v) удовлетворяет (1.4.1), (1.4.2).

В [80] доказана теорема о существовании единственного решения задачи
оптимального управления (1.4.1) – (1.4.4), причем решение задачи (1.4.1),
(1.4.2) имеет вид

x(f +Bu, t) = (M0 +M1)(f +Bu)(t) +X tx0, (1.4.5)

где

M0 : f +Bu→ −
p∑

k=0

HkA−1(I−Q)(f +Bu)(k)(t),

M1 : f +Bu→
t∫

0

Rt−sQ(f +Bu)(s)ds.

Адаптируя эти результаты к СЛТ в предположении о (L, p)-регулярности
матрицы A, приведем без доказательства следующее утверждение.

Теорема 1.4.1 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ N0, τ ∈ R+, при-
чем detA 6= 0. Тогда для любых x0 ∈ Rn, f ∈ Hp+1(Rn) существует един-
ственное решение (v, x(v)) ∈ U∂ × X задачи (1.4.1) – (1.4.4), где v – точка
минимума функционала штрафа (1.4.4), а x(v) определяется формулой

x(v) = lim
k→+∞

xk(v, t) =
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lim
k→+∞

[
−

p∑
q=0

(A−1(I −Qk)L)qA−1(I −Qk)(f +Bv)(q)(t)+

+X t
kx0 +

τ∫
0

Rt−s
k Qk(f(s) +Bv(s))ds

 . (1.4.6)

Здесь

Qk =
(
kLLk (A)

)p+1
, X t

k =

(
(L− t

k
A)−1L

)k
,

Rt
k =

(
(L− t

k
A)−1L

)k−1(
L− t

k
A

)−1

.

Изложим идею доказательства этого утверждения. Подставим в функци-
онал (1.4.4) вектор-функцию

x(u, t) = lim
k→+∞

xk(u, t),

где xk(u, t) определяется (1.4.6) с точностью до буквенных обозначений. Ис-
пользуя замкнутость и выпуклость множества U∂ получим ∃!v ∈ U∂, при
котором J(v) = min

u∈U∂
J(u).

В [32] представлен алгоритм численного решения задачи (1.4.1)–(1.4.4),
приближенное решение ищется в виде

u` = col

(∑̀
j=0

a1jt
j,
∑̀
j=0

a2jt
j, . . . ,

∑̀
j=0

anjt
j

)
. (1.4.7)

Заметим, что если U = Rn, то U =
n⊕

m=1
Um, где ∀m = 1, n Um – гильбертовы

пространства. После подстановки (1.4.7) в функционал штрафа, получим

Jk(u
`) =

τ∫
0

∥∥Cxk(u`, t)− Cx0(t)
∥∥2
dt+

τ∫
0

∥∥Cx′k(u`, t)− Cx′0(t)∥∥2
dt+

+
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Nq(u

`)
(q)

(t), (u`)
(q)

(t)
〉
dt.
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Затем определяется его минимум

J(v`k) = min
u∈U∂

Jk(u
`)

и соответствующие этому минимуму коэффициенты aij, i = 1, n, j = 1, `, и
таким образом, приближенное значение оптимального управления v`k. Затем
находится приближенное значение x`k = xk(v

`
k, t) вида

xk(v
`
k, t) =−

p∑
q=0

(
A−1(I−Qk)L

)q
A−1 (I−Qk)

(
f +Bv`k

)(q)
(t)+

+X t
kx0 +

τ

2

m∑
j=0

R
τ
2−

τ
2 sj

k Qk

(
f +Bv`k

) (τ
2

+
τ

2
sj

)
ωj,

где sj и ωj – узлы и веса квадратурной формулы Гаусса соответственно,
sj ∈ [−1, 1], j = 0,m, m+ 1 – количество узлов, X t

k, Qk и Rt
k соответствуют

(1.4.5), k – вычисляемое по (1.4.6) значение, начиная с которого можно при-
ближенно вычислять проекторы, чтобы не оказаться вблизи точек L-спектра
оператора A.

В [32] предложен алгоритм нахождения приближенного решения задачи
оптимального управления, который сводится к семи этапам. Отметим, что
первые пять относятся к предварительным вычислительным процедурам,
основным этапом является шестой, завершающим – седьмой.

Этап 1. Нахождение значения detA с проверкой на отличие его значения
от нуля с задаваемой точностью вычислений ε, например, ε = 10−30. В случае
detA < ε необходимо провести замену z = eλtx и продолжить нахождение
решения.

Этап 2. Нахождение значения q = degdet(µL − A), а затем p = n − q –
порядка полюса.

Этап 3. Нахождение значения K, начиная с которого можно вычислять
приближенные решения, используя при этом формулы (1.3.8)

Этап 4. Проведение расчета весов ωj и узлов sj квадратурной формулы
Гаусса для проведения численного интегрирования по заданным η и [0, τ ] .
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Этап 5. Вычисление xk(0, t) и Jk(0) в заданных точках ϑj ∈ [0, τ ].
Этап 6. Осуществление процедуры нахождения коэффициентов a∗ij мето-

дом, использующим идеи многошагового покоординатного спуска с памя-
тью, в результате – вычисление минимума функционала J(ṽ`k) и точки его
минимума

ṽlk = col

(∑̀
j=0

a∗1jt
j, ...,

∑̀
j=0

a∗njt
j

)
.

Этап 7. Вычисление значения x̃`k.

1.5 Математическая модель измерительной системы

Результаты данного параграфа приводятся в кратком изложении результа-
тов, приведенных в [52], [94], и на защиту не выносятся.

Рассмотрим математическую модель ИУ (преобразователя), используе-
мую при решении задач ДИ (рис. 1.1).

Рис. 1.1: Аналоговая модель датчика

Подчеркнем, что ИУ может быть описано системой дифференциальных
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уравнений: 

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

. . . ,

ẋn =
1

an
û− a0

an
x1 −

a1

an
x2 − · · · −

an−1

an
xn−1,

y = b0x1 + b1x2 + · · ·+ bn−1xn + bnxn,

(1.5.1)

Это динамическая модель ИУ с модальным управлением динамическими
характеристиками, т.е. управлением, при котором достигается необходимый
характер переходных процессов за счет обеспечения требуемого расположе-
ния корней характеристического полинома на комплексной плоскости [90].
Модель датчика для случая, когда m = n (значения m и n могут быть и
различны) представима системой вида ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(1.5.2)

где x = col (x1, . . . , xn) и ẋ = col (ẋ1, . . . , ẋn) – вектор-функции состояния
и скорости изменения состояния ИУ; u = u(t) и y = y(t) – функции из-
мерения и наблюдения соответственно; матрицы ИУ A, B, C размерности
соответственно [n× n], [n× 1], [1× n] имеют вид

A =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . ;

−a0

an
−a1

an
−a2

an
. . . −an−1

an

 , B =


0

0

. . .
1

an

 ,

(1.5.3)

C =
(
b0 −

a0

an
bn b1 −

a1

an
bn . . . bn−1 −

an−1

an
bn
)
.

В общем случае (m 6= n) размерности матриц A, B и C соответственно
[n× n], [n×m] и [l × n], вектор-функции u=col (u1, . . . , um) , y = col (y1, . . . , yl).
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Модель (1.5.2) применима для измерения импульсов, длящихся несколь-
ко микро- или наносекунд, т.к. адекватно моделирует инерционность ИУ,
которая сглаживает вершину измеряемого входного сигнала.

А.Л. Шестаков и Г.А. Свиридюк в 2010 году предложили применить тео-
рию уравнений соболевского типа и вырожденных (полу)групп операторов
для изучения модели (1.5.2) [92]. В отмеченной работе эта идея и ряд первых
результатов впервые были представлены для обсуждения как математика-
ми, так и инженерами.

В работах А.В. Келлер и Е.И. Назаровой [34, 35] система (1.5.2) записы-
валась в виде системы леонтьевского типа

Lż = Mz +Du, (1.5.4)

с условиями Шоуолтера–Сидорова[
(αL−M)−1L

]p+1
(z(0)− z0) = 0, (1.5.5)

где L, M , D – матрицы h× h, h = n+ l, причем

L =

(
In O
O Ol

)
, M =

(
A O
C −Il

)
, D =

(
B O
O O

)
(1.5.6)

и z = col (x1, . . . , xn, y1, . . . , yl), ż = col (ẋ1, . . . , ẋn, ẏ1, . . . , ẏl),
u = col (u1, . . . , um, 0, . . . , 0), u : [0, τ ]→ Rh, α ∈ ρL(M), t ∈ [0, τ ], τ ∈ R+.

Однако, А.Л. Шестаковым и Г.А. Свиридюком в [93], изначально предпо-
лагался при построении модели измерительного устройства наиболее общий
случай: Lẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(1.5.7)

где detL = 0. Однако, наличие такого ИУ обосновано не было.
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1.6 Модель оптимальных динамических измерений

с инерционностью

Задача оптимального динамического измерения связана с решением вто-
рой обратной задачей теории ДИ: необходимо по результатам наблюдаемо-
го выхода ИУ восстановить его вход. Входящие пикообразные сигналы не
удается измерить точно, так как динамические характеристики систем об-
работки и передачи сигналов не являются идеальными, а само ИУ имеет
механическую инерционность.

Идея применения методов теории оптимального управления к решению
задачи восстановления динамически искаженных сигналов, принадлежит
А.Л. Шестакову и Г.А. Свиридюку [93], развитие этой идеи в рамках чис-
ленных исследований принадлежит Е.И. Назаровой и А.В. Келлер [95], алго-
ритм численного метода решения задачи оптимального динамического из-
мерения представлен в [52]. Результаты данного параграфа приводятся в
кратком изложении названных работ и на защиту не выносятся.

Пусть L, A – матрицы n×n, причем, предполагается возможным случай
detL = 0, кроме того A – (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N – порядок полюса
L-резольвенты матрицы A в точке ∞, u : [0, τ ]→ Rn.

Рассмотрим систему леонтьевского типа

Lẋ = Ax+Bu, (1.6.1)

здесь x = (x1, . . . , xn) и ẋ = (ẋ1, . . . , ẋn) – вектор-функции состояния и ско-
рости изменения состояния ИУ, наблюдения; L и A характеризуют взаимо-
влияние скоростей состояния и состояния ИУ соответственно, связь между
состоянием системы и наблюдением; u = (u1, . . . , un) – вектор-функция из-
мерений; n – число параметров состояний системы; B – квадратная матрица
порядка n, характеризующая взаимовлияние параметров измерения.

При фиксированном τ ∈ R+ будем рассматривать пространство состо-
яний ИУ χ = {x ∈ L2 ((0, τ) ,Rn) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ,Rn)} , пространство из-
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мерений U =
{
u ∈ L2 ((0, τ),Rn) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),Rn)

}
и пространство

наблюдений Y = C[χ].
Выделим в U множество допустимых измерений – компактное и выпук-

лое подмножество U∂, в качестве которого рассматриваются такие u ∈ U, что

θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u(q)(t)
∥∥∥2

dt ≤ d

где d = const, θ = 0, 1, ..., p + 1. Поставим задачу оптимального динамиче-
ского измерения с учетом инерционности, являющуюся самой простой мате-
матической моделью задачи восстановления динамически искаженного сиг-
нала.

Необходимо найти такую вектор-функцию v ∈ U∂, при которой значение
функционала штрафа

J(u) =
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥Cx(q)(u, t)− y(q)
0 (t)

∥∥∥2

dt, (1.6.2)

минимизируется, т.е.
J(v) = min

u∈U∂
J(u), (1.6.3)

при этом почти всюду на (0, τ) вектор-функция x(v) ∈ χ удовлетворяет
системе (1.6.1) и при x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(M) – условию Шоуолтера – Сидорова(

(αL− A)−1L
)p+1

(x(0)− x0) = 0, (1.6.4),

где ‖ · ‖ – евклидова норма пространства Rn, y0(t) = (y01(t), . . . , y0n(t)) –
вектор-функция, построенная по наблюдаемым значениям сигнала, полу-
ченным на реальном ИУ.

Минимизация функционала качества (1.6.2) позволяет достигать как бли-
зости вектор-функций наблюдаемых значений сигнала и вектор-функций
соответствующим виртуальным наблюдениям (получаем при расчете по ма-
тематической модели), так и близости первых производных этих функций.
Еще раз отметим, что именно эти требования позволяют утверждать о до-
стижении близости входящих измеряемых сигналов модели и датчика. Этот
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подход к решению задачи ДИ по восстановлению динамически искаженных
сигналов позволяет исключить необходимость изменения структуры изме-
рительных устройств и математических моделей ИУ для этого.

Задача получила название задачи оптимального динамического изме-
рения, т.к. при нахождении минимума функционала штрафа определяется
методами оптимального управления, а поиск осуществляется на множестве
допустимых измерений, которое формируется по имеющейся информации
о входном сигнале. Важным является и тот факт, что такого рода задачи
возникают не только в различных приложениях техники, но и в экономике,
например, при решении задач оптимального управления для моделей леон-
тьевского типа [53].

Определение 1.6.1 Вектор-функция u ∈ U∂ такая, что выполняется J(u) <

+∞, называется допустимым измерением задачи (1.6.1)–(1.6.4) при усло-
вии, что x(u) ∈ χ удовлетворяет (1.6.1) и (1.6.4).

Функционал (1.6.2) по построению является непрерывным и сильно вы-
пуклым на U∂, тогда существует единственная точка минимума функциона-
ла на U∂.

Определение 1.6.2 Вектор-функция v ∈ U∂ такая, что выполняется (1.6.3),
называется оптимальным динамичеcким измерением (решением задачи оп-
тимального динамического измерения) (1.6.1)–(1.6.4), если x(v) ∈ χ удовле-
творяет (1.6.1) и (1.6.4).

Задача (1.6.1)–(1.6.4) является одним из приложений задачи оптимально-
го управления (1.4.1) – (1.4.4) при α = 1 или задачей жесткого управления,
в силу чего из п. 1.4 справедлива следующая теорема.

Теорема 1.6.1 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N, τ ∈ R+,
detA 6= 0. Тогда для любых x0 ∈ Rn, y0 ∈ Y существует единственное
оптимальное динамическое измерение v ∈ U∂ задачи (1.6.1)–(1.6.4), как
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решение задачи оптимального управления, при этом x(v) удовлетворяет
СЛТ (1.6.1), условию (1.6.4) и имеет вид

x(t) = x(v, t) = lim
k→∞

xk(v, t) =

= lim
k→∞

[
−

p∑
q=0

(
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)
L
)q
M−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)

(Bv)(q)(t)+

+

((
L− t

k
A

)−1

L

)k

x0+

+

t∫
0

((
L− t− s

k
A

)−1

L

)k−1(
L− t− s

k
A

)−1(
kLLk (A)

)p+1
(Bv)(s)ds

. (1.6.6)

Для нахождения численного решения задачи (1.6.1)–(1.6.4), которое су-
ществует в силу теоремы 1.6.1, допустимое измерение u ∈ U∂ представляется
вектор-функцией многочленов степени ` > p

u` = col

(∑̀
j=0

a1jt
j,
∑̀
j=0

a2jt
j, . . . ,

∑̀
j=0

anjt
j

)
. (1.6.7)

Приближенное решение задачи оптимального измерения обозначим v`k,
где v`k – точка минимума функционала качества Jk(u`) на U∂

⋂
U`∂, где U

`
∂ –

последовательность выпуклык компактов, монотонно исчерпывающих U∂

Jk(u
`) =

1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥Cx(q)
k

(
u`, t

)
− y(q)

0 (t)
∥∥∥2

dt (1.6.8)

причем x`k = xk
(
v`k, t

)
удовлетворяет условиям (1.6.1), (1.6.4). Численный

алгоритм решения задачи оптимального динамичеcкого измерения аналоги-
чен алгоритму, изложенному в п. 1.4.

1.7 Балансовая модель предприятия

В данном разделе приводятся вспомогательные сведения о вырожденной ди-
намической балансовой модели предприятия, на защиту не выносятся. Да-
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ется краткое изложение результатов исследований А.В. Келлер [32], Т.А.
Виногадовой [96] и Е.И. Назаровой [52].

Представим динамическую балансовую модель предприятия

x(t) = Ax(t) +Bẋ(t) + g(t). (1.7.1)

Здесь элемент aij матрицы прямых затрат A означает количество продук-
ции i-ого вида деятельности предприятия, необходимой для производства
единицы продукции и/или услуги j-ого вида деятельности предприятия,
i, j = 1, 2, . . . , n. В отличие от статической балансовой модели при расчете
коэффициентов в динамической модели учитываются и затраты на капи-
тальный ремонт основных производственных фондов, возмещение их выбы-
тия.

Элемент bij матрицы B представляет удельные капитальные вложения
i, j = 1, 2, . . . , n в основные производственные фонды, машины, запасы пер-
вичных и промежуточных материалов, которые производятся в рамках вида
деятельности i, а используются видом деятельности j для производства. В
любой динамической балансовой модели предприятия, матрица B будет со-
держать строки, все элементы которых равны нулю, таким образом, условие
detB = 0 в данном случае естественно. Действительно, не все виды деятель-
ности являются производительными, а блага запасаемыми. Элемент gi(t)

вектор-функции g(t) представляет количество конечного продукта i-ого ви-
да деятельности или спрос на его продукцию. Элемент xi(t) вектор-функции
x(t) представляет количество валового выпуска продукции i-ой отрасли. Си-
стема (1.7.1) по сути распределяет общую стоимость валового выпуска про-
дуции на внутреннее потребление Ax, развитие основных производственных
фондов Bẋ и на внешнее потребление g(t).

Несложно провести редукцию системы (1.7.1) к СЛТ

Lẋ(t) = Ax(t) + f(t), (1.7.2)

где матрица A = I−A, L = B, вектор-функция y(t) = −g(t), y : [0; τ ]→ Rn,
τ ∈ R+.

47



Отметим, что в силу экономического смысла вектор-функицй xj(t) и gj(t),
необходимо добавить условия

x(t) ≥ 0, f(t) ≤ 0, t ∈ [0, τ ] . (1.7.3)

Однако, в ряде случаев условий (1.7.3) может оказаться недостаточно
(обычно в силу специфики предприятий). В таких слуяаях целесообразно
использовать следующие условия

xi(v, t) ≥ wi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.7.4)

f(t) ≤ 0, (1.7.5)

где wi – минимальные значения валового выпуска, необходимые для дея-
тельности предприятия.

Таким образом, динамическая балансовая модель для предприятия в об-
щем случае такова. Пусть L и A – матрицы размера n × n, detL = 0, A
– (L, p)-регулярна, будем искать решение СЛТ (1.7.2) с условиями (1.7.4),
(1.7.5) и Шоуолтера–Сидорова[

RL
µ(A)

]p+1
(x(0)− x0) = 0. (1.7.6)

В вырожденной динамической балансовой модели в качестве видов де-
ятельности предполагается включать четыре вида структурных элементов:
производственные (П) (подразделения основных видов деятельности: цеха,
участки и т.д.); обслуживающие (О) (подразделения вспомогательных видов
деятельности: бухгалтерия, склад и т.д.); движение собственного капитала
(ДСК), на котором будут отражаться операции по движению собственного
капитала компании и распределения чистой прибыли; внешние (домашние
хозяйства (ДХ) и корпоративные потребители (КП)). В работах [96], [97]
разработаны методика и алгоритм построения вырожденной динамичсекой
балансовой модели для предприятия.

Приведем пример модели леонтьевского типа для небольшого предпри-
ятия, взятый из [32]. В рамках его деятельности выделено 11 видов дея-
тельности: первые пять из них относятся к производственным видам; ше-
стой, седьмой и восьмой виды деятельности относятся к обслуживающим;
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девятый вид деятельности – к распределению чистой прибыли; десятый – к
домашним хозяйствм, а одиннадцатый – к корпоративным потребителям.

L =



0, 49 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0, 46 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0, 32 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1, 67 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 17, 14 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 7, 67 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1, 25 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 66, 5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 9, 09 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



M=



0, 96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−0, 38 0, 97 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−0, 08 0 0, 95 0 0 −0, 5 0 0 0 0 0

−0, 04 0 0 0, 93 0 0 0 −0, 01 0 0 0

−0, 05 0 0 0 0, 86 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 −0, 99 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

−0, 02 −0, 02 −0, 03 −0, 33 −0, 11 −0, 03 −0, 01 −0, 03 0, 95 −0, 02 −0, 01

−0, 19 −0, 03 −0, 06 −0, 13 −0, 11 −0, 33 −0, 25 −0, 66 0 1 0

0 −0, 07 −0, 96 −0, 1 −0, 1 −0, 5 −0, 1 0 0 0 1



,

F = col(500, 398, 103, 5, 500, 50, 300, 900, 309, 0, 0, 0),

X0 = col(52, 600, 313, 5, 90, 87, 5, 300, 1200, 309, 110, 880, 2167, 5).

Выводы по главе

Представленны результаты исследований, ставших основой математической
теории оптимальных динамических измерений. Они дают минимально необ-
ходимый объем сведений для качественного изложения результатов данной
работы и позволяют в дальнейшем, после ознакомления с основными резуль-
татами данного исследования, оценить их новизну.

49



2 Математическое моделирование оптимального

динамического измерения при детерминированных

помехах

2.1 Обобщенная математическая модель

измерительной системы

В данном параграфе впервые предлагается обобщенная математическая
модель сложной измерительной системы, представляющая собой математи-
ческую модель леонтьевского типа. При построении модели использованы
идеи моделирования сложных систем, как дескрипторных систем, теории
автоматического управления [41], [99], [108] и схема итерационного измери-
тельного устройства, предложенная А.Л. Шестаковым в [89]

Рассмотрим обобщенную математическую модель сложной измеритель-
ной системы, включающую в себя измерительные преобразователи, модели-
руемые подсистемамиżi(t) = A

M izi(t) +B
M iuM i(t) +G

M iςM i(t),

y
M i(t) = C

M izi(t) +D
M iηM i(t),

(2.1.1)

где zi(t), uM i(t), yM i(t) – состояние i-го измерительного преобразователя
(ИП), состояние входов и выходов соответственно i-го ИП, ς

M i(t) – поме-
хи в цепях i-го ИП, η

M i(t) – помехи (например, резонансы), на выходе i-го
ИП, i = 1, 2, ...,m.

Введем обозначения

z(t) =


z1(t)

z2(t)

...

zm(t)

, u
M

(t) =


u
M1(t)

u
M2(t)

...

u
Mm(t)

, y
M

(t) =


y
M1(t)

y
M2(t)

...

y
Mm(t)

,
A
M

= diag(A
M1, AM2, ..., AMm), B

M
= diag(B

M1, BM2, ..., BMm),
C
M

= diag(C
M1, CM2, ..., CMm), D

M
= diag(D

M1, DM2, ..., DMm),
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G
M

= diag(G
M1, GM2, ..., GMm), σ

M
= col(ς

Mm, ηMm).
Модель комплекса m измерительных преобразователей представима систе-
мой ż(t) = A

M
z(t) +B

M
u
M

(t) +G
M
σ
M

(t),

y
M

(t) = C
M
z(t) +D

M
σ
M

(t).
(2.1.2)

В сложных измерительных системах предполагается наличие линейных
связей, которые в общем случае задаются следующим образомuM (t) = S11yM (t) + S12u(t) + S13uM (t) + S14σM (t),

y(t) = S21yM (t) + S23uM (t) + S24σM (t),
(2.1.3)

где y(t) – моделируемое наблюдение; Sij, j = 1, 2, 3, 4 – это матрицы соот-
ветствующих линейных связей, а u(t) – моделируемый измеряемый сигнал.

Далее запишем
x(t) = col(z(t), u

M
(t), y

M
(t)),

тогда (2.1.2) и (2.1.3) (с учетом (2.1.4)) могут быть записаны в форме систе-
мы леонтьевского типаLẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Gσ(t)

y(t) = Cx(t) +Dσ(t),
(2.1.5)

где

L =


I 0 0

0 0 0

0 0 0

 , A =


A
M

B
M

0

C
M

0 −I
0 S13 − I S11

 , B =


0 0 0

0 0 0

0 S12 0

 ,

G =


G

M
0 0

0 D
M

0

0 0 S14

 , C =
[

0 S23 S21

]
, D =

[
0 0 S24

]
.

Отметим, что в п. 1.5. представлена математическая модель измеритель-
ного преобразователя, которая представляет собой систему вида (1.5.1).
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В качестве примера рассмотрим модель сложной измерительной систе-
мы, использующей итерационный принцип для восстановления динамиче-
ски искаженного сигнала, что позволяет достигать высокой динамической
точности при динамических измерениях [89]. Математическая модель ите-
рационной измерительной системы представима системой

u
M1 = u1

ż
M1 = A

M1zM1 +B
M1uM1

y
M1 = C

M1zM1 +D
M1σM1

u
M2 = u1 − yM1

ż
M2 = A

M2zM2 +B
M2uM2

y
M2 = C

M2zM2 +D
M2σM2

u
M3 = u1 − yM2

ż
M3 = A

M3zM3 +B
M3uM3

y
M3 = C

M3zM3 +D
M3σM3

u
M4 = u1 − yM3

...

żm = A
MmzMm +B

MmuMm

y
Mm = C

MmzMm +D
MmσMm

u
Mm = u1 − yMm

y = u
M1 + u

M2 + u
M3 + ...+ u

Mm + u1 − yM1 − yM2 − yM3 − ...− yMm
(2.1.6)

Вид системы (2.1.6) отражает идею коррекции динамической погрешно-
сти при итерационном принципе, который состоит в последовательном ис-
пользовании произвольного числа измерительных преобразователей, выход
системы представляет собой сумму наблюдаемого сигнала и моделируемых
итерационными звеньями погрешностей.

Структурная схема итерационной измерительной системы представлена
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на рисунке 2.1 для случая m = 3.

Рис. 2.1: Структурная схема итерационной измерительной системы

Математическая модель каждого из измерительных преобразователей пред-
ставляется системой żM i = A

M izM i +B
M iuM i

y
M i = C

M izM i +D
M iσM i

(2.1.7)

а вход произвольного измерительного преобразователя u
M i+1 = u

M1 − y
M i,

i = 2, 3....m является погрешностью выявленной предыдущей итерацией. В
ряде случаев для матриц могут выполняться условия A

M1 = A
M2 = ... =

A
Mm, BM1 = B

M2 = ... = B
Mm, CM1 = C

M2 = ... = C
Mm.

Математическую модель сложной измерительной системы, которая пред-
ставлена схемой на рисунке 2.1, запишем в виде матричного уравнения для
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случая m = 2 (для краткости)



I 0 0 0 0 0

0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


·



ż
M1

ż
M2

u̇
M1

u̇
M2

ẏ
M1

ẏ
M2


=



A
M1 0 B

M1 0 0 0

0 A
M2 0 B

M2 0 0

C
M1 0 0 0 −I 0

0 C
M2 0 0 0 −I

0 0 −I 0 0 0

0 0 0 −I −I 0


·

·



z
M1

z
M2

u
M1

u
M2

y
M1

y
M2


+



0

0

0

0

I

I


·
(
u1

)
+



0 0

0 0

0 0

0 0

D
M1 0

0 D
M2


·

(
σ
M1

σ
M2

)

y =
(

0 0 2 · I I −I −I
)
·



z
M1

z
M2

u
M1

u
M2

y
M1

y
M2


Таким образом, обобщенная математическая модель измерительной си-

стемы представима в виде системы (2.1.5), объединяющей несколько под-
систем, каждая из которых представляет собой модель одного измеритель-
ного преобразователя. Дифференциальные уравнения в системе отражают
совокупность динамических элементов системы (подсистем), а алгебраиче-
ские уравнения – связи между динамическими элементами. Такой подход
позволяет: 1) моделировать сложные измерительные системы с различными
видами соединений между измерительными преобразователями, рассматри-
вая различные виды обратных связей; 2) решать не только задачи восста-
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новления динамически искаженных сигналов, но и задачи восстановления
состояний системы.

2.2 Адекватность математической модели оптимального

динамического измерения

Рассуждения об адекватности любой математической модели неразрывно
связаны с исследуемым с ее помощью объектом или процессом. В данном
параграфе рассмотрим вопросы построения математической модели опти-
мального динамического измерения и ее адекватности с учетом физическо-
го понимания измеряемого процесса и технических сведений об объекте или
среде, в котором он протекает.

При динамических измерениях реального процесса искажения измеряе-
мой величины возникают в силу ряда причин: 1) воздействие среды и (или)
объекта, в рамках которых он протекает; 2) инерционностью ИУ; 3) влияние
помех, возникающих на входе ИУ; 4) влияние помех, возникающих на выхо-
де ИУ; 5) оснащение объекта измерительными преобразователями, которые
воздействуют на изучаемый процесс; 6) ограничения средств измерения по
динамическим характеристикам.

При построении математической модели оптимального динамического из-
мерения необходимо выделить основные причины искажений, а остальные,
считая второстепенными, не учитывать.

Заметим, что при построении полной математической модели, включаю-
щей в себя объект и среду, в рамках которых протекает измеряемый процесс,
модель первичного измерительного преобразователя вместе с сопутствую-
щими приспособлениями, архитектуру ИУ преобразующую измеряемую ве-
личину в наблюдаемый сигнал, естественным образом представляется воз-
можным получение модели леонтьевского типа. Это обусловлено тем, что на
стыке сред �измеряемая величина� – �среда измерения� – �измерительный
преобразователь� возникают алгебраически соотношения. Однако их вклю-
чение в математическую модель ИУ приводит к вырожденности системы,
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что означает невозможность применения классических методов ее исследо-
вания. Более того, зачастую именно динамические измерения и проводятся
для описания изучаемых процессов.

На рисунке 2.2 представлена схема, отражающая структурные связи эле-
ментов математической модели оптимального измерения и моделируемых
процессов и объектов.

Рис. 2.2: Структурная схема математической модели опитмального измерения

В предположении, что L и A – матрицы размера n × n, A – (L, p)-
регулярна, и возможен случай сложного ИУ, т.е. detL = 0), u : [0, τ ]→ Rn,
ИУ описывает система Lẋ = Ax+Bu+Gς,

y = Cx+Dη,
(2.2.1)

где x(t) и ẋ(t) – вектор-функции состояния и скорости изменения состояния
ИУ соответственно; y(t) – вектор-функция наблюдений; L и A – матрицы,
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характеризующие ИУ; C – матрица формирует связь между состоянием ИУ
и наблюдением; u – вектор-функция измерения u(t) (см. рис. 2.2); ς(t) –
вектор-функция помех в цепях измерительного устройства; η(t) – вектор-
функция помех на выходе измерительного устройства; G, D – прямоуголь-
ные матрицы связывающие вектор-функции помех с системой.

Вторым структурным элементом модели является начальное условиеШоуол-
тера–Сидорова [63] [

(αL− A)−1 L
]p+1

(x(0)− x0) = 0, (2.2.2)

которое при некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(A) отражает начальное состояние
ИУ. По сути (2.2.1) и (2.2.2) представляют собой математическую модель
ИУ, что и отражено на рисунке 2.2.

Основной идеей математической модели оптимального динамического из-
мерения является применение методов теории оптимального управления, в
связи с чем строится функционал штрафа, являющийся оценкой близости
наблюдаемых значений на выходе ИУ y0(t) и значений �виртуального на-
блюдения� y(t), расчитывемого с помощью математической модели ИУ. То-
гда значения u(t) �виртуального измерения� на входе математической моде-
ли ИУ и значения v(t) �виртуального оптимального измерения� будут мало
различаться. Именно эта ключевая идея находит свое отражение в функци-
онале штрафа, общий вид которого представим как

J(u) = βJ1 (y(u, ς, η, t)− y0(t)) + (1− β)J2(u, ς) (2.2.3)

и поиске вектор-функции v ∈ U∂, минимизирующей значение функционала
(2.2.3)

J(v) = min
u∈U∂

J(u), (2.2.4)

Неотъемлемой частью модели оптимального динамического измерения яв-
ляется множество допустимых измерений U∂, которое по сути является
компактным выпуклым подмножеством в пространстве наблюдений U. Мно-
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жество допустимых измерений содержит такие u(t), что

θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u(q)(t)
∥∥∥2

dt ≤ d, (2.2.5)

здесь θ может принимать целые значения от 0 до p+ 1.
Интегральный вид множества допустимых измерений (интеграл по вре-

мени от квадрата измеряемого процесса есть энергия, выделяющаяся в хо-
де этого процесса на временном промежутке [0, τ ]) позволяет использовать
априорную информацию о характере измеряемого процесса во времени. Эта
информация может быть получена на основании данных лабораторных ис-
пытаний, физической модели и значений ее параметров и т.д. Более того, эта
информация может позволить дополнительно выделить временные проме-
жутки [0, τ1], [0, τ2], ..., [0, τ ], отражающие ряд этапов процесса, и на каждом
из этих промежутков дать оценку множества допустимых измерений d1, d2,
..., d соответственно.

Заметим, что чем точнее оценки d1, d2, ..., d, тем значимее использование
множества допустимых измерений в качестве меры адекватности математи-
ческой модели оптимального измерения на различных этапах измеряемого
процесса.

В качестве меры адекватности математической модели может быть при-
нята разность

d− d∗ = d−
θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥v(q)(t)
∥∥∥2

dt,

где v – решение задачи оптимального динамического измерения.
Этот же подход предлагается использовать в численном алгоритме для

определения критерия останова алгоритма, а выделение множеств допусти-
мых измерений на различных этапах – для более эффективного нахождения
приближенного решения.

Приведем пример для камер сгорания: при сопоставлении скорости и объ-
ема доставки топливной смеси в камеру, ожидаемой расчетной энергии и
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скорости горения могут быть выделены временные интервалы, определяю-
щие этапы процесса сгорания, которые позволят оценивать величину вы-
деляемой на этих интервалах энергии. При этом могут быть использованы
данные лабораторных испытаний, данные физических моделей процесса и
др. В процессе сгорания условно выделим две фазы – переходный процесс
или начало горения; рабочий режим горения смеси в камере сгорания. Пере-
ходный процесс начинается в момент зажигаения, при этом воспламеняется
как рабочая смесь содержащаяся до начала процесса, так и поступающая в
ходе этой фазы. Рабочий режим горения начинается с момента, когда объ-
ем сгораемой рабочей смеси становится постоянным во времени (давление
в камере также становится постоянным во времени). Имея информацию об
этих фазах, может быть проведено уточнение множества допустимых изме-
рений, что позволит дополнительно повышать точность виртуальных дина-
мических измерений.

2.3 Математическая модель оптимального динамического

измерения с инерционностью и помехами на выходе

измерительного устройства

Одной из важнейших задач теории динамических измерений является вос-
становление входного сигнала, искаженного детерминированными помеха-
ми, т.е. помехами, которые не изменяются от эксперимента к эксперименту.
К детерминированным будем относить помехи, вызванные

• резонансами в ИУ, что приводит например, к «размыванию» пикооб-
разных входных сигналов. Отметим, что в этом случае будем считать
известными частоты и амплитуды резонансных помех;

• воздействиями резонансных помех при известной форме полезного сиг-
нала.

В данном параграфе рассмотрим моделирование оптимального динамиче-
ского измерения в предположении о воздействии детерминированных помех
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только на выходе ИУ (или налюдаемых на выходе ИУ).
Представим все структурные элементы этой модели – систему леонтьев-

ского типа, начальное условие Шоуолтера–Сидорова, функционал качества
измерения, критерий оптимальности измерений и множество допустимых
измерений.

Зафиксировав τ ∈ R+ будем рассматривать пространство состояний
ИУ χ = {x ∈ L2 ((0, τ) ,Rn) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ,Rn)} , пространство измерений
U =

{
u ∈ L2 ((0, τ),Rn) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),Rn)

}
и пространство наблюде-

ний Y = C[χ].
Пусть L и A – матрицы n× n, матрица A – (L, p)-регулярна, и возможно

detL = 0), u : [0, τ ]→ Rn, системаLẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Dη,
(2.3.1)

описывает ИУ при наличии резонансных помех на выходе ИУ. Здесь x(t) и
ẋ(t) – вектор-функции состояния и скорости изменения состояния ИУ соот-
ветственно; y(t) – вектор-функция наблюдений; L и A – матрицы, характе-
ризующие ИУ; C и D– матрицы, характеризующая связь между состоянием
ИУ и наблюдением; u(t) – вектор-функция измерения; η(t) – вектор-функция
помех на выходе ИУ.

Начальное условие Шоуолтера–Сидорова[
(αL− A)−1 L

]p+1

(x(0)− x0) = 0 (2.3.2)

при некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(A) отражает начальное состояние измери-
тельного устройства.

Функционал штрафа представим в виде

J(u) =
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥Sy(q)(u, t)− Sy(q)
0 (t)

∥∥∥2

dt, (2.3.3)

где y0(t) = col(y01(t), y02(t), . . . , y0r(t)) – наблюдения, получаемые в ходе на-
турного эксперимента, Sy0(t) – те наблюдения, по которым проводится вос-
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становление динамически искаженного сигнала; y(t) – виртуальные наблю-
дения, получаемые в ходе математического моделирования процесса восста-
новления динамически искаженных сигналов, Sy(t) – те виртуальные наблю-
дения, по которым восстановливается динамически искаженные измерения
при моделировании процесса; ||·|| и 〈·, ·〉 – евклидовы норма и скалярное
произведение в Rn.

Минимизация функционала штрафа приводит к нахождению виртуаль-
ного оптимального динамического измерения, т.е. измерения соотвтетству-
ющего наименьшему расхождению как значений реального наблюдения и
виртуальных наблюдений, так и их производных. Виртуальное оптимальное
динамическое измерение (восстановленный сигнал) здесь – точка минимума
v(t) функционала штрафа (2.3.3)

J(v) = min
u∈U∂

J(u) (2.3.4)

на замкнутом и выпуклом множестве U∂ – множестве допустимых измерений

U∂ = {u ∈ U :
θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u(q)(t)
∥∥∥2

dt ≤ d}, (2.3.5)

которое аккумулирует априорную информацию об искомом оптимальном из-
мерении v. Здесь d = const, θ = 0, 1, ..., p+ 1.

Задача (2.3.1)–(2.3.5) является конкретным случаем задачи оптимального
управления (1.4.1) – (1.4.4) при α = 1 или задачей жесткого управления,
поэтому на основании результатов п. 1.4 справедлив следующий результат.

Теорема 2.3.1 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N, τ ∈ R+,
detA 6= 0. Тогда для любых x0 ∈ Rn, y0 ∈ Y существует единственное
решение (x(v), v) ∈ χ × U∂ задачи (2.3.1)–(2.3.5), причем v(t) является
оптимальным динамическим измерением, x(v) – решением задачи (2.3.1),
(2.3.2) и имеет вид

x(t) = x(v, t) = lim
k→∞

xk(v, t) =
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= lim
k→∞

[
−

p∑
q=0

(
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)
L
)q
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)

(Bv)(q)(t)+

+

((
L− t

k
A

)−1

L

)k

x0+

+

t∫
0

((
L− t− s

k
A

)−1

L

)k−1(
L− t− s

k
A

)−1(
kLLk (A)

)p+1
(Bv)(s)ds

.
Заметим, что функция y0(t) наблюдений, получаемых в ходе натурного

эксперимента, в зависимости от принимаемых условий, определяется раз-
личными способами на основании дискретных данных Y0(τj), τj ∈ [0, τ ]. В
предположении, что известны частоты резонансных помех, функцию y0(t)

будем искать как результат численной интерполяции рядом Котельникова.
В предположении, что известна только форма наблюдаемого сигнала,

функцию y0(t) получим, используя один из методов аппроксимации.

2.4 Математическая модель оптимального динамического

измерения с инерционностью и помехами в цепях

измерительного устройства

В данном параграфе рассмотрим моделирование оптимального динамиче-
ского измерения в предположении о воздействии детерминированных помех
– резонансов – как в цепях измерительного устройства (ИУ), так и на выходе
ИУ. Отметим, что будем считать известными частоты резонансных помех.

Представим все структурные элементы этой модели – систему леонтьев-
ского типа, начальное условие Шоуолтера–Сидорова, функционал штрафа,
критерий оптимальности измерений и множество допустимых измерений.

Пусть L и A – матрицы n× n, матрица A – (L, p)-регулярна, и возможно
detL = 0), u : [0, τ ]→ Rn, системаLẋ = Ax+Bu+Gς,

y = Cx+Dη,
(2.4.1)
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описывает ИУ, где x(t) и ẋ(t) – вектор-функции состояния и скорости из-
менения состояния ИУ соответственно; y(t) – вектор-функция наблюдений;
L и A – матрицы, характеризующие ИУ; B – матрица, характеризующая
влияние и взаимосвязи измерения на состояние ИУ; и G – матрицы, харак-
теризующая влияние и взаимосвязи помех в цепях ИУ на состояние ИУ; C –
матрица, характеризующая связь между состоянием ИУ и наблюдением; и
D – матрица, харктеризующая влияние и взаимосвязи помех на выходе ИУ
; u(t) – вектор-функция измерения; η(t) – вектор-функция помех на выходе
ИУ; ς(t) – вектор-функция помех в цепях ИУ.

Начальное условие условию Шоуолтера–Сидорова[
(αL− A)−1 L

]p+1

(x(0)− x0) = 0 (2.4.2)

при некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(A) отражает начальное состояние ИУ.
Зафиксировав τ ∈ R+ рассмотрим пространство состояний ИУ

χ = {x ∈ L2 ((0, τ) ,Rn) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ,Rn)} ,

пространство измерений

U =
{
u ∈ L2 ((0, τ),Rn) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),Rn)

}
и пространство наблюдений Y = C[χ].

Функционал штрафа имеет вид

J(u) = α

1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥S (Cx(q)(u, t)
)
−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈Fq(u+ ς)(q)(t), (u+ ς)(q)(t)〉dt, (2.4.3)

где y0(t) = col(y01(t), y02(t), . . . , y0r(t)) – наблюдения, получаемые в ходе
натурного эксперимента, Sy0(t) – те наблюдения, по которым проводится
восстановление динамически искаженного сигнала; y(t) = Cx(t) + Dη(t) –
виртуальные наблюдения, получаемые в ходе математического моделирова-
ния процесса восстановления динамически искаженных сигналов, Sy(t) –
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те виртуальные наблюдения, по которым восстанавливаются динамически
искаженные измерения при моделировании процесса; y0(t) – наблюдения,
получаемые в ходе натурного эксперимента при нулевых значениях полез-
ных измеряемых сигналов, Sy(t) – те наблюдения (при нулевых значениях
полезных измеряемых сигналов), по которым проводится восстановление ди-
намически искаженного сигнала, Fk – симметричные неотрицательно опре-
деленные матрицы порядка n, ||·|| и 〈·, ·〉 – евклидовы норма и скалярное
произведение в Rn.

Минимизация функционала штрафа приводит к нахождению виртуаль-
ного оптимального динамического измерения, при котором: 1) достигается
наименьшее расхождение значений как реального и виртуального наблюде-
ний, так и их производных, 2) нивелируется воздействие резонанса. Таким
образом, второе слагаемое играет роль резонансных фильтров. Отметим,
что α ∈ (0, 1] и β ∈ R+ – весовые коэффициенты двух целей функционала
штрафа (α+ β = 1), вариация которых позволит проводить анализ взаимо-
связи точности восстанавливаемых измерений и нивелирования резонанса.
Заметим также, что θ = 0, 1, . . . , p+1 и определяется смыслом функционала
штрафа, причем в большинстве приложений θ не больше 2.

Виртуальное оптимальное динамическое измерение (восстановленный сиг-
нал) здесь – точка минимума v(t) функционала штрафа (2.4.3)

J(v) = min
u∈U∂

J(u) (2.4.4)

на замкнутом и выпуклом множестве U∂ – множестве допустимых измерений

U∂ = {u ∈ U :
θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u(q)(t)
∥∥∥2

dt ≤ d}, (2.4.5)

которое аккумулирует априорную информацию об искомом оптимальном из-
мерении v. Здесь d = const, θ = 0, 1, ..., p+ 1.

Задача (2.4.1)–(2.4.5) является конкретным случаем задачи оптимального
управления (1.4.1) – (1.4.4), поэтому на основании результатов п. 1.4 спра-
ведлив следующий результат.
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Теорема 2.4.1 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N, τ ∈ R+,
detA 6= 0. Тогда для любых x0 ∈ Rn, y0 ∈ Y существует единственное
решение (x(v), v) ∈ χ× U∂ задачи (2.4.1)–(2.4.5), причем v(t) является оп-
тимальным динамическим измерением, а x(v) – решением задачи (2.4.1),
(2.4.2) и имеет вид

x(t) = x(v, t) = lim
k→∞

xk(v, t) =

= lim
k→∞

[
−

p∑
q=0

(
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)
L
)q
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)

(Bv +Gς)(q)(t)+

+

((
L− t

k
A

)−1

L

)k

x0+ (2.4.6)

+

t∫
0

((
L− t− s

k
A

)−1

L

)k−1(
L− t− s

k
A

)−1(
kLLk (A)

)p+1
(Bv +Gς)(s)ds

.
2.5 Моделирование потребительского потока на основе балансо-

вой модели предприятия и динамических измерений продаж

В данном параграфе предлагается подход к моделированию потребитель-
ского потока на основе балансовой модели предприятия, динамических из-
мерений продаж и маркетинговой модели потребительского потока �воронка
продаж�[25]. Отметим, что при этом использованы идеи, представленные в
работах Е.И. Назаровой [52], М. Бончеком, К. Франсе [102] и развитые ав-
тором в [133].

�Воронка продаж�– известный в маркетинге термин (от англ. «purchase
funnel») отражающий путь, который среднестатистический потребитель то-
вара или услуги проходит от привлечения его внимания к предложению до
момента покупки. В современной ситуации, когда предложение товаров зача-
стую превышает спрос, всё сложнее привлекать клиентов напрямую, поэто-
му применение и грамотный анализ воронки продаж позволит действовать
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Рис. 2.3: Воронка продаж для предприятия B2C

Рис. 2.4: Воронка продаж для предприятия B2B

на потенциальных потребителей как в случае компаний B2C (рис. 2.3), так
и в случае B2B (рис. 2.4).

Концепция «воронки приобретения», описывающая психологию клиента,
была предложена американским адвокатом Элиасом Льюисом в 1898 году, а
в 30-е годы ХХ столетия была совмещена с известной концепцией торговли
– AIDA: внимание (attention); интерес (interest); желание (desire); действие
(action).

В [102] подчеркивается, что на основании опросов ведущих маркетологов
компаний Google, Intuit, Sephora, SAP, Twitter и Visa, на современных рын-
ках процесс покупки больше не является линейным. Потенциальные покупа-
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тели теперь не входят в верхнюю части воронки, они входят в нее на любом
этапе. Кроме того, они часто перепрыгивают этапы, пребывая на каждом
этапе непредсказуемое время, или перемещаются вперед и назад между эта-
пами. Эта точка зрения означает, что потоки потенциальных покупателей,
рассматриваемые на входе в производственно-экономическую систему пред-
приятия, формируются благодаря работе различных структур предприятия.

Кроме того, используется показатель эффективности того или иного эта-
па воронки продаж, называемый конверсией воронки продаж. Конверсия —
это отношение потенциально возможных действий к реально совершенным.
При этом оценивается стоимость 1 усл. ед. контакта – клик, ссылка на сайт,
звонок, презентация, условия договора и т.д. На рис. 2.5 приведен пример
конверсии воронки продаж и стоимостного анализа для туристической фир-
мы.

Рис. 2.5: Воронка продаж на примере туристического бизнеса

Включение воронки продаж в производственно-экономическую систему
предприятия позволяет определить следующие 5 ключевых моментов: на
каких этапах продаж происходит наибольший отток возможных клиентов;
на каких группах потребительской аудитории следует сосредоточить основ-
ные усилия; каким будет значение конверсии при совмещении различных
параметров; какие звенья (процессы) в цепи продаж лишние; какова общая
эффективность бизнеса?
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Итак, рассмотрим моделирование потребительского потока на основе ба-
лансовой модели предприятия, динамических измерений продаж и марке-
тинговой модели потребительского потока �воронка продаж�. Пусть L и A
– квадратные матрицы порядка n, detL = 0, система

Lẋ = Ax+Bu+Gς (2.5.1)

является аналогом балансовой модели В. Леонтьева в стоимостной форме.
Здесь u – вектор-функция, определяющая поток потенциальных покупате-
лей в стоимостном выражении, Bu – вектор-функция, моделирующая �во-
ронку продаж�и в итоге определяющая конечный спрос в стоимостной фор-
ме; x = col (x1, . . . , xn) и ẋ = col (ẋ1, . . . , ẋn) – вектор-функции валового вы-
пуска продукции и его прироста; L – матрица удельных капитальных затрат,
A = I − A, где A – матрица удельных прямых затрат; ς – вектор-функция,
отражающая сезонные колебания или проявление иных экономических цик-
лов в поведении суммарного потенциального покупателя. Система

y = Cx+Dη (2.5.2)

отражает выход экономической системы – проданную продукцию, или по-
лученную в результате продаж продукции прибыль, Dη – проявление вли-
яния экономических циклов (например, сезонности) в поведении реальных
покупателей. Заметим, что u(t) = p · s(t), где p – средний объем разовой
покупки одним покупателем в стоимостном выражении, s – количество по-
тенциальных покупателей. Система (2.5.1), (2.5.2) с начальным условием
Шоуолтера–Сидорова(

(µL− A)−1 L
)p+1

(x(0)− x0) = 0, (2.5.3)

моделирует процессы в производственно-экономической системе предприя-
тия. Начальное условие (2.5.3) при некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(A) отражает
начальное состояние производственно-экономической системы предприятия.

В соответствии с рассуждениями п.1.6, введем условия

xi(t) ≥ wi ≥ 0, i = 1, n, (2.5.4)
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(Bu)i ≤ 0. (2.5.5)

В качестве видов деятельности предприятия выделим четыре вида струк-
турных элементов: производственные (П) (h1 подразделений основных видов
деятельности: цеха, участки и т.д.); обслуживающие (О) (h2−h1 +1 подраз-
делений вспомогательных видов деятельности: бухгалтерия, склад и т.д.);
h3 − h2 + 1 подразделений, связанных с движением собственного капитала
(ДСК), на котором будут отражаться операции по движению собственного
капитала компании и распределения чистой прибыли; внешние (домашние
хозяйства (ДХ) и корпоративные потребители (КП)). На основании этого
элементы вектор-функции измерения покупательского спроса также могут
быть условно сгруппированы:

– ui, i = 1, h1 измеряют потребительский поток существующих покупате-
лей;

– ui, i = h1 + 1, h2 измеряют потребительский поток потенциальных по-
купателей на различных стадиях воронки продаж, обращающихся через об-
служивающие службы для получения информации с намерением покупки;

– ui, i = h2 + 1, h3 измеряют потребительский поток потенциальных поку-
пателей, обращающихся через "подразделения ДСК"(например, акционеры,
финансовые структуры) или формирующих потоки потенциальных покупа-
телей;

– ui, i = h3 + 1, n измеряют потребительский поток потенциальных по-
купателей, обращающихся по рекомендации сотрудников (через ДХ) или
партнеров (через КП) с намерением покупки.

Экономический смысл элементов bij заключается в следующем: они от-
ражают долю перенаправления потребительского потока потенциальных по-
купателей в направление деятельности (отрасль) i из направления деятель-
ности (отрасли) j:

– bij, i = 1, h1, j = 1, h1 – доля существующих покупателей, совершающих
повторные покупки продукта, производимого i-м подразделением;

– bij, i = 1, h1, j = h1 + 1, h2 – коэффициент перехода потенциальных
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покупателей, обращающихся через обслуживающую службу j, в существу-
ющие покупатели продукта, производимого i-м подразделением;

– bij, i = 1, h1, j = h2 + 1, h3 – коэффициент перехода потенциальных
покупателей, обращающихся через подразделение ДСК j, в существующие
покупатели продукта, производимого i-м подразделением;

– bij, i = 1, h1, j = h3 + 1, n – коэффициент перехода потенциальных
покупателей, обращающихся на основании личных рекомендаций работни-
ков предприятия или его партнеров, в существующие покупатели продукта,
производимого i-м подразделением;

– bij = 0, i = h1 + 1, n, j = 1, n.
Функционал штрафа представим в виде

J(u) = α
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥Sy(q)(u, t)− Sy(q)
0 (t)

∥∥∥2

dt+

+β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈Fq(u+ ς)(q)(t), (u+ ς)(q)(t)〉dt, (2.5.6)

где y0(t) = col(y01(t), y02(t), . . . , y0r(t)) – функция планируемых продаж,
Sy0(t) – функция плановых значений показателя, например прибыли, опре-
деляемых по планам продаж; y(t) – функция продаж, моделируемых на ос-
нове балансовой модели, Fk – матрицы порядка n, показывающие стоимость
привлечения потенциального покупателя в j-м структурном подразделении,
||·|| и 〈·, ·〉 – евклидовы норма и скалярное произведение в Rn.

Минимизация функционала качества позволяет находить такой поток по-
тенциальных покупателей, при котором: 1) достигается наименьшее расхож-
дение как моделируемых и планируемых значений продаж (или показателей,
определяемых на их основе), так и их производных, 2) наименьшая стои-
мость привлечения потенциальных покупателей, необходимых для достиже-
ния плановых показателей. Отметим, что α ∈ (0, 1] и β ∈ R+ – весовые
коэффициенты целей функционала штрафа (α + β = 1). Заметим также,
что θ = 0, 1, . . . , p + 1 и определяется смыслом функицонала штрафа, но в

70



данном приложении θ = 0.
Оптимальное измерение (восстановление) покупательского потока здесь

– точка минимума v(t) функционала штрафа (2.5.6)

J(v) = min
u∈U∂

J(u) (2.5.7)

на замкнутом и выпуклом множестве U∂ – множестве допустимых измерений

U∂ = {u ∈ U :
θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u(q)(t)
∥∥∥2

dt ≤ d}, (2.5.8)

которое аккумулирует априорную информацию об искомом оптимальном по-
токе покупателей v. Здесь d = const, θ = 0, 1, ..., p+ 1.

Задача (2.5.1)–(2.5.8) по виду функционала качества является задачей
оптимального управления (1.4.1) – (1.4.4), поэтому из п. 1.4 следует спра-
ведливость следующей теоремы.

Теорема 2.5.1 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N, τ ∈ R+,
detA 6= 0. Тогда для любых x0 ∈ Rn, y0 ∈ Y существует единственное ре-
шение (x(v), v) ∈ χ×U∂ задачи (2.5.1)–(2.5.8), причем v(t) является опти-
мальным измерением покупательского потока, а x(v) – решением задачи
(2.5.1), (2.5.3) и имеет вид

x(t) = x(v, t) = lim
k→∞

xk(v, t) =

= lim
k→∞

[
−

p∑
q=0

(
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)
L
)q
A−1

(
I−
(
kLLk(A)

)p+1
)

(Bv +Gς)(q)(t)+

+

((
L− t

k
A

)−1

L

)k

x0+ (2.5.9)

+

t∫
0

((
L− t− s

k
A

)−1

L

)k−1(
L− t− s

k
A

)−1(
kLLk (A)

)p+1
(Bv +Gς)(s)ds

.
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Выводы по главе

В данной главе представлены новые результаты математического модели-
рования задач оптимального измерения. Применив подходы моделирования
дескрипторных систем, разработана обобщенная математическая модель из-
мерительного устройства, показано, что сложные измерительные устройства
моделируются системой леонтьевского типа. Предложен подход к оценке
адекватности математической модели оптимального динамического измере-
ния, для этого предложено использовать множество допустимых измерений.
Разработана математическая модель оптимального динамического измере-
ния с инерционностью и помехами на выходе измерительного устройства.
Показана справедливость теоремы о существовании единственного решения
этой задачи оптимального динамического измерения. Введены корректи-
ровки в математическую модель оптимального динамического измерения
с инерционностью и помехами в цепях измерительного устройства, предло-
женную А.Л. Шестаковым и Г.А. Свиридюком. Показана справедливость
теоремы о существовании единственного решения данной задачи оптималь-
ного динамического измерения. Представлено приложение теории оптималь-
ных измерений в экономике – при решении маркетинговых задач. Предло-
жен подход к моделированию потребительского потока на основе балансовой
модели предприятия, динамических измерений и воронки продаж. Показа-
на справедливость теоремы о существовании единственного решения задачи
оптимального динамического измерения потребительского потока.
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3 Численные методы и алгоритм программы

нахождения оптимального динамического

измерения при детерминированных помехах

3.1 Численный метод нахождения оптимального динамического

измерения при наличии помех на выходе измерительного

устройства

Рассмотрим случай детерминированных помех на выходе измерительного
устройства, вызванных резонансами в ИУ, считая известными частоты ре-
зонансных помех.

Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ N0. Пространство U является сепа-
рабельным по построению. На основании этого свойства найдется последо-
вательность {U`} конечномерных подпространств U` ⊂ U, которая будет мо-
нотонно исчерпывать U, т.е. U` ⊂ U`+1 и ∪∞`=1U

` плотно в U. Это, в свою оче-
редь, позволяет для нахождения приближенного решения u(t) задачи (2.3.1)
– (2.3.5) использовать представление

u` =


u`1

u`2

. . .

u`n

 =



∑̀
j=1

a1j sin$jt∑̀
j=1

a2j sin$jt

. . .∑̀
j=1

anj sin$jt


. (3.1.1)

Множество допустимых виртуальных измерений U∂ принято в данном
исследовании считать компактным и выпуклым, на основании этого суще-
ствует последовательность выпуклых компактов {U`∂}, U`∂ ⊂ U`, монотонно
исчерпывающая U∂.

Заметим, что построение выпуклого компакта во множестве векторов {a},
изоморфного U`∂, возможно, для удобства рассуждений будем обозначать его
тем же символом U`∂.
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Для обозначения приближенного решения задачи оптимального динами-
ческого измерения (2.3.1) – (2.3.5) допустимо использование символа v`k, если
необходимо найти только виртуальное оптимальное динамическое измере-
ние, или пару (v`k, x

`
k), если необходимо, помимо виртуального оптимального

динамического измерения, иметь информацию о состоянии ИУ. В рамках
данного исследования будем использовать первый вариант обозначения, т.е.
v`k

Итак, представление (3.1.1) подставим в xk(u, t), получим

xk(u
`, t) = −

p∑
q=0

(
A−1(I−Qk)L

)q
A−1(I−Qk)(Bu

`)(q)(t)+

+X t
kx0 +

t∫
0

Rt−s
k Qk

(
Bu`(s)

)
ds. (3.1.2)

Тогда yk(u`, t) = Cxk(u
`, t) + Dη, а функционал штрафа для нахождения

приближенного решения примет вид

Jk(u
`) =

τ

2

1∑
q=0

2%∑
j=1

∥∥∥Sy(q)
k (u`,

τ

2
+
τ

2
sj)− Sy(q)

0 (
τ

2
+
τ

2
sj)
∥∥∥2

ωj. (3.1.3)

При этом v`k – точка минимума этого функционала (3.1.3), т.е.

Jk(v
`
k) = min

u`∈U`∂
Jk(u

`), (3.1.4)

Найдя v`k и подставив вместо u` в (3.1.3) получим x`k, т.е. x
`
k = xk(v

`
k, t).

В случае расмотрения помехи, как суммы резонансов известных частот,
η представима в виде

η =



M1∑
j=1

aω1j
sinω1jt

M2∑
j=1

aω2j
sinω2jt

. . .
Mm∑
j=1

aωmj sinωmjt


(3.1.5)
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Представим алгоритм поиска приближенного решения рассматриваемой за-
дачи.

Шаг 1. Вводятся начальные данные:
– n – число параметров состояний системы;
– %+ 1 – количество узлов квадратурной формулы Гаусса;
– элементы матриц L, A, B, C и D ;
– ` – параметр представления (3.1.1);
– Y0 – матрица значений наблюдений y0(ti), как результат натурного экс-

перимента при наличии полезного сигнала в системе, размерности [m× 1];
– d – ограничение множества допустимых измерений U`∂ (d1, d2, ..., d –

ограничения множеств допустимых измерений на интевалах [0, τ1], [0, τ2], ..., [0, τ ]

соответственно при наличиии информации о физических параметрах модели
процесса);

– τ – время, в течение которого измеряется сигнал;
– ε – точность, определяемая для критерия останова алгоритма;
– ε1 – машинный ноль;
– hmin, hmax – минимальный и максимальный шаги изменения процедуры

оптимизации;
– δ – коэффициент изменения шага оптимизации;
– ω1j, ω2j, ..., ωmj – резонансные частоты, где j изменяется в соответствии

с (3.1.7);
– aωij – амплитуды резлнансов
–$j, $2j, ..., $` – частоты, используя которые описываются входящие сиг-

налы
– вид функицонала качества.
Шаг 2. Расчет detA для проверки условия detA > ε1. При его выполне-

нии – переход к следующему шагу, иначе – осуществляется замена x = eλtz,
и затем следует переход к шагу 3.

Шаг 3. По значениям наблюдений Y0 определяется интерполяционный
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ряд Котельникова на интервале [0, τ ]. Этот ряд имеет вид

y0(t) =
N∑
j=0

y(j∆t)
sin( π

∆t(t− j∆t))
π

∆t(t− j∆t)
, (3.1.8)

где ∆t – интервал дискретизации, N + 1 – количество наблюдений.
Шаг 4. Для численного интегрирования проводится расчет параметров

квадратурной формулы Гаусса – весов и узлов.
Шаг 5. По построенной функции y0(t) рассчитываются массивы значе-

ний наблюдения и скорости изменения наблюдения в узлах квадратурной
формулы Гаусса: y0

(
τ
2 + τ

2sj
)
, y′0

(
τ
2 + τ

2sj
)
.

Шаг 6. Определяется значение p – порядка полюса в точке ∞ L-резоль-
венты матрицы A и значение K, определяемой по формулам (1.3.8). Вычис-
ляются значения X t

k и Qk по формулам (1.3.7)
Шаг 7. В качестве начального значения процедуры оптимизации прини-

маются u`0 = col(0, . . . , 0), т.е. aij = 0, затем находятся по-элементно значе-
ния вектор-функции состояний ИУ в каждой из %+ 1 точек, а затем вычис-
ляется значение функционала штрафа Jk(u`0).

Шаг 8. Осуществление процедуры поиска минимального значения функ-
ционала качества (3.1.6). Введем следующие обозначения:
ρ – номер итерации в рамках процедуры данного шага, ρ = 0, 1, ...;(
âρij

)
– коэффициенты u`, образующие массив n× (` + 1), принимаемые

для расчета функционала штрафа на итерации ρ, причем â0
ij = 0, i = 1, n,

j = 0, `;
Jk

(
âρij

)
– приближенное значение функционала штрафа, соответствую-

щее итерации ρ.
Искомые коэффициенты âρij соответствуют виду (3.1.1)
Этап 1. Начальные данные: hmax и hmin определяют интервал значений

коэффициентов
(
âρij

)
; r – коэффициент изменения шага оптимизации; мат-

рица Λ = (aij) размерности n× (`+ 1), далее Массив.
Этап 2. Вычисляется значение функционала при заданных значениях aij.

В качестве начального промежуточного шага оптимизации берется hmax.
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Этап 3. Для любого значения ρ некоторые элементы Массива Λ не явля-
ются расчетными, для его элементов определяется коэффициент âρIJ подле-
жащий изменению.

Обозначим aij = âρ−1
IJ , J = Jk(â

ρ−1
IJ ). Последовательно, начиная с первого

расчетного элемента массива до последнего элемента, реализуется следую-
щая процедура. Для простоты записи в качестве первого расчетного элемен-
та примем a10, при этом остальные элементы массива остаются неизменны-
ми:

1) a(1+)
10 = a10 +hmax и a

(1−)
10 = a10−hmax. Для полученных обоих значений

вычисляются значения J (1+)
10 и J (1−)

10 соответственно.
2) Если J

(1+)
10 > J и J

(1−)
10 > J , то a10 не изменяется и осуществляется

переход к a11.
3) Если J

(1+)
10 < J и (или) J (1−)

10 < J , то из них определяется меньшее,
тогда J (1s)

10 = J
(1+)
10 (J (1s)

10 = J
(1−)
10 ), a(1s)

10 = a
(1+)
10 (a(1s)

10 = a
(1−)
10 ). После чего

пересчитывается значение a(1s)
10 : a(2+)

10 = a
(1s)
10 +hmax ·r и a

(2−)
10 = a

(1s)
10 −hmax ·r.

Если J (2+)
10 > J

(1s)
10 и J (2−)

10 > J
(1s)
10 , то â10 = a(1s) и J = J

(1s)
10 и осуществляется

переход к a11.
4) Если J (2+)

10 < J
(1s)
10 и (или) J (2−)

10 < J
(1s)
10 , то из них определяется мень-

шее, тогда J
(2s)
10 = J

(2+)
10 (J (2s)

10 = J
(2−)
10 ), а a

(2s)
10 = a

(2+)
10 (a(2s)

10 = a
(2−)
10 ).

После чего пересчитывается значение a
(2s)
10 и т.д. при изменении значений

a
(h+)
10 = a

(h−1,s)
10 +hmax ·rh−1 и a

(h−)
10 = a

(h−1,s)
10 −hmax ·rh−1 до тех пор, пока или

hmax · rh−1 < hmin, или не выполнится условие принадлежности множеству
допустимых измерений, или произойдет переход к следующему элементу.

Далее измению подлежит элемент Массива a11 при первоначальном зна-
чении всех остальных элементов. Так, если изменение элемента a10 имело
место, то в ходе данной реализации процедуры расчета, для элемента a11

это не учитывается. Однако к расчету функционала штрафа принимается
уменьшенное (если это произошло) значение J . Процедура изменения эле-
мента a11 аналогична процедуре изменения a10. Так происходит осуществ-
ление процедуры изменения значений элемента по всем элементам Массива.
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Затем определяетсся при каком значении âij элемента Массива получено
значение J после цикла по всем ее элементам. Обозначим этот элемент âi∗j∗,
именно он и подлежит изменению в Массиве, остальные элементы Массива
Λ остаются неизменными.

Приняв изменения в Mассиве одного элемента âi∗j∗, именно этот, изме-
ненный Mассив и используется в основном расчете.

Подчеркнем, что при осуществлении процедуры изменения элементов Мас-
сива фиксируется значение ∆i∗j∗ шага при котором достигается наименьшее
значение функционала штрафа. И при следующей итерации изменение эле-
ментов начинается не с hmax, а с ∆i∗j∗, что значительно увеличивает скорость
вычислений. В этом и заключается идея численных алгоритмов с памятью.

Этап 4. Этапы со второго по третий определяют одну итерацию и повто-
ряются до тех пор, пока не выполнится условие (условия)

d−
θ∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥u`k(q)
(
âρij,t

)∥∥∥2

dt < ε

di − θ∑
q=0

τi∫
τi−1

∥∥∥u`k(q)
(
âρij, t

)∥∥∥2

dt < ε

 .

Шаг 9. Определяются коэффициенты в представлении допустимого ди-
намического измерения, при которых функционал штрафа принимает наи-
меньшее значение

a∗ij = âρij, i = 1, n, j = 0, l

затем вычисляются приближенное значение оптимального виртуального из-
мерения ṽ`k и значение функционала качества Jk

Jk(ṽ
`
k) = Jk(â

ρ
ij).

При рассмотрении случая отсутствия информации о помехах, но при из-
вестной форме полезного сигнала общий алгоритм численного метода оста-
ется тем же. Поэтому далее представим лишь возникающие в этом случае
отличия.

78



На Шаге 1 вместо резонансных чаcтот ω1j, ω2j, ..., ωmj вводится функция
полезного сигнала uj = u(aij), определяющая вид полезного сигнала, где aij
– параметры функции, Например, известно, что функция полезного сигнала
u1 имеет вид u1 = a01 + a11 · (t+ a21)

2 · ea`1t2.
Матрица D принимается равной нулю.
НаШаге 3 по значениям наблюдений Y0 определяется аппроксимирующая

функция y0(t). При этом будем использовать метод аппроксимации функции
полиномами Чебышева. Для этого интервал [0, τ ], где заданы значения τi,
i = 0, 1, ..., n, необходимо перевести в интервал [−1, 1] с помощью линейного
преобразования:

z = 2
x

τ
− 1.

Затем в качестве базисных функций будем использовать ортогональные по-
линомы Чебышева Tn(z) = cos(n · arccos(z)), z ∈ [−1, 1], где Tk+1(z) =

2zTk(z)−Tk−1(z), T0(z) = 1, T1(z) = z. При этом аппроксимирующая функ-
ция примет вид: y0(t) = c0T0(z) + c1T1(z) + ... + cqTq(z), Коэффициенты ci

определяются решением системы нормальных уравнений Rc = b, где эле-
менты матрицы R и вектора свободных членов b имеют вид:

rkj =
n∑
i=0

Tk(zi)Tj(zi), bk =
n∑
i=0

y0(ti)Tk(zi), k, j = 0, q.

На Шаге 8 при реализации процедуры поиска минимального значения
функционала штрафа (3.1.6) вводятся следующие обозначения:
ρ – номер итерации в рамках процедуры данного шага, ρ = 0, 1, ...;(
âρij

)
– коэффициенты функции, введенной на первом шаге, принимаемые

для расчета функционала качества на итерации ρ, причем â0
ij = 0, i = 1, n,

j = 0, `.
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3.2 Численный метод нахождения оптимального динамического

измерения при наличии резонансов в цепях измерительного

устройства

Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ N0. Пространство U является
сепарабельным по построению. На основании этого свойства найдется по-
следовательность {U`} конечномерных подпространств U` ⊂ U, которая бу-
дет монотонно исчерпывать U, т.е. U` ⊂ U`+1 и ∪∞`=1U

` плотно в U. Это, в
свою очередь, позволяет для нахождения приближенного решения u(t) за-
дачи (2.4.1) – (2.4.5) использовать представление

u` =


u`1

u`2

. . .

u`n

 =



∑̀
j=1

a1j sin$jt∑̀
j=1

a2j sin$jt

. . .∑̀
j=1

anj sin$jt


, (3.2.1)

где ` ∈ N Помехи в цепях ИУ будем представлять в виде

ς =



N1∑
j=1

aφ1j sinφ1jt

N2∑
j=1

aφ2j sinφ2jt

. . .
Nn∑
j=1

aφnj sinφnjt,


. (3.2.2)

Множество допустимых виртуальных измерений U∂ принято в данном иссле-
довании считать компактным и выпуклым, на основании этого существует
последовательность выпуклых компактов {U`∂}, U`∂ ⊂ U`, монотонно исчер-
пывающая U∂.

Для обозначение приближенногое решения задачи оптимального дина-
мического измерения (2.3.1) – (2.3.5) допустимо использование символа ṽ`k,
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если необходимо найти только виртуальное оптимальное динамическое из-
мерение, или парой (ṽ`k, x̃

`
k), если необходимо, помимо виртуального опти-

мального измерения, иметь информацию о состояния ИУ. В рамках данного
исследования будем использовать первый вариант обозначения, т.е. ṽ`k

Итак, представления (3.2.1), (3.2.2) подставим в (2.4.3), тогда функционал
штрафа для нахождения приближенных решений примет вид

Jk(w
`)=α

τ

2

1∑
q=0

2η∑
j=1

∥∥∥S(Cx(q)
k (w`,

τ

2
+
τ

2
sj)
)
−
(
Sy

(q)
0 (
τ

2
+
τ

2
sj)−Sy(q)

0 (
τ

2
+
τ

2
sj)
)∥∥∥2

ωj+

+β
τ

2

θ∑
q=0

2η∑
j=1

〈Fq(w`)(q)(
τ

2
+
τ

2
sj), (w

`)(q)(
τ

2
+
τ

2
sj)〉ωj, (3.2.3)

причем w` = Du` +Bς , а xk(w`, t) имеет вид

xk(w
`, t) = −

p∑
q=0

(
A−1(I −Qk)L

)q
A−1(I −Qk)(u

`)(q)(t)+

+X t
kx0 +

t∫
0

Rt−s
k Qkw

`(s)ds. (3.2.4)

и ṽ`k – точка минимума этого функционала, т.е.

J(ṽ`k) = min
u`∈U`∂

Jk(w
`), (3.2.5)

Найдя ṽ`k и подставив вместо u` в (3.2.4) получим x̃`k.
Основные шаги алгоритма поиска приближенного решения рассматрива-

емой математической модели, остаются аналогичны представленному в п.
3.1, поэтому далее остановимся только на отличиях

Шаг 1. Вводятся начальные данные.
Вводятся все те же исходные данные и дополнительно значения частот

резонансов в цепях ИУ – φ1j, φ1j, ..., φ1j. Функционал штрафа задается в
соответствии с данной задачей.

Шаг 2. Проверяется условие detA > ε1 (без изменений).
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Шаг 3. По значениям наблюдений Y0 определяется интерполяционный
ряд Котельникова на интервале [0, τ ] (без изменений).

По значениям наблюдений Y 0 определяется интерполяционный ряд Ко-
тельникова на интервале [0, τ ].

Шаг 4. Рассчитываются значения весов и узлов квадратурной формулы
Гаусса (без изменений).

Шаг 5. По построенной функции y0(t) рассчитываются массивы значений
наблюдения и скорости изменения наблюдения в узлах квадратурной фор-
мулы Гаусса (без изменений). Кроме того, аналогичная операция проводится
для y0(t).

Шаг 6. Определяется значение p – порядка полюса в точке ∞ L-резоль-
венты матрицы A и значение K, начиная с которого находится численное
решение задачи. Вычисляются значения X t

k и Qk (без изменений).
Шаг 7. Взяв в качестве начального значения w`

0 = col(0, . . . , 0), находятся
по элементно значения вектор-функции состояний ИУ, а затем вычисляется
соответствующее им значение функционала Jk(w`

0) (без изменений).
Шаг 8. Реализуется процедура оптимизации (без изменений).
Шаг 9.Определяются коэффициенты тригонометрических вектор-функций

в представлении допустимого динамического измерения, при которых функ-
ционал штрафа принимает наименьшее значение (без изменений).

В результате решения задачи оптимального динамического измерения ре-
зонансные помехи будут вырезаны, т.е. aφ1j < ε1, что в конечном итоге озна-
чает, что полученное ṽ`k представляет собой искомое виртуальное оптималь-
ное динамической измерение.

При рассмотрении задачи моделирования потребительского потока на ос-
нове балансовой модели предприятия и динамических измерений продаж
представленный численный алгоритм также имеет небольшую модифика-
цию. Представим ее на основе алгоритма, представленного в п.3.1.

Шаг 1. Задаются данные задачи.
Вводятся все те же исходные данные и дополнительно значения перио-
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дов сезонных колебаний или иных экономических циклов в поведении сум-
марного потенциального покупателя – φ1j, φ1j, ..., φ1j. Функционал качества
задается в соответствии с математической моделью, т.е. вида (2.5.6).

Шаг 2. Проверяется условие detA > ε1 (без изменений).
Шаг 3. Задается плановое значение функции продаж y0(t). Задается ми-

нимально необходимое количество объема продукции или услуг i-го вида
деятельности wi из (2.5.4) и условия (2.5.5)

Шаг 4. Рассчитываются значения весов и узлов квадратурной формулы
Гаусса (без изменений).

Шаг 5. По заданной функции y0(t) рассчитывается массив значений на-
блюдения и скорости изменения наблюдения в узлах квадратурной формулы
Гаусса (без изменений).

Шаг 6. Определяется значение p – порядка полюса в точке ∞ L-резоль-
венты матрицы A и значение K, начиная с которого находится численное
решение задачи. Вычисляются значения X t

k и Qk (без изменений).
Шаг 7. Взяв в качестве начального значения u`0 = col(0, . . . , 0), находятся

по элементно значения вектор-функции состояний ИУ, а затем вычисляется
соответствующее им значение функционала Jk(u`0) (без изменений).

Шаг 8. Реализуется процедура оптимизации (без изменений).
Шаг 9.Определяются коэффициенты тригонометрических вектор-функций

в представлении допустимого динамического измерения, при которых функ-
ционал штрафа принимает наименьшее значение (без изменений).

3.3 Сходимость численных методов

Сходимость численного метода, представленного в п. 3.1 следует из дока-
занного аналогичного результата в [52].

Покажем сходимость численного метода, представленного в п. 3.2. До-
казательство будем вести в соответствии с предложенным доказательством
сходимости задачи оптимального управления для СЛТ в [32].
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Обозначим приближенное решение v`k, а v – точное решение задачи опти-
мальных динамических измерений (2.4.1) – (2.4.5), Jk(v`k) = J(x`k, v

`
k)

Необходимо доказать, что последовательность {v`k} сходится к v при
k → +∞, l → +∞ так, что J(v`k) → J(v). Для этого сначала необходи-
мо показать, что v`k → v` и J(v`k)→ J(v`) при k → +∞, а затем, что v` → v

и J(v`)→ J(v) при l→ +∞,

Определение 3.3.1 Функция J(·) называется сильно выпуклой на выпук-
лом множестве U ∈ Rn, если ∀w1, w2 ∈ U, ∀λ ∈ [0, 1] и для некоторого числа
q > 0 выполняется неравенство

J(λw1 + (1− λ)w2) ≤ λJ(w1) + (1− λ)J(w2)− λ(1− λ)q‖w1 − w2‖2.

Лемма 3.3.1 Пусть U∂ – компактное и выпуклое множество, матрица A
(L, p)-регулярна, p ∈ {0}

⋃
N, detA 6= 0. Тогда функционал (2.4.3) является

сильно выпуклой функцией на U∂.

Доказательство.

Запишем J(λw1 + (1 − λ)w2) для (2.4.3) и проведем тождественные пре-
образования

J(λw1 + (1− λ)w2) =

= α

1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(λw1 + (1− λ)w2, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fq(λw1 + (1− λ)w2)

(q)(t), (λw1 + (1− λ)w2)
(q)(t)

〉
dt =

= α
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥λ(SCx(q)(w1, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
))

+

+(1− λ)
(
SCx(q)(w2, t)−

(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
))∥∥∥2

dt+

+βλ2
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
1 (t), w

(q)
1 (t)

〉
dt+ 2βλ(1− λ)

θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
1 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt+
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+β(1− λ)2
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Nqw

(q)
2 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt =

= αλ
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w1, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+α(λ2 − λ)
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w1, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+α(1− λ)
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w2, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+α((1− λ)2 − (1− λ))
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w2, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+2αλ(1− λ)
1∑
q=0

τ∫
0

〈
SCx(q)(w1, t)−

(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)
, SCx(q)(w2, t)−

−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)〉

dt+ βλ

θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
1 (t), w

(q)
1 (t)

〉
dt+

+β(λ2−λ)
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
1 (t), w

(q)
1 (t)

〉
dt+β(1−λ)

θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
2 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt+

+β((1− λ)2 − (1− λ))
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
2 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt+

+2βλ(1− λ)
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Nqw

(q)
1 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt = λJ(w1) + (1− λ)J(w2)+

+(λ2 − λ)

α 1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w1, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt+

+α
1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w2, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)∥∥∥2

dt−
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−2α
1∑
q=0

τ∫
0

〈
SCx(q)(w1, t)−

(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)
,

SCx(q)(w2, t)−
(
Sy

(q)
0 (t)− Sy(q)

0 (t)
)〉

dt+

+β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
1 (t), w

(q)
1 (t)

〉
dt+ β

θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
2 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt−

−2β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fqw

(q)
1 (t), w

(q)
2 (t)

〉
dt

 =

= λJ(w1)+(1−λ)J(w2)−λ(1−λ)

α 1∑
q=0

τ∫
0

∥∥∥SCx(q)(w1, t)− SCx(q)(w2, t)
∥∥∥2

dt+

+β
θ∑
q=0

τ∫
0

〈
Fq(w

(q)
1 (t)− w(q)

2 (t), w
(q)
1 (t)− w(q)

2 (t))
〉
dt

 .
Все слагаемые выражения в квадратных скобках неотрицательны, поэтому

J(λw1+(1−λ)w2) ≤ λJ(w1)+(1−λ)J(w2)−λ(1−λ)

τ∫
0

‖SCx(w1 − w2, t)‖2 dt.

В силу непрерывности x(u, t) на U∂, то по теореме Вейерштрасса, x(u, t)

будет ограничена на U∂, а значит

J(λw1 + (1− λ)w2) ≤ lambdaJ(w1) + (1− λ)J(w2)− λ(1− λ)T ‖w1 − w2‖2 .

Теорема доказана.•

Определение 3.3.2 Минимизирующей последовательностью для J(·) на
множестве U называется последовательность {uk} ⊂ U, для которой суще-
ствует lim

k→+∞
J(uk), равный J∗ = inf

u∈U
J(u).

Пусть U∗ – множество всех точек минимума. Из определения точной ниж-
ней грани следует, что минимизирующая последовательность всегда суще-
ствует, т.е. если U 6= ∅, то всегда существует минимизирующая последова-
тельность, сходящаяся к элементу U∗.
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Теорема 3.3.1 1 Пусть функция J(·) сильно выпукла и полунепрерывна
снизу на выпуклом замкнутом множестве U ⊂ Rn. Тогда для любого v ∈ U

лебегово множество

ΛJ(v) ≡ {u ∈ U : J(u) ≤ J(v)}

выпукло, замкнуто и ограничено. J∗ = inf
u∈U
{J(u)} > −∞, множество точек

минимума U∗ = {u ∈ U : J(u) = J∗} состоит из единственной точки u∗,
причем любая минимизирующая последовательность {uk} сходится к u∗
по норме Rn и выполняется неравенство

q‖uk − u∗‖2 ≤ J(uk)− J(u∗), k = 1, 2, ...

Лемма 3.3.2 Пусть выполняются условия леммы 3.3.1. Зафиксируем
` ∈ N, тогда последовательность (x`k, v

`
k) → (x`, v`) при k → +∞, где

(x`k, ṽ
`
k) – точка минимума функционала Jk, при этом

Jk(v
`
k) = J(x`k, ṽ

`
k)→ J(x`, v`) = J(v`)

при k → +∞ и J(v`) = J(x`, v`) = inf
w`∈U`∂

J(x`, w`) = inf
w`∈U`∂

J(w`).

Доказательство. Пара (x`k, ṽ
`
k) является приближенным решением задачи

(2.4.1) – (2.4.5) и удовлетворяет уравнению

Lẋ`k = Ax`k + ṽ`k.

Преобразуем его к виду
Lẋ`k − Ax`k = ṽ`k. (3.3.1)

В силу теоремы 2.4.1 x`(t) = x(v`, (t)) = limk→+∞ xk(v
`, t). В силу непрерыв-

ности и линейности операторов L, A получим, что

lim
k→+∞

(Lẋ`k − Ax`k) = Lẋ` − Ax`.

1Теорема приведена из учебного пособия А.И. Чуличкова Экстремальные задачи: конспект лекций –
Изд-во МГУ, 1996
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Переходя к пределу в (3.3.1), в силу непрерывности операторов, получим,
что существует

lim
k→+∞

ṽ`k = v`.

Так как последовательность (x`k, ṽ
`
k) доставляет минимум функционалу Jk на

множестве U`∂, то J(x`k, ṽ
`
k) ≤ J(x̃`k, w

`
k) для любого w`

k ∈ U`∂, тогда устремив
k к +∞, получим J(v`) = J(x`, v`) ≤ J(x̃`, w`) = J(w`) для любого w` ∈ U`∂.

Лемма 3.3.3 Пусть выполняются условия леммы 3.3.1. Тогда последова-
тельность {v`} является минимизирующей для J , сходится к v по норме
Rn, при этом J(v`)→ J(v) и выполняется неравенство

q‖v` − v‖2 ≤ J(v`)− J(v).

Доказательство. Так как U∂ – выпукло и компактно, то существует по-
следовательность {U`∂} выпуклых компактов U`∂ ⊂ U∂, монотонно исчерпы-
вающих U∂, т.е.

U`∂ ∈ U`+1,
∞⋃
`=1

U`∂ = U∂.

Откуда следует, что J(v`+1) ≤ J(v`), а значит, для последовательности
{v`} ⊂ U∂, в силу теоремы Вейерштрасса, существует предел

lim
l→+∞

J(v`) = J∗ = inf
u`∈U∂

J(u) = J(v).

Таким образом, последовательность {v`} является минимизирующей.
Поскольку функционал (2.4.3) является сильно выпуклым и ограничен-

ным на выпуклом и замкнутом множестве и последовательность {v`} мини-
мизирующая, то по теореме о сильно выпуклой и полунепрерывной снизу
функции на выпуклом замкнутом множестве последовательность {v`} схо-
дится к v по норме Rn так, что выполняется неравенство

q‖v` − v‖2 ≤ J(v`)− J(v). •

Так как множество U∂ является слабо компактным, а по следствию из теоре-
мы Мазура, функционал (2.4.3) определен и ограничен на слабокомпактном
множестве, то vU∂..
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Таким образом, имеет место следующая

Теорема 3.3.2 Пусть матрица A (L, p)-регулярна, p ∈ {0}
⋃

N, detA 6= 0,
U∂ ⊂ U – компактном и выпуклом множестве. Тогда

lim
l→+∞

lim
k→+∞

Jk
(
v`k
)

= J(v) и lim
l→+∞

lim
k→+∞

v`k = J(v).

3.4 Описание программного комплекса

Для численного решения задачи оптимального измерения с учетом де-
терминированных помех написан программный комлекс на языке объектно-
ориентированного программирования С++. Данный программный комплекс
реализуется на IBM PC и предназначен для решения четрыех задач опти-
мального динамического измерения, как задач жесткого или оптимального
управления для системы леонтьевского типа. Общая часть комлекса зареги-
стрирована как программа �OptMsrR Programm�. Комплекс предлагается
к использованию при:

– восстановлении динамически искаженных сигналов с детеминированны-
ми помехами на выходе ИУ с известными резонансными частотами (Υ = 2);

– восстановлении динамически искаженных сигналов с детеминирован-
ными помехами на выходе ИУ с неизвестными резонансными частотами, но
известной форме входного сигнала (Υ = 1);

– восстановлении динамически искаженных сигналов с детеминированны-
ми помехами на входе и выходе ИУ с известными резонансными частотами
(Υ = 3);

– моделировании потребительского потока на основе балансовой модели
предприятия и динамических измерений продаж (Υ = 4).

Особенностью программы является возможность использования матема-
тических моделей как простых (система обыкновенных дифференциальных
уравнений), так и сложных ИУ (СЛТ). Основные этапы алгоритма програм-
мы представлены на Рис. 3.1.

Программа обеспечивает выполнение следующих функций:
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Рис. 3.1: Блок-схема программного комплекса с основными процедурами алгоритма

– ввод матриц, характеризующих ИУ (СЛТ);
– ввод параметров процедур расчета, вида функционала штрафа;
– ввод значений наблюдения, как результатов натурного эксперимента;
– ввод условий, связанных с множеством допустимых измерений;
– расчет узлов и весов квадратурной формулы Гаусса для обеспечения

приближенного вычисления интегралов;
– операции над матрицами (необходимые в рамках алгоритма), процеду-

ры интегрирования и дифференцирования;
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– реализация процедур интерполяции и аппроксимации;
– реализация процедуры оптимизации функционала, определяющей ко-

эффициенты тригонометрических вектор-функции измерения;
– расчет приближенных значений виртуальных наблюдений; функциона-

ла штрафа; динамических измерений в задаваемых значениях аргумента.
Основной процедурой является процедура поиска минимального значения

функционала, представим ее блок-схемой (рис. 3.2).
Этапы алгоритма процедуры поиска наименьшего значения функционала

штрафа, в результате которой определяется приближенное значение опти-
мального динамичсекого измерения v`k, представлены в п. 3.1, поэтому при-
водится только блок-схема. Поясним используемые в ней обозначения.

• a – массив коэффициентов тригонометрических многочленов представ-
ления допустимого динамического измерения, используется в начале
циклов;

• A – массив, аналогичный a, создаваемый для промежуточных расчетов
внутри циклов;

• A′ij – массив, аналогичный a, при значении элементов которого в цик-
ле достигается минимум функционала при изменении коэффициента с
индексами (i, j);

• J(A), J(a) – значения функционала штрафа при коэффициентах соот-
ветствующих массивов A и a;

• hmax, hmin, ∆ – максимальный, минимальный и промежуточные шаги
оптимизации соответственно;

• см. зн. - логическое выражение �смена знака�.

Подчеркнем, что именно для этой процедуры предложено распараллели-
вание вычислений, представленное на схеме Рис. 3.3.
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Рис.3.2 Блок-схема процедуры оптимизации

При этом используется централизованная схема распределения вычисле-
ний с архитектурой типа "звезда". Вычисление каждого элемента Массива
реализуют отдельные процессоры, выбор элемента, при изменении которого
достигается меньшее значение функционала качества, также осуществляет
отдельный процессор.
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Рис.3.3. Cхема распараллеливания вычислений в процедуре оптимизации

Отметим, что в данном алгоритме, как и в ранее используемых в теории
оптимальных динамических измерений, заложены идеи метода многошаго-
вого покоординатного спуска с памятью при поиске коэффициентов три-
гонометрических полиномов u`. Однако распараллеливание позволяет зна-
чительно усовершенствовать алгоритм численного решения не только по-
вышением скорости вычислений, но и изменением процедуры оптимизации.
В данной работе предлагается, найдя возможные изменения всех элемен-
тов Массива коэффициентов полиномов u` и соответствующие им значения
функционала качества, а затем определив его наименьшее значение, изме-
нить только один, соответствующий этому наименьшему значению, элемент
Массива.

Идеи данного подхода распараллеливания алгоритма численного реше-
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ния задачи оптимального измерения с учетом резонансов могут быть при-
менимы и к алгоритмам решения класса задач оптимального управления
– оптимального, жесткого, стартового, стартового жесткого – для систем
леонтьевского типа.

3.5 Результаты вычислительных экспериментов

Для проведения вычислительных экспериментов составим математическую
модель измерительного устройства, заданного передаточной функцией

Wg(p) =
1

(T 2
1 p

2 + 2ξ1T1p+ 1)(T 2
2 p

2 + 2ξ2T2p+ 1)(T3p+ 1)(T4p+ 1)

при известных ее параметрах T1 = 0, 01c, ξ1 = 0, 6, T2 = 0, 002c, ξ2 = 0, 2,

T3 = 0, 0005c, T4 = 0, 0001c.
На рис 3.4 приведена амплитудно-частотная характеристика передаточ-

ной функции.

Рис.3.4. Амплитудно-частотная характеристика передаточной функции

На рисунке 3.5 приведена фазо-амплитудная характеристика передаточ-
ной фукнции.
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Рис.3.5. Фазо-амплитудная характеристика передаточной функции

Модель измерительного устройства c учетом возможных помех имеет вид:

ẋ1 = −x1 − 0, 9881x2 + u+ η̃,

ẋ2 = 10000x1 − 119x2,

ẋ3 = x2 − x3 − 0, 999204x4,

ẋ4 = 250000x3 − 119x4,

ẋ5 = 2000x4 − 2000x5,

ẋ6 = 10000x5 − 10000x6,

y = x6 + η,

(3.5.1)

где x = col (x1(t), ..., x6(t)) и ẋ = col (ẋ1(t), ..., ẋ6(t)) – вектор-функции со-
стояния и скорости изменения состояния измерительного устройства соот-
ветственно, x0 = col(0, ..., 0), u(t), y(t) – вектор-функции измеряемого и на-
блюдаемого сигналов измерительного устройства.

Для простоты матрицы B, C, S, F примем единичными. Заметим, что
на рисунках, прииведеных далее в примерах, графики функций y0(t), y0(t)

совпадают с точками массивов наблюдений Y 0, Y0 соответственно, так как
количество точек составляет 500, что не позволяет на графике изобразить
их совместно.
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Пример 1. Рассмотрим случай, когда резонансная помеха действует толь-
ко на выходе ИУ. Известна ее частота ω = 5000 и амплитуда, таким образом,
η = 0, 03 sin 5000t. На рисунке 3.6. представлены функция наблюдения y0(t),
полученная на основе результатов реальных наблюденийа, и найденное, в
результате вычислительного эксперимента, оптимальное динамическое из-
мерение v`k.

Рис.3.6. Результаты вычислительного эксперимента для случая действия резонанса на выходе

ИУ при известной резонансной частоте

В результате вычислительного эксперимента, найдена амплитуда резо-
нансной помехи. Получено приближенное решение задачи оптимального ди-
намического измерения (ОДИ)

v`k = 0, 156386711672626 sin(2π · 6.25t) + 0, 247407484951549 sin(2π · 12, 5t)+

+0, 258215058876576 sin(2π · 18, 75t) + 0, 217172530953783 sin(2π · 25t)+

+0, 159416960961203 sin(2π · 31, 25t) + 0, 106420289628521 sin(2π · 37, 5t)+

+0, 0657668934971499 sin(2π · 43, 75t) + 0, 0374662930570334 sin(2π · 50t)+

+0, 0189026694461611 sin(2π · 56, 25t) + 0, 00722447810984459 sin(2π · 62, 5t)+

+0, 000141998282577822 sin(2π ·68, 75t)−0, 00397622330210702 sin(2π ·75t)−
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−0, 00622392263810763 sin(2π ·81, 25t)−0, 00731276449005634 sin(2π ·87, 5t)−

−0, 00769624688641762 sin(2π ·93, 75t)−0, 00766147606400266 sin(2π ·100t)−

−0, 0073875884086711 sin(2π·106, 25t)−0, 00698658726010777 sin(2π·112, 5t)−

−0, 00652670863981444 sin(2π ·118, 75t)−0, 00604985771367458 sin(2π ·125t)−

−0, 00558016109398793 sin(2π·131, 25t)−0, 00513175948284598 sin(2π·137, 5t)−

−0, 0047114664538241 sin(2π ·143, 75t)−0, 00432264179436352 sin(2π ·150t)−

−0, 00396554753897888 sin(2π·156, 25t)−0, 00363959261079678 sin(2π·162, 5t)−

−0, 00334280694898749 sin(2π ·168.75t)−0, 00307337823849602 sin(2π ·175t)−

−0, 00282880861797621 sin(2π·181, 25t)−0, 00260712169018823 sin(2π·187, 5t)−

−0, 0024059271302477 sin(2π · 193, 75t)− 0, 00222345803520028 sin(2π · 200t).

Сравним точное решения задачи оптимального динамического измерения
v(t) (которое в силу модельного примера известно) и приближенное решение
v`k(t) (рис. 3.7).

Рис.3.7. Приближенное и точное решение задачи ОДИ Примера 1.
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Очевидно, что приближенное решение, несмотря на небольшое количе-
ство слагаемых в представлении тригонометрическим полиномом, весьма
точно. На рисунке 3.8. представим график разности точного и приближен-
ного решения.

Рис.3.8. Разность приближенного и точного решения задачи ОДИ Примера 1.

Отметим, что max|v`k(t) − v(t)| = 0.831234. Если увеличить количество
слагаемых до 150 в тригонометрическом полниоме, то погрешность умень-
шится до 0,0001, однако и скорость расчета серьезно снизится.

Пример 2. Рассмотрим случай, когда резонансные помехи действуют
как на выходе ИУ, так и в его цепях. Известны их частоты ω = 5000 и
φ = 500, таким образом, η = aω sin 5000t и ς = aφ sin 500t. На рисунке 3.9.
представлены: наблюдения y0(t), получаемые в ходе натурного эксперимента
при нулевых значениях измеряемого сигнала, и наблюдения y0(t), получае-
мые в ходе натурного эксперимента при ненулевых значениях измеряемого
сигнала, найденное в результате вычислительного эксперимента оптималь-
ное измерение v`k.
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Рис.3.9. Результаты вычислительного эксперимента для случая действия резонансов на выходе

и на входе ИУ при известных резонансных частотах

Пример 3. Рассмотрим случай, когда резонансные помехи действуют
как на выходе ИУ, так и в его цепях. При этом их частоты не известны,
однако известно, что сигнал имеет форму функции u(t) = a1t

2e−a2t + a3.
На рисунке 3.10. представлены: наблюдения Y0, получаемые в ходе натур-

ного эксперимента, аппоксимирующая наблюдения функция y0(t), найден-
ное в результате вычислительного эксперимента приближенное оптимальное
измерение v`k(t) и точное оптимальное измерение v(t).

В результате вычислительного эксперимента, получено приближенное ре-
шение задачи оптимального динамического измерения

v`k = 115002, 332t2e−250,24t.
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Рис.3.10 Результаты вычислительного эксперимента для случая действия резонансов на выходе ИУ

при неизвестной резонансной частоте и известной форме измеряемого сигнала

Пример 4. Рассмотрим модельный пример уточнения множества допу-
стимых измерений. Так при рассмотрении Примера 1 во временном про-
межутке [0, τ ], с учетом полученного значения p = 0, первоначально было
задано множество допустимых измерений

1∑
q=0

0,08∫
0

∥∥∥u`k(q)
(
âρij,t

)∥∥∥2

dt < d = 211, 6097.

Затем были выделены три промежутка [0, τ1], [τ1, τ2] и [τ2, τ3], где τ1 = 0, 004,
τ2 = 0, 014 и τ3 = 0, 04, на которых дополнительно указаны ограничения для
множеств допустимых измерений. Представим их:

1∑
q=0

0,004∫
0

∥∥∥u`k(q)
(
âρij, t

)∥∥∥2

dt < d1 = 123, 0066,

1∑
q=0

0,014∫
0,004

∥∥∥u`k(q)
(
âρij, t

)∥∥∥2

dt < d2 = 124, 6636,

100



1∑
q=0

0,4∫
0,014

∥∥∥u`k(q)
(
âρij, t

)∥∥∥2

dt < d3 = 38, 9579.

В результате уточненния множества допустимых измерений получено иное
решение, на рисунке 3.11 представлены графики полученных решений од-
ной и той же задачи опитмального динамического измерения из Примера 1:
v`∗k – с уточненным множеством допустимых измерений, v`k – с множеством
допустимых измерений, заданным первоначально.

Рис.3.11 Результаты вычислительного эксперимента при уточнении множества допустимых

измерений

Отметим, что при уточненном решении v`∗k увеличилось значение d∗ =

286, 6283 за счет, прежде всего, увеличения значений производных. Если мы
сравним значения

0,08∫
0

∥∥∥u`k (âρij,t)∥∥∥2

dt = ð,

то значительных расхождений нет, так, без уточнения множества допусти-
мых измерений ð = 0, 001015680, а при уточненном множестве допустимых

101



измерений ð∗ = 0, 01039833. Приближенное решение задачи оптимального
динамического измерения при уточненном множестве допустимых измере-
ний имеет вид:

v`∗k = 0, 133946822595132 sin(2π · 6.25t) + 0, 227106835731783 sin(2π · 12, 5t)+

+0, 260308519624985 sin(2π · 18, 75t) + 0, 240676528880669 sin(2π · 25t)+

+0, 190163561862987 sin(2π · 31, 25t) + 0, 131037350098669 sin(2π · 37, 5t)+

+0, 0779306975310919 sin(2π · 43, 75t) + 0, 0370821746285821 sin(2π · 50t)+

+0, 00903851547967552 sin(2π ·56, 25t)−0, 0083565680358572 sin(2π ·62, 5t)−

−0, 0179590971351134 sin(2π · 68, 75t)− 0, 0223438228938383 sin(2π · 75t)−

−0, 0234841874170562 sin(2π · 81, 25t)− 0, 0227560650768984 sin(2π · 87, 5t)−

−0, 0210574137313625 sin(2π · 93, 75t)− 0, 0189433454169347 sin(2π · 100t)−

−0, 0167390007829702 sin(2π ·106, 25t)−0, 0146224962412895 sin(2π ·112, 5t)−

−0, 0126816149042001 sin(2π · 118, 75t)− 0, 0109507751280247 sin(2π · 125t)−

−0, 00943430829036674 sin(2π·131, 25t)−0, 00812069903659914 sin(2π·137, 5t)−

−0, 00699104125599831 sin(2π ·143, 75t)−0, 00602389649627148 sin(2π ·150t)−

−0, 005197951166799 sin(2π ·156, 25t)−0, 00449336725212877 sin(2π ·162, 5t)−

−0, 00389236652034175 sin(2π ·168.75t)−0, 00337939039194787 sin(2π ·175t)−

−0, 00294102762136243 sin(2π·181, 25t)−0, 00256583498378781 sin(2π·187, 5t)−

−0, 00224411078915205 sin(2π ·193, 75t)−0, 00196766549856338 sin(2π ·200t).
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Выводы по главе

В третьей главе представлены алгоритмы численных методов решения всех
четырех моделей, рассмотренных во второй главе. Показаны сильная выпук-
лость функционала качества на множестве допустимых измерений, сходи-
мость по норме приближенных решений рассматриваемой задачи оптималь-
ного динамического измерения. Представлено описание программного ком-
плекса, реализующего алгоритм численного решения задач оптимального
динамического измерения с учетом детерминированных помех, приведена и
описана блок–схема основного алгоритма программного комплекса – поиска
наименьшего значения функционала и приближенного значения виртуаль-
ного измерения. Представлена процедура распараллеливания этапа поиска
оптимального динамического измерения. Проведены вычислительные экспе-
рименты на модельных примерах, результаты которых по трем моделям оп-
тимального динамического измерения показали высокую вычислительную
эффективность.
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Заключение

Итоги выполненного исследования

В диссертационной работе проведено численное исследование класса
математических моделей оптимального динамического измерения с детер-
минированными помехами различной природы.

Во Введении диссертационной работы были поставлены ее цель и задачи.
Приведем итоги их реализации.

1. В работе предложена методика представления математической моде-
ли сложной измерительной системы, содержащей несколько измерительных
устройств, в виде системы леонтьевского типа, позволяющей учитывать свя-
зи между устройствами в виде алгебраических уравнений. Приведен пример
сложной измерительной системы с итерационным принципом восстановле-
ния сигнала.

2. Предложена математическая модель оптимального динамического из-
мерения с инерционностью и детерминированными по частоте помехами на
выходе измерительного устройства. При этом функционал штрафа отража-
ет разности как виртуального (моделируемого) и реального наблюдений, так
и их производных, что позволяет нивелировать воздействие помех на выходе
измерительного устройства и, при минимизации функционала, найти при-
ближенное виртуальное измерение близкое и искомому. При этом рассмот-
рены два случая. В одном из них в известны частоты помех, а в другом при
наблюдении помех – форма восстанавливаемого сигнала при неизвестных
частотах помех.

3. Предложена математическая модель оптимального динамического из-
мерения с учетом инерционности, детерминированных помех в цепях и на
выходе измерительного устройства. Функционал штрафа этой модели отра-
жает сопоставление виртуального и реальных наблюдений и нивелирование
воздействия помех как в цепях, так и на выходе измерительного устройства.
Минимизация функционала штрафа позволяет, достигая меньшего расхож-
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дения между виртуальным и реальными наблюдениями и уменьшая воздей-
ствие помех, обеспечивать наименьшее отличие приближенного оптималь-
ного измерения от искомого. Для этой модели оптимального динамического
измерения показана ее применимость в решении экономических задач.

4. Для всех математических моделей оптимальных динамических измере-
ний проведено качественное исследование. Показана справедливость теорем
о существовании единственного решения задач оптимального динамического
измерения.

5. Разработан численный метод решения задачи оптимального динамиче-
ского измерения с учетом инерционности ИУ и помех различной природы.
При этом пояснены его модификации для каждой из исследуемых матема-
тических моделей оптимального динамического измерения. Отличительной
особенностью этого алгоритма является поиск приближенного решения в
виде тригонометрических полиномов, а не степенных как в аналогичных ис-
следованиях. Внесены изменения в основные процедуры, позволившие сни-
зить влияние самого серьезного недостатка ранее используемых методов –
значительное время расчетов. Более того, эти решения позволили более эф-
фективно использовать распараллеливание вычислений, процедура которых
также для методов решения задачи оптимальных динамических измерений
была предложена впервые.

6. Разработанный метод позволяет использовать априорную информацию
и в результате получить более адекватную к условиям измерения математи-
ческую модель оптимального динамического измерения.

7. Разработан программный комплекс, реализующий все модификации
численных алгоритмов. Получено свидетельство о регистрации программы.

8. Проведены вычислительные эксперименты, полученные результаты под-
твердили эффективность предложенных методов и алгоритмов.

Таким образом, в работе решены все поставленные задачи и достигнута
цель исследования.

Полученные результаты являются новыми и позволяют сделать вывод о
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том, что диссертационная работа соответствует следующим областям иссле-
дования паспорта специальности 05.13.18 – Математическое моделирование,
численные методы и комплексы программ:

2. Развитие качественных и приближенных аналитических методов иссле-
дования математических моделей.

3. Разработка, обоснование и тестирование эффективных вычислитель-
ных методов с применением современных компьютерных технологий

4. Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде ком-
плексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычис-
лительного эксперимента.

Рекомендации

Результаты численно-аналитического исследования позволяют применять
их при решении различных задач для:

– измерительных систем с различным числом сенсоров, работающих в
динамическом режиме;

– испытательных комплексов для определения, например, сил тяги дви-
гателей различного назначения;

– многокомпонентных сенсоров, измеряющих несколько параметров ра-
боты в динамическом режиме, например, давление и температуру.

Разработка новых программных систем с качественным интерфейсом поль-
зователя (технического работника) для проведения вычислительных экспе-
риментов, с адаптацией и интеграцией существующих программ позволит
внедрить результаты в технологический и учебный процессы.

Перспективы дальнейшей разработки темы

Развитие теории оптимальных динамических измерений поставило вопро-
сы, связанные с изучением случайных помех в рамках теории уравнений со-
болевского и леонтьевского типов. В качестве современных работы следует
отметить работы Ю.Е Гликлиха [16] и Г.А. Свиридюка [125], посвященных
изучению стохастических систем леонтьевского типа. Разработка численных
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методов в рамках математических моделей оптимального динамического из-
мерения с учетом детерминированных помех позволяют не только решать
метрологические и экономические задачи, но и расширять возможности ме-
тодов теории систем леонтьевского типа.

Отметим перспективы дальнейших исследований по теме диссертацион-
ной работы:

1. Моделирование оптимальных динамических измерений со случайны-
ми помехами, на основе стохастических уравнений леонтьевского типа и и
методов теории оптимального управления;

2. Моделирование нестационарных моделей оптимальных динамических
измерений;

3. Совершенствование численных методов решения задач оптимальных
измерений;

4. Использование для решения обратных задач динамических измерений
различных методов оптимального управления.
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