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Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

1. Ìíîæåñòâà, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè áóêâàìè ãîòè÷åñêîãî

àëôàâèòà. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà ñ óñòîÿâøèìèñÿ íàçâàíèÿìè,

íàïðèìåð:

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

R+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

Lp(Ω) � ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà,

W l
p(Ω) � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà,

è ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ, îáîçíà÷àåìûõ ðóêîïèñíûìè çàãëàâíû-

ìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, íàïðèìåð:

L(U,F) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç

ïðîñòðàíñòâà U â ïðîñòðàíñòâî F,

C∞(U,F) � ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå

Ôðåøå ëþáîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå U è äåéñòâóþùèõ â

ïðîñòðàíñòâî F.

2. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ è èíäåêñû îáîçíà÷àþòñÿ ñòðî÷íûìè áóêâàìè ëàòèí-

ñêîãî èëè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòîâ, êðîìå îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ

îïåðàòîðàìè è îáîçíà÷àåìûõ çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, íà-

ïðèìåð:

L : U→ F � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà U â ïðîñòðàíñòâî F.

3. Âñå pàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4. Ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíû òîëüêî äëÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñèì-

âîë � ëåæèò â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà.



Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ

Àêòèâíîå ðàçâèòèå òåõíèêè è ïîÿâëåíèå íîâûõ òåõíîëîãèé òðåáóþò âñå-

ñòîðîííåãî è ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â

îêðóæàþùåé ñðåäå. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå èìååò ïî-

ñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìè-

÷åñêèõ è ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ïîëíîöåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-

ñëåäîâàíèå â ýòèõ îáëàñòÿõ çà÷àñòóþ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò, à â íåêî-

òîðûõ ñèòóàöèÿõ è âîâñå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó áîëüøóþ ïðàê-

òè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü èìååò ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ â ïðîãðàììíîì âèäå

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ òàêèõ ìîäåëåé, ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèÿ.

Îáøèðíûé êëàññ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îñíîâûâàåòñÿ íà íå-

êëàññè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ èëè ñèñòåìàõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Íåëè-

íåéíàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ ìîäåëåé âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè èõ

èçó÷åíèè è ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷, îäíàêî â òàêèå ìîäåëè îïèñû-

âàþò ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ãîðàçäî êà÷åñòâåííåå, ÷åì áîëåå ïðîñòûå ëèíåéíûå

àíàëîãè. Ïîýòîìó èíòåðåñ ê ïîäîáíîãî ðîäà íåëèíåéíûì ìîäåëÿì ïîñòîÿííî

âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â

ïðîèçâîäñòâåííîé ïðàêòèêå. Ïðè ýòîì íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé,

êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî, è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ

ìîäåëåé è ðàçðàáîòêà êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì äëÿ íèõ. Ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé çà÷àñòóþ íåâîçìîæíî, ïîýòî-

ìó íà ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
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äëÿ òàêèõ ìîäåëåé, äîêàçàòåëüñòâà èõ ñõîäèìîñòè è ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè

ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîãî êëàññà íåëè-

íåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíèÿõ, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, à èìåííî, ìîäåëè ïðîòèâîòî÷-

íîé íåðàâíîâåñíîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè, ìîäåëè íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ

íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè è ìîäåëè êâàçèñòàöèî-

íàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîòèâîòî÷íîé íåðàâíîâåñíîé êàïèë-

ëÿðíîé ïðîïèòêè. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé

êëàññà C∞. Â öèëèíäðå Ω× (0, T ), T ∈ R+ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

xt − λα(∆Φ(x))t = α∆Φ(x) (0.0.1)

ñ óñëîâèåì Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (0.0.2)

Óðàâíåíèå (0.0.1) ìîäåëèðóåò íåðàâíîâåñíóþ ïðîòèâîòî÷íóþ êàïèëëÿðíóþ

ïðîïèòêó [5]. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x ñîîòâåòñòâóåò íàñûùåííîñòè. Ôóíêöèÿ

Φ(x) ≡ |x|p−2x, p > 2 � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è ãëàäêàÿ. Ïàðàìåòðû α è λ

âåùåñòâåííû, ïîëîæèòåëüíû, õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ôàç è ñðåäû. Ýòà ìî-

äåëü îïèñûâàåò ñîâìåñòíóþ ôèëüòðàöèþ ïàðû æèäêîñòåé (ãàçîâ) â ïîðèñòîé

ñðåäå ïîä äåéñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë. Ïðè ïðîòèâîòî÷íîé ïðîïèòêå ñðåäû

ôàçû äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïî êàïèëëÿðàì ñ ðàçëè÷-

íûìè ïàðàìåòðàìè. Ñëîæíûé è íåðåãóëÿðíûé õàðàêòåð ñòðóêòóðû ïîðîâîãî

ïðîñòðàíñòâà íå ïîçâîëÿåò èçó÷àòü äâèæåíèå æèäêîñòè è ãàçîâ â íåì îáû÷-

íûìè ìåòîäàìè ãèäðîäèíàìèêè, òî åñòü ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

âÿçêîé æèäêîñòè äëÿ îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîð.

Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ñîçäàíèè è èññëåäîâàíèè ñïåöèàëüíûõ

ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ýòè ïðîöåññû [4].
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Êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ ñîâìåñòíîé ôèëüòðàöèè íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêî-

ñòåé â ïîðèñòîé ñðåäå ðàçðàáîòàëè â ïåðâîé ïîëîâèíå XX âåêà Ì. Ìóñêàò,

Ì. Ëåâåðåòò è èõ ó÷åíèêè [72, 76]. Ýòà òåîðèÿ èìåëà è ïðîäîëæàåò èìåòü

ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ èíæåíåðíûõ çàäà÷ â

îáëàñòè íåôòåäîáû÷è [60, 62]. Îäíàêî, äàííàÿ òåîðèÿ íå âïîëíå àäåêâàòíî

îïèñûâàåò ðÿä ñëó÷àåâ, èìåþùèõ âàæíîå çíà÷åíèå íà ïðàêòèêå. Â ÷àñòíî-

ñòè, ýòî ñëó÷àé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè ïîðèñòîãî áëîêà, ïåð-

âîíà÷àëüíî çàïîëíåííîãî íåôòüþ, èëè ñëó÷àé îáëàñòè âîçëå ãðàíèöû ðàçäåëà

ñðåä (âîäà-íåôòü).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû Ã.È. Áàðåíáëàòòîì è åãî ñîàâòîðàìè áûë

ïðåäëîæåí ðÿä óòî÷íåíèé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè [4, 5, 59, 61]. Îñíîâíûì îò-

ëè÷èåì èõ ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ýôôåêòà íåðàâíîâåñíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

ñëó÷àé ïðîòèâîòî÷íîé ïðîïèòêè áûë äåòàëüíî ðàññìîòðåí Ã.È. Áàðåíáëàò-

òîì è À.A. Ãèëüìàíîì â [5]. Ïîýòîìó ìîäåëü íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé

êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè ìû áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüþ Áàðåíáëàòòà � Ãèëüìà-

íà. Ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ýôôåêò íåðàâíîâåñíîñòè, áûëè ïîäðîáíî ðàññìîò-

ðåíû â ðÿäå áîëåå ïîçäíèõ ðàáîò [71, 90], áûëè ïîëó÷åíû ïîäòâåðæäåíèÿ

èõ àäåêâàòíîñòè è òî÷íîñòè. Îäíàêî, îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì ýòèõ èññëåäî-

âàíèé ÿâëÿëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è ñîïîñòàâëåíèå åãî ðåçóëüòàòîâ

ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [63, 77, 79]. Òàêæå ðÿä èññëåäîâà-

íèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ìîäåëüþ, ïðîâîäèëñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû ðîññèéñêèìè

ó÷åíûìè [6, 54]. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [54] ìîäåëü èññëåäîâàëàñü â ëèíåàðèçî-

âàííîì âèäå, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷àòü ïðèáëèæåííî-àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Â íàøåé ðàáîòå ìîäåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñâîåì èñõîäíîì âèäå. Ìû èññëå-

äóåì âîïðîñ ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè

(0.0.1), (0.0.2) â ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñëå, ðàçðàáàòûâàåì ìåòîä ÷èñëåí-

íîãî åå ðåøåíèÿ è äîêàçûâàåì åãî ñõîäèìîñòü, ðåàëèçóåì ÷èñëåííûé ìåòîä

ïðîãðàììíî è ïðîâîäèì ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Ïåðå÷èñëèì ðÿä ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, îïèñûâà-

åìûõ äàííîé ìîäåëüþ. Âî-ïåðâûõ, ýòî äèíàìèêà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âîäû

è íåôòè (ãàçà) â êîëëåêòîðå ïðè íåôòåäîáû÷å. Â íàøå âðåìÿ ââîäÿòñÿ â ðàç-

ðàáîòêó íåòðàäèöèîííûå èñòî÷íèêè íåôòè è ãàçà (íàïðèìåð, ñëàíöåâûå),

ìåñòîðîæäåíèÿ ñî ñëîæíûìè ôèçèêî-ãåîëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, ðåøàåòñÿ

âàæíåéøàÿ ïðîáëåìà óâåëè÷åíèÿ ïîëíîòû èçâëå÷åíèÿ íåôòè èç íåäð. Â ñâÿ-

çè ñ ýòèì çíà÷èòåëüíî ïîâûñèëñÿ óðîâåíü òðåáîâàíèé ê ïîíèìàíèþ òîãî, êàê

äâèæóòñÿ â ïëàñòàõ íàñûùàþùèå èõ æèäêîñòè. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ñîâìåñòíîå ïîâåäåíèå âîäû è íåôòè (íåôòåïðîäóêòîâ) íå òîëüêî ïðè

äîáû÷å, íî è â äàëüíåéøåì � ïðè ïåðåðàáîòêå è òðàíñïîðòèðîâêå. Ýòî ñòàíî-

âèòñÿ âàæíûì ïðè îöåíêå ïîñëåäñòâèé ðàçëèâà íåôòåïðîäóêòîâ ïðè àâàðè-

ÿõ íà îáúåêòàõ ïðîìûøëåííîñòè è òðàíñïîðòíîé èíôðàñòðóêòóðû. Êàê óæå

áûëî îòìå÷åíî, îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ýôôåêòà íåðàâíîâåñíî-

ñòè. Ýòî âàæíî ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ

(ãîäû): äëèòåëüíîé ðàçðàáîòêå ìåñòîðîæäåíèé, îöåíêå äîëãîñðî÷íûõ ýêîëî-

ãè÷åñêèõ ïîñëåäñòâèé ðàçëèâà íåôòåïðîäóêòîâ.

Àêòóàëüíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî âíåøíåãî âîç-

äåéñòâèÿ íà ïðîöåññ íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè ñ

öåëüþ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé íàñûùåííîñòè â ïëàñòå. Ðàññìîòðèì ìàòåìà-

òè÷åñêóþ ìîäåëü íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïðîòè-

âîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå çàäà÷è

ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ è ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

x(s, 0) = u(s), s ∈ Ω,

J(x(T ), u) = min
(y,v)∈U×Uad

J(y(T ), v),
(0.0.3)

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (0.0.1), (0.0.2). Çäåñü J(x(T ), u) � íåêîòîðûé ñïå-

öèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë, Uad � íåïóñòîå âûïóêëîå è çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî, u � ñòàðòîâîå óïðàâëåíèå.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïðîòè-

âîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà ìîìåíò íàáëþ-

äåíèÿ ðåçóëüòàòà îòäåëåí ïî âðåìåíè îò íà÷àëüíîãî êðàòêîâðåìåííîãî óïðàâ-

ëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà íåðàâíîâåñ-

íîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ ìîäåëè (0.0.1), (0.0.2).

Ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç

äèñïåðñèè. Ïðè èññëåäîâàíèè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â ïðîâîäÿùèõ

ñðåäàõ áåç äèñïåðñèè [19] âîçíèêàåò çàäà÷à Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (0.0.4)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàê-

ñàöèè

(∆x− Φ(x))t = Φ(x). (0.0.5)

Çäåñü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C∞ � îáëàñòü èäå-

àëüíîé ïðîâîäèìîñòè, T ∈ R+, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèà-

ëó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôóíêöèÿ Φ(x) ≡ |x|p−2x, p > 2 ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùàÿ è ãëàäêàÿ. Âïåðâûå çàäà÷à Êîøè äëÿ ìîäåëè (0.0.4), (0.0.5) áûëà

ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [22], ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà äàííûå çàäà÷è áûëà

äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðåçðåøèìîñòü â ñèëüíîì îáîáùåííîì ñìûñëå. Ðÿä ñõî-

æèõ (êàê ïî ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, òàê è ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè)

ìîäåëåé áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [24, 25].

Ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè

ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè îïèñûâàåò ñëîæíûé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ â

ñïëîøíîé ñðåäå, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü è ïðîãíîçèðîâàòü åãî ðàçâèòèå âî

âðåìåíè. Èçó÷åíèå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîáõîäèìî äëÿ ðàçâèòèÿ

ýëåêòðîòåõíèêè è ðàçðàáîòêè ñîâðåìåííûõ ýíåðãîñáåðåãàþùèõ òåõíîëîãèé.

Ìû èññëåäóåì âîïðîñ ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (0.0.4),

(0.0.5) â ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñëå, ðàçðàáàòûâàåì ìåòîäû ÷èñëåííîãî åå ðå-
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øåíèÿ è äîêàçûâàåì èõ ñõîäèìîñòü, ðåàëèçóåì ÷èñëåííûå ìåòîäû ïðîãðàìì-

íî è ïðîâîäèì ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êàê ïðàâèëî, àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáàòûâàåòñÿ äëÿ êàæäîé îòäåëü-

íî âçÿòîé íåëèíåéíîé ìîäåëè. Îñîáåííîñòüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñòðîåíèå îáùåãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ èçó÷àå-

ìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êàê çàäà÷ Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé (0.0.1), (0.0.2) è (0.0.4),

(0.0.5) â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíòñâàõ

ìîãóò áûòü ðåäóöèðîâàíû ê çàäà÷å Êîøè

x(0) = x0 (0.0.6)

äëÿ àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

d

dt
(L(x)) +M(x) = 0, L(x) = Ax+ λM(x), λ ∈ R+. (0.0.7)

Êðîìå òîãî, ìîäåëü íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷-

íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíà ê çàäà÷å ñòàðòîâîãî

óïðàâëåíèÿ è ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.7)

d
dt(L(x)) +M(x) = 0,

x(0) = u,

J(x(T ), u) = min
(y,v)∈U×Uad

J(y(T ), v),

(0.0.8)

ãäå J(x(T ), u) � îãðàíè÷åííûé ñíèçó ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó êîýðöèòèâíûé

ôóíêöèîíàë.

Ìû îòíîñèì óðàâíåíèå (0.0.7) ê øèðîêîìó êëàññó óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî

òèïà. Ìåòîäû, êîòîðûìè ìû èññëåäóåì çàäà÷ó (0.0.6), (0.0.7), ïåðâîíà÷àëüíî

âîçíèêëè â òåîðèè ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà. Åñëè çàïè-

ñàòü óðàâíåíèå (0.0.7) â âèäå

N(x)ẋ+M(x) = 0, (0.0.9)
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ãäå N(x) = L′x � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà L, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ñîáîëåâñêîãî òèïà (ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî u̇). Òàêèì îáðàçîì, âñå ñêàçàí-

íîå äàåò íàì ïðàâî íàçûâàòü óðàâíåíèå (0.0.9), åãî ïðîîáðàç (0.0.7), à òàêæå

êîíêðåòíûå óðàâíåíèÿ (0.0.1) è (0.0.5) êâàçèëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà. Îòìåòèì, ÷òî â òàêîì êîíòåêñòå óðàâíåíèÿ (0.0.1), (0.0.5),

(0.0.7), (0.0.9) ðàññìàòðèâàþòñÿ âïåðâûå.

Âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê óðàâíåíèÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà îáóñëîâëåí òåì,

÷òî ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, òàêèå êàê ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí

íà ìåëêîé âîäå, íåðàâíîâåñíàÿ ïðîòèâîòî÷íàÿ êàïèëëÿðíàÿ ïðîïèòêà, ôèëü-

òðàöèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè, âûïó÷èâàíèå äâóòàâðîâûõ áàëîê è äð., îïè-

ñûâàþòñÿ òàêèìè óðàâíåíèÿìè, ÷àùå âñåãî íåëèíåéíûìè [3, 53, 92].

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè è êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

â ïðîâîäÿùåé ñðåäå íà îñíîâå êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ

ïîñëåäóþùåé ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå êîìïëåêñà

ïðîãðàìì.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòàòü ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé, îñíîâàííûõ íà êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà.

2. Èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè, íà-

÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèò-

êè.

3. Èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ìàòåìà-

òè÷åñêóþ ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñ-

ïåðñèè.

4. Ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè íåðàâ-

íîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè è ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíî-
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ãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè, äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ.

5. Ðåàëèçîâàòü â âèäå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ àëãîðèòìû ðàçðàáîòàííûõ ìå-

òîäîâ. Ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷, ïîä-

òâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

Âïåðâûå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êâàçèëèíåéíûõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ãèäðîäèíàìèêè è ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ, îñíîâàííûõ íà êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Ñîçäàíà

òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ìîäåëåé: äî-

êàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ

êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ èçó÷àåìûõ êâàçèëèíåéíûõ ìîäå-

ëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé ê òî÷íîìó.

Â îáëàñòè êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì:

Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîçâîëÿþùèé

ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ çàäà÷,

èññëåäîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäîâ, ïîäõîäîâ.

Èñòîðèîãðàôèÿ âîïðîñà

Óðàâíåíèÿ, íåðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âïåðâûå

ïîÿâèëèñü, âèäèìî, â ðàáîòàõ À. Ïóàíêàðå [80]. Çàòåì îíè âîçíèêàëè â ðàáî-

òàõ Ñ. Â. Îçååíà, Ô. Ê. Æ. Îäêâèñòà, Ó. Áóññèíåñêà, Ñ. Ã. Ðîññáè è ìíîãèõ

äðóãèõ, ÷òî áûëî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì íåêîòîðûõ ïðîáëåì ãèäðîäèíà-
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ìèêè. Ïåðâûì, êòî íà÷àë ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèé âèäà

L
.
x= Mx, (0.0.10)

ãäå L è M (âîçìîæíî, ìàòðè÷íûå) äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïî �ïðîñòðàíñòâåííûì� ïåðåìåííûì, áûë Ñ. Ë. Ñîáîëåâ â 40-õ

ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Â 1954 ãîäó â ðàáîòå [50] èì áûëî ïîëó÷åíî óðàâíå-

íèå, ìîäåëèðóþùåå êîëåáàíèÿ ãðàâèòèðóþùåé æèäêîñòè, è èçó÷åíà çàäà÷à

Êîøè äëÿ íåãî. Ýòà ðàáîòà ëåãëà â îñíîâó íîâîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ïåð-

âîíà÷àëüíî ðàçâèâàëîñü ó÷åíèêàìè Ñ. Ë. Ñîáîëåâà � Ð. À. Àëåêñàíäðÿíîì [1],

À. Ã. Êîñòþ÷åíêî è Ã. È. Ýñêèíûì [26], Ò. È. Çåëåíÿêîì [14] è ìíîãèìè äðóãè-

ìè. Èõ ðåçóëüòàòû èíèöèèðîâàëè ðàáîòû Â. Í. Âðàãîâà [7], À. È. Êîæàíîâà

[18, 78] è Ñ. Ã. Ïÿòêîâà [15] ïî íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè.

Îòäàâàÿ äàíü Ñ. Ë. Ñîáîëåâó, óðàâíåíèÿ âèäà (0.0.10) è êîíêðåòíûå èõ èí-

òåðïðåòàöèè ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà [38, 27, 43, 45,

86, 91]. Óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ÷àñòüþ îá-

øèðíîé îáëàñòè íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èíòåðåñ

èññëåäîâàòåëåé ê ýòèì óðàâíåíèÿì ïîñòîÿííî ðàñòåò, âûõîäèò áîëüøîå ÷èñ-

ëî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ èì [9, 11, 12, 41]. Çàìåòèì åùå, ÷òî âàæíîñòü

è íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè óðàâíåíèé âèäà (0.0.10) îòìå÷àëè

È. Ã. Ïåòðîâñêèé [40] è Æ.�Ë. Ëèîíñ [31]. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ

âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ (0.0.10) ïðèíöèïèàëüíî íåðàçðåøèìà ïðè ïðîèç-

âîëüíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ, è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îòäåëüíûõ íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé ýòèõ

óðàâíåíèé.

Ëèíåéíûå è ïîëóëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà íà äàííûé ìî-

ìåíò äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû, ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû äëÿ èõ

èññëåäîâàíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà [45, 46, 47, 48]. Â Ðîñ-
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ñèè è çà ðóáåæîì ïóáëèêóåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé

òåìàòèêå, íàïðèìåð [67, 70].

Ïîä íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ìû áóäåì ïîíèìàòü òàê íàçûâàåìûå �óðàâ-

íåíèÿ ñ äâîéíîé íåëèíåéíîñòüþ� � ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíûé ÷ëåí ïðèñóò-

ñòâóåò è ïîä ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, è âíå åå. Â èññëåäîâàíèè òàêèõ óðàâíå-

íèé ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Ïåðâîå ñîñòîèò â èññëåäî-

âàíèè îòäåëüíûõ ìîäåëåé (êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþùèõ íà îñíîâå êîíêðåòíîé

ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è), ðàçðàáîòêå äëÿ íèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ è

ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè ýòîì íå âûÿâëÿþòñÿ îáùèå

çàêîíîìåðíîñòè, âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû äàííîé ìîäåëè, ìåòîäû íå îáîáùà-

þòñÿ. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ìîæíî îòíåñòè ðàáîòû [58, 63, 66, 73, 74, 75, 77,

79, 89]. Âòîðîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àáñòðàêòíûõ ìîäåëåé, îáîáùà-

þùèõ ñîáîé öåëûé ðÿä ñëó÷àåâ, è ðàçðàáîòêå îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ çàäà÷. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ìîæíî îòíåñòè, íàïðèìåð, ðàáîòû

[30, 64, 82, 83, 84, 85, 87, 93] â åãî ðàìêàõ âûïîëíÿëàñü äàííàÿ ðàáîòà.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå íà äàííûé ìîìåíò è ïðè-

ìåíèìûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà. Âî-

ïåðâûõ, ìåòîä ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ. Îí ïðèìåíèì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îïå-

ðàòîðíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè. Äàí-

íûé ìåòîä è îñîáåííîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ áûëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû, íà-

ïðèìåð, Æ.�Ë. Ëèîíñîì â ðàáîòå [31]. Ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìå-

òîäà ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòó [85]. Âî-âòîðûõ, ìåòîä êîìïàêòíîñòè. Ýòîò ìå-

òîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäàííîå óðàâíåíèå ïðèáëèæàåòñÿ â íåêîòîðîì

ñìûñëå áîëåå ïðîñòûìè óðàâíåíèÿìè, ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó,

ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì î êîìïàêòíîñòè. Äâà âûøåïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäà â

ñîâîêóïíîñòè íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíèìû â ïðèëîæåíèÿõ ê íåëèíåéíûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Â-òðåòüèõ, âàðèàöèîííûé ìåòîä. Îí ïðèìåíèì

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îïåðàòîðíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöè-
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àëüíûìè è ïîäðàçóìåâàåò ñâåäåíèå çàäà÷è ê èññëåäîâàíèþ âàðèàöèîííûìè

ìåòîäàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ îïåðàòîðîâ [81]. Â-÷åòâåðòûõ, ìåòîä

àïðèîðíûõ îöåíîê. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì è ñâîäèòñÿ ê òîìó,

÷òîáû âûâåñòè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àïðèîðíûõ íåðàâåíñòâ è �èìè âîñïîëü-

çîâàòüñÿ�. Íå ñóùåñòâóåò ñêîëüêî-íèáóäü ñèñòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà âûâîäà

àïðèîðíûõ îöåíîê, ïîýòîìó âñÿ òåîðèÿ çäåñü � ýòî íàáîð ïðèìåðîâ àïðèîðíûõ

íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì ïóòåì �óìíîæåíèÿ� íà

ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû. Çàòåì àïðèîðíûå íåðàâåíñòâà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè èëè â ñîâîêóïíîñòè ñ ìåòîäîì êîì-

ïàêòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûå ìåòîäû íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè è

îñîáåííîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Îñòàíîâèìñÿ íà ðÿäå ðàáîò áîëåå ïîäðîáíî.

Â ðàáîòå Å. äè Áåíåäåòòî [68] áûëà ðàññìîòðåíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ

ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ âèäà

d

dt
A(u) + B(u) 3 f,Au(0) 3 v0

â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ

ñëó÷àÿ ìîíîòîííîñòè èëè êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðîâ, èññëåäîâàí âîïðîñ åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ.

Â ðàáîòå Ì. Ïòàøíèê [81] áûëè ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà (â

òîì ÷èñëå, ñ äâîéíîé íåëèíåéíîñòüþ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ, â òîì ÷èñëå, ìåòîä Ãàëåðêèíà, à òàê æå âàðèàöèîííûå

ìåòîäû.

Â ìîíîãðàôèè À.Ã. Ñâåøíèêîâà, À.Á. Àëüøèíà, Ì.Î. Êîðïóñîâà,Þ.Ä. Ïëåò-

íåðà [30] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè,

êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è â ñèëüíîì è ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñëàõ, øèðî-

êèõ êëàññîâ çàäà÷ Êîøè è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, âêëþ-
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÷àÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà è ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Â ñëó-

÷àå ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ ðÿäà êëàññîâ çàäà÷ ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå

îöåíêè âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèé. Ïîìèìî àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðåä-

ëîæåíû è ðåàëèçîâàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèé êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Âîïðîñ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè, îïèñûâàåìûìè ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋi = fi(x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , un), i = ¯1, n,

ðàññìàòðèâàëñÿ åùå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì [35] âìåñòå ñî åãî ó÷åíèêàìè è ñîðàò-

íèêàìè. Ðàçðåøèìîñòü òàêèõ çàäà÷ óñòàíàâëèâàëàñü îäíèì îáùèì ïðèåìîì

� ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Í.Í. Êðàñîâñêèì [27] è åãî ó÷åíèêàìè

áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ïîñòðîåíèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u, êî-

òîðîå ïðèâîäèò îáúåêò â çàäàííîå ñîñòîÿíèå, à òàêæå ïðîâåäåíà àíàëîãèÿ

ìåæäó òåîðèåé ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è òåîðèåé èãð.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõÆ.�Ë. Ëèîíñà [33], À.Â. Ôóð-

ñèêîâà [56, 57] è ìíîãèõ äðóãèõ. Ðàáîòû ýòèõ àâòîðîâ ïîñâÿùåíû òåîðèè

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè, òî åñòü ñèñòåìàìè,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè èëè äëÿ ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé. Â ìîíîãðàôèè [33] âïåðâûå

ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷åíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, óäåëåíî íåìàëî âíèìàíèÿ ëèíåéíûì ýëëèïòè÷å-

ñêèì, ïàðàáîëè÷åñêèì, ãèïåðáîëè÷åñêèì çàäà÷àì ñ êâàäðàòè÷íîé ìèíèìè-

çèðóåìîé ôóíêöèåé, ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîñòîðîííèå ãðàíè÷-

íûå çàäà÷è è çàäà÷è ýâîëþöèîííîãî òèïà, à òàêæå âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ

è àïïðîêñèìàöèè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Â ìîíîãðàôèè [34] èçëîæåíû îñ-

íîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíûìè ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè. Ïðè

èçó÷åíèè çàäà÷ òàêîãî ðîäà çàäàííîìó óïðàâëåíèþ ìîæåò íå ñîîòâåòñòâî-

âàòü åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû Æ.�

Ë. Ëèîíñ èçó÷àë âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ îïòèìàëüíûõ ïàð è èõ
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ñâîéñòâàõ. Â ìîíîãðàôèè À.Â. Ôóðñèêîâà [57] ñòðîèòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè. Â íàèáîëåå îáùåé ôîðìå

èññëåäóåìûé â ìîíîãðàôèè êëàññ çàäà÷ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J(x, u)→ inf,

F (x, u) = 0,

u ∈ Ud,

ãäå J � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, F � íåêîòîðûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî àáñòðàêòíûõ òåîðåòè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðàôèè ïðèìåíåíû ê ðàçëè÷íûì êëàññàì çàäà÷ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Âïåðâûå èññëåäîâàíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñòàëè çàíèìàòüñÿ Ã.À. Ñâèðèäþê è À.À. Åô-

ðåìîâ [44]. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ðàññìàòðèâàëîñü â [91]. Â äàëüíåéøåì íà÷àòûå

èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïðîäîëæèëè ó÷åíèêè Ã.À. Ñâèðèäþêà, ñðåäè

êîòîðûõ À.Â. Êåëëåð [16], Í.À. Ìàíàêîâà [36], [37], À.À. Çàìûøëÿåâà [13] è

äð.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ è

ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ. Ïîäîáíûå çàäà÷è ñòàâÿòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ

[17, 39, 55, 57, 65, 69] è äð. Ðàáîòà [65] ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå âû÷èñëèòåëüíûõ

ìåòîäîâ íà îñíîâå ñåòîê äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ ôèíàëüíûì íàáëþäåíèåì. Â [39] èññëåäîâàíû çàäà÷è ñòàðòîâîãî óïðàâëå-

íèÿ äëÿ îäíîãî êëàññà ëèíåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, íå ðàçðåøåííûõ

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âíîñèò âêëàä â òåîðèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-
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ñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîñòðîå-

íû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé, äîêàçàíà

ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåàëèçîâàíû

ïðîãðàììíî è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå è íàãëÿäíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëåé äâóõôàçíîé ôèëüòðà-

öèè è êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå â ãðàôè÷åñêîì âèäå.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìîãóò

áûòü ïîëåçíû â ãèäðîäèíàìèêå, â ãåîëîãèè ïðè èçó÷åíèè ôèëüòðàöèè âîäû

â ïî÷âå, â íåôòåäîáû÷å, ýëåêòðîäèíàìèêå, ýëåêòðîòåõíèêå. Êðîìå òîãî, ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîçäàþò îñíîâó äëÿ èññëåäîâàíèÿ äðóãèõ íåëèíåéíûõ

íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíûì ìåòîäîì, èñïîëüçîâàííûì â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

àïðèîðíûõ îöåíîê. Êðîìå òîãî ìû øèðîêî èñïîëüçóåì, âî-ïåðâûõ, ìåòîä

êîìïàêòíîñòè; âî-âòîðûõ, òàêèå ìîùíûå ñðåäñòâà ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êàê òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè, òåîðåìó Âèøèêà�

Ìèíòè�Áðàóäåðà, òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, òåîðåìó Êîøè äëÿ íåâûðîæ-

äåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [29].

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ðåçóëüòàòû òåî-

ðèè s-ìîíîòîííûõ è p-êîýðöèòèâíûõ îïåðàòîðîâ, ðàçðàáîòàííîé Ã.À. Ñâèðè-

äþêîì [49] è èñïîëüçóåìîé â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò âûáîð ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ

ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Âàæíîñòü ýòîãî ôàêòà îòìå÷àëè Î. À. Ëàäûæåíñêàÿ [28]

è Æ.�Ë. Ëèîíñ [31].

Ïîñêîëüêó äèññåðòàöèÿ êðîìå àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñîäåðæèò åùå

è àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, èëëþñòðèðóþùèõ ïîëó÷åííûå â

àíàëèòè÷åñêèõ èçûñêàíèÿõ ðåçóëüòàòû, çäåñü íåîáõîäèìî òàêæå óïîìÿíóòü



19

ìåòîäû Ãàëåðêèíà, ε-âëîæåíèé, Ðîçåíáðîêà, Ðóíãå � Êóòòû, à òàêæå ìåòîä

êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ïîçâîëÿþùèé íàì ïðèìåíèòü ýòè àëãîðèòìû ê òðåáóå-

ìûì çàäà÷àì.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîìèìî ââåäåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò òðè ãëàâû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 108

íàèìåíîâàíèé.

Âî ââåäåíèè îïðåäåëÿåòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâûâàþòñÿ åãî àê-

òóàëüíîñòü, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, ïðèâîäèòñÿ èñòîðèî-

ãðàôèÿ è ìåòîäîëîãèÿ ïî íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Îíà ïîñâÿùåíà èññëåäîâà-

íèþ êâàçèëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîáëåâñêîãî òèïà. Ïåðâûé ïà-

ðàãðàô ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ñ îïîðîé íà êîòîðûå ïîëó÷åíû

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, è íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Ïðè ýòîì

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äðóãèìè àâòîðàìè, äàíû áåç äîêàçàòåëüñòâ. Ïðèâî-

äÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû è ëåììû íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, îñíîâíûå ýëåìåíòû òåîðèè s-ìîíîòîííûõ è p-êîýðöèòèâíûõ

îïåðàòîðîâ, òåîðåìà Âèøèêà � Ìèíòè � Áðàóäåðà, òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíê-

öèè, ëåììà Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà, îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà [51],

ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà [52]. Óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå ôîðìàëè-

çàöèè ïîíÿòèÿ îáëàñòè ñ ãðàíèöåé êëàññà C∞. Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí

èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîãî êâàçèëèíåéíî-

ãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè â êëàññè÷åñêîì ëîêàëüíîì è ñëàáîì îáîáùåí-

íîì ñìûñëå çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîäíèìàåòñÿ âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîá-

ùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëè, ôîðìóëèðóþòñÿ äî-
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ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñòðîèò-

ñÿ ïðîåêöèîííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ àáñòðàêòíîé êâàçèëèíåéíîé ìîäåëè, äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äàííûì ìåòîäîì, ê òî÷íîìó

ñëàáîìó îáîáùåííîìó ðåøåíèþ. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå îïèñàí àëãîðèòì ðàçðà-

áîòàííîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèÿì

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè è ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðà-

ãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü íåðàâíîâåñíîé ïðîòè-

âîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè, â íåì äàåòñÿ îáîñíîâàíèå íåêîòîðûõ äîïó-

ùåíèé, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé âûâîä îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè è èíòåðïðå-

òàöèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé, îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü, ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèò-

êè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî

òèïà. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâî-

òî÷íîé ïðîïèòêè â êëàññè÷åñêîì ëîêàëüíîì è ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñëàõ. Â

òðåòüåì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íàñûùåí-

íîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé

ïðîïèòêè íà îñíîâå çàäà÷è ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ è ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

äëÿ àáñòðàêòíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí

îïèñàíèþ àëãîðèòìà ïðîãðàììû äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè íà îñíîâå

àëãîðèòìà ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïåðâîé ãëàâå. Â ïÿòîì ïàðà-

ãðàôå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ

ïðèìåðîâ.
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Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ñåìè ïàðàãðàôîâ è ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû àíà-

ëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàçèñòà-

öèîíàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè. Â ïåðâîì ïàðàãðà-

ôå ïðîâîäèòñÿ îáçîð ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè è îáîñíîâûâàåòñÿ

ðåäóêöèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê çàäà÷å Êî-

øè äëÿ àáñòðàêòíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Âòîðîé

ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, â íåì îïèñûâàåòñÿ ñõåìà Ðîçåíáðîêà

äëÿ îäíîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Òðåòèé ïàðà-

ãðàô ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàçè-

ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé êëàññè÷å-

ñêîé ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè â ñëàáîì îáîáùåí-

íîì ñìûñëå çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ìîäåëè. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ

ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíî-

ãî ïðîöåññà íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü

ìåòîäà. Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ àëãîðèòìà ïðîãðàììû äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

äëÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ. Ñåäüìîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ñðàâíèòåëüíîìó àíà-

ëèçó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëüíûå ïðèìåðû,

ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ íèõ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàí-

íûõ ìåòîäîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû âûâîäû ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé è

îáîñíîâûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïàñïîðòó ñïåöèàëüíî-

ñòè 05.13.18.

Àïðîáàöèÿ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àïðîáèðîâàíû íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíîé íà-

ó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Èçìåðåíèÿ: ñîñòîÿíèå, ïåðñïåêòèâû, ðàç-
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âèòèå� (×åëÿáèíñê, 2012) [102], êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé� (Íîâîñèáèðñê,

2013) [103], Íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, ìîëî-

äûõ ó÷åíûõ â ÞÓðÃÓ (×åëÿáèíñê, 2013 è 2014), XII Âñåðîññèéñêîì ñîâå-

ùàíèè ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (Ìîñêâà, 2014) [104], Âñåðîññèéñêîé êîí-

ôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé-

÷èâûõ çàäà÷�, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè Â.Ê. Èâàíîâà (×åëÿáèíñê, 2014) [105],

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõàñòèêà, ìà-

òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè-

÷åñêîãî è åñòåñòâåííîíàó÷íîãî îáðàçîâàíèÿ� (Ìîñêâà, 2014) [106], Ìåæäó-

íàðîäíîé êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå

(Ñóçäàëü, 2015), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, íåëè-

íåéíûé è êîìïëåêñíûé àíàëèç� (Óôà, 2015) [107]. Ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî

äîêëàäûâàëèñü íà îáëàñòíîì ñåìèíàðå ïðîôåññîðà Ã.À. Ñâèðèäþêà, ïîñâÿ-

ùåííîì óðàâíåíèÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà, íà ñåìèíàðå êàôåäðû Ìàòåìàòèêè

Ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññî-

ðà Í.Í. Íåôåäîâà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðåäñòàâëåíû è îáñóæ-

äåíû íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ

ïðèëîæåíèÿ� (Ñàìàðà, 2015).

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ñ÷èòàåò ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íî-

ìó ðóêîâîäèòåëþ, Íàòàëüå Àëåêñàäðîâíå Ìàíàêîâîé, çà ó÷àñòèå è íåîöåíè-

ìóþ ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ðàáîòû; Ãåîðãèþ Àíàòîëüåâè÷ó Ñâèðèäþêó çà öåí-

íûå ñîâåòû è ïðåäîñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü ïðèêîñíóòüñÿ ê íàóêå; êîëëåê-

òèâó êàôåäðû óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè çà êîíñòðóêòèâíóþ, äîá-

ðîæåëàòåëüíóþ êðèòèêó; ñâîé ñåìüå çà âåðó, òåðïåíèå è âðåìÿ.
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Ãëàâà 1. Êâàçèëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

ñîáîëåâñêîãî òèïà

1.1. Ýëåìåíòû íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

â èññëåäîâàíèè è ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ, åñëè â X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x,

òàêîé, ÷òî

limx∗(xn) = x∗(x) ∀x∗ ∈ X∗.

Ëåììà 1.1.1. Ïóñòü xn ⇀ x ñëàáî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà

(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà;
(ii) x ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà {xn};
(iii) ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïîäìíîæåñòâî S áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ

îòíîñèòåëüíî ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü â S ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè, âäî-

áàâîê, ñëàáûå ïðåäåëû âñåõ òàêèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëåæàò â S, òî îíî

íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì.

Òåîðåìà 1.1.1. (òåîðåìà Áàíàõà � Àëàîãëó) Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â

ñåïàðàáåëüíîì ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî

êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 1.1.2. (òåîðåìà Ìàçóðà) Âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî áàíà-

õîâà ïðîñòðàíñòâà ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî.

Îïåðàòîðû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ðåôëåêñèâíîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî.



24

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Îïåðàòîð A : X→ X∗ íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíî íåïðåðûâ-

íûì, åñëè ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ x, y ∈ X âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

σ → 〈A(x+ σy), y〉

íåïðåðûâíà íà [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç X. Îïåðàòîð

A : X→ X∗ íàçûâàåòñÿ

ìîíîòîííûì, åñëè

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ 0;

ñòðîãî ìîíîòîííûì, åñëè

〈A(x)− A(y), x− y〉 > 0, äëÿ x 6= y;

ñèëüíî ìîíîòîííûì (ñ ïîñòîÿííîé ìîíîòîííîñòüþ µ), åñëè

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ µ‖x− y‖2, µ > 0;

s-ìîíîòîííûì, åñëè A ∈ Cr(X;X∗) è〈
A′yx, x

〉
> 0 x, y 6= 0.

Ëåììà 1.1.2. [49] Äëÿ ãëàäêèõ îïåðàòîðîâ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ-

÷åíèÿ: ìíîæåñòâî ñòðîãî ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ⊃ ìíîæåñòâî s-ìîíîòîííûõ

îïåðàòîðîâ ⊃ ìíîæåñòâî ñèëüíî ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Îïåðàòîð A : X→ X∗ íàçûâàåòñÿ êîýðöèòèâíûì, åñëè

lim
‖y‖→∞

〈A(y), y〉
‖y‖

= +∞.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî êîýðöèòèâ-

íûì, åñëè

lim
‖y‖→∞

〈A(x+ y), y〉
‖y‖

= +∞ ∀x ∈ X.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ p-êîýðöèòèâíûì,

åñëè ∃ CA, CA > 0, è ∃ p ≥ 2 òàêèå, ÷òî 〈A(x), x〉 ≥ CA‖x‖p è ‖A(x)‖∗ ≤
CA‖x‖p−1 ∀x ∈ X.

Ëåììà 1.1.3. [49] p-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð A : X→ X∗ ñèëüíî êîýðöèòè-

âåí.

Òåîðåìà 1.1.3. [8] (òåîðåìà Âèøèêà � Ìèíòè � Áðàóäåðà) Ïóñòü îïåðàòîð

A : X → X∗ � ðàäèàëüíî íåïðåðûâíûé ñòðîãî ìîíîòîííûé êîýðöèòèâíûé

îïåðàòîð. Òîãäà ïðè ëþáîì y ∈ X∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X

óðàâíåíèÿ

A(x) = y.

Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïóñòü îïåðàòîð M : U→ U∗ � s-ìîíîòîííûé, p-êîýðöè-

òèâíûé. Òîãäà ïðè ëþáîì y ∈ U∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ U

óðàâíåíèÿ

M(x) = y.

Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è A : X → Y � íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå â X.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå

â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

F ∈ L(X,Y), ÷òî

‖A(x0 + u)− A(x0)− Fu‖ = õ(r)

äëÿ ‖u‖ ≤ r ïðè r → 0.

Îïåðàòîð F íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îïåðàòîðà A â òî÷êå x0 è

îáîçíà÷àåòñÿ F = A′x0.

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå.

(i) Åñëè A′x0 ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííàÿ.



26

(ii) Åñëè x0 7→ A′x0 åñòü íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èçX â L(X,Y),

òî ãîâîðÿò, ÷òî A ïðèíàäëåæèò êëàññó C1. Ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ îòîá-

ðàæåíèÿ êëàññà Cp, p = 1, 2, . . .; à èìåííî, çàïèñü A ∈ Cp îçíà÷àåò, ÷òî

D(Dp−1A)(x0) ëåæèò â

L (X,L(X, . . . ,L(X,Y) . . .))︸ ︷︷ ︸
p

.

(iii) Êîìïîçèöèÿ Cp-îòîáðàæåíèé åñòü Cp-îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 1.1.4. (òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè) Ïóñòü X,Y,Z � áàíàõîâû

ïðîñòðàíñòâà è A � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂
X×Y â Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå A′x(x, y) ïî x,

êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â U . Ïóñòü (x0, y0) ∈ U è A(x0, y0) = 0. Åñëè îïåðàòîð

F = A′x(x0, y0) � èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà X íà Z, òî

(i) ñóùåñòâóåò øàð {y : ‖y − y0‖ < r} = Br(y0) è åäèíñòâåííîå íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå u : Br(y0)→ X, òàêèå, ÷òî

u(y0) = x0 è A(u(y), y) = 0;

(ii) â ñëó÷àå, êîãäà A ïðèíàäëåæèò êëàññó C1, u(y) òîæå ïðèíàäëåæèò

êëàññó C1 è

uy(y) = −[A′x(u(y), y)]−1 ◦ A′y(u(y), y);

(iii) â ñëó÷àå, êîãäà A ïðèíàäëåæèò êëàññó Cp, p > 1, u(y) òîæå ïðèíàä-

ëåæèò Cp.

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. Îïåðàòîð M : U→ U∗ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîðÿä-

êà k ≥ 0, åñëè M(su) = skM(u) ïðè ëþáûõ u ∈ U, s ∈ R+ è íåêîòîðîì

k ≥ 0, íå çàâèñÿùåì íè îò u, íè îò s.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Îïåðàòîð M : U → U∗ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûì, åñëè 〈M(u), u〉 ≥ m‖u‖2, ãäå m > 0.

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. Ëèíåéíûé îïåðàòîð M : U → U∗ íàçûâàåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûì, åñëè ïðè ëþáûõ u, v ∈ U 〈Mu, v〉 = 〈u,Mv〉.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.12. Ëèíåéíûé îïåðàòîð M : U→ U∗ íàçûâàåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûì, åñëè îí ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì.

Ëåììà 1.1.4. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. Ëèíåéíûé îïåðàòîð M : U→ U∗ íàçûâàåòñÿ òîïëè-

íåéíûì èçîìîðôèçìîì, åñëè ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì, ñîõðà-

íÿþùèì òîïîëîãèþ.

Ëåììà 1.1.5. [31] Åñëè f ∈ Lp(0, T ;U) è df
dt ∈ L

p(0, T ;U), ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, òî

f ïîñëå, áûòü ìîæåò, èçìåíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü (èç îòðåçêà

[0, T ]), áóäåò íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì [0, T ]→ U.

Ëåììà 1.1.6. [10] Ïóñòü u(t) ≥ 0 è f(t) ≥ 0 ïðè t ≥ t0, à òàêæå u(t),

f(t) ∈ C[t0,∞), ïðè÷åì ïðè t ≥ t0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

u(t) ≤ c+

t∫
t0

f(s)u(s)ds,

ãäå c � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè t ≥ t0 èìååì

u(t) ≤ ce

t∫
t0

f(s)ds

.

Ñëåäñòâèå 1.1.2. Ïóñòü u(t) ≥ 0 è f(t) ≥ 0 ïðè ï.â. t ≥ 0, à òàêæå

u(t), f(t) ∈ C[0,∞) ïîñëå, áûòü ìîæåò, èçìåíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû

íóëü, ïðè÷åì ïðè ï.â. t ≥ 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

u(t) ≤
t∫

0

f(s)u(s)ds.

Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ï.â. t ≥ 0 èìååì

u(t) ≤ 0.



28

Ëåììà 1.1.7. [42] Ïóñòü A ∈ Cr(X;X∗), r ∈ N � îäíîðîäíûé îïåðàòîð

ïîðÿäêà k ∈ R+, èìåþùèé ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå. Òîãäà èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

d

dt
〈A(u), u〉 = (k + 1) 〈A(u), u̇〉 .

Îïðåäåëåíèå 1.1.14. Îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ Rn áóäåì íàçûâàòü îáëà-

ñòüþ êëàññà Ck, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β > 0 è êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëü-

íûõ êàðò {ai : i = 1, . . . ,m} ⊂ Ck, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûì ñèñòåìàì

êîîðäèíàò {Oi;x
i
1, x

i
2, . . . , x

i
n, i = 1, . . . ,m}, òàêèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè

∂Ω =
m⋃
i=1

{(xi1, x̄i) : xi1 = ai(x̄
i), |x̄i| < α}, ïðè÷åì

{(xi1, x̄i) : ai(x̄
i) < xi1 < ai(x̄

i) + β, |x̄i| < α} ⊂ Rn \Ω

{(xi1, x̄i) : ai(x̄
i)− β < xi1 < ai(x̄

i), |x̄i| < α} ⊂ Ω,

ãäå x̄i = (xi2, . . . , x
i
n), à óñëîâèå |x̄i| < α îçíà÷àåò |xij| < α,

i = 1, 2, . . . ,m, j = 2, . . . , n.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòü Ω êëàññà C∞. Ââåäåì îáîçíà÷å-

íèå

∂α ≡ ∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαn

n
.

Çäåñü α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, αi � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà,

|α| = α1 + α1 + . . .+ αn.

Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

W l
p ≡ W l

p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ Nn
0 |α| ≤ l},

ãäå l � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, 1 ≤ p <∞. Ïðîñòðàíñòâî W l
p ÿâëÿåòñÿ

áàíàõîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖u‖l,p =

∑
|α|≤l

∫
Ω

|∂αu|pdx

 1
p

.
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Ïðîñòðàíñòâî W l
p ðåôëåêñèâíî ïðè 1 < p < ∞, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óòâåð-

æäåíèþ î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà. Ïðè l > l′ îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî {u ∈ W l
p : ‖u‖l,p ≤ const} êîìïàêòíî â W l′

p . Åñëè ïðè p = 2

ïðîñòðàíñòâî W l
p ñíàáäèòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)l =

∫
Ω

∑
|α|≤l

∂αu∂αvdx ,

òî îíî áóäåò ãèëüáåpòîâûì.

Òåîðåìà 1.1.5. (òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà)

1. Åñëè öåëîå ÷èñëî k, 0 ≤ k < l òàêîâî, ÷òî 0 ≤ 1
q ≡

1
p −

l−k
n ≤ 1, òî

âëîæåíèå W l
p ↪→ W k

q íåïðåðûâíî. Åñëè âäîáàâîê q′ < q, òî âëîæåíèå

W l
p ↪→ W k

q′ êîìïàêòíî.

1.2. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ïóñòü H = (H, 〈·, ·〉) � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îòîæ-

äåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì è îñíàùåííîå äóàëüíîé ïàðîé ðåôëåê-

ñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ U ≡ (U, ‖ · ‖) è U∗ ≡ (U, ‖ · ‖∗) òàê, ÷òî èìå-
þò ìåñòî íåïðåðûâíûå è ïëîòíûå âëîæåíèÿ U ↪→ H ↪→ U∗. Ïóñòü îïåðàòîð

M ∈ Cr+1(U;U∗), r ∈ N, à îïåðàòîð A ∈ L(U;U∗).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

x(0) = x0 (1.2.1)

äëÿ àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

N(x)ẋ+M(x) = 0, (1.2.2)

ãäå N(x) = L′x � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà L(x) = Ax+ λM(x), λ ∈ R+.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ C1((0;T );U), óäîâëåòâîðÿþùóþ

(1.2.2) íà (0, T ) ïðè íåêîòîðîì T = T (x0) è óñëîâèþ (1.2.1), íàçîâåì êëàñ-

ñè÷åñêèì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2.1), (1.2.2).

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü â x0 ∈ U îïåðàòîð N(x0) : U → U∗ � òîïëèíåé-

íûé èçîìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ëîêàëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.2.1), (1.2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà îïåðàòîðû, è óñëîâèé òåîðåìû

ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå N îïåðàòîðà L òàêîâà, ÷òî N ∈
∈ Cr(U;L(U;U∗)), r ∈ N. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O ⊂ U òî÷êè

x0 ∈ U òàêàÿ, ÷òî N(x) : U→ U∗ � òîïëèíåéíûé èçîìîðôèçì ïðè âñåõ x ∈ O.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå

ẋ = F (x),

ãäå F (x) = −[N(x)]−1M(x), ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (1.2.2) ïðè âñåõ x ∈ O.

Ïîñêîëüêó F ∈ Cr(U;U∗), r ∈ N ïî ïîñòðîåíèþ, òî, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòà-

òîâ [29], îäíîçíà÷íàÿ ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.2.1), (1.2.2) ñëåäóåò

èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ L∞(0, T ;U) òàêóþ, ÷òî dx
dt ∈

∈ L2(0, T ; H) ïðè T ∈ R+, íàçîâåì ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(1.2.1), (1.2.2), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì〈
d

dt
L(x(t)), v

〉
+ 〈M(x(t)), v〉 = 0, ïðè ï. â. t ∈ (0, T )

è

〈x(0)− x0, v〉 = 0

ïðè âñåõ v ∈ U.

Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü îïåðàòîð M s-ìîíîòîíåí, p-êîýðöèòèâåí è îäíîðî-

äåí ïîðÿäêà k ∈ R+, ïðè÷åì åãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ñèììåòðè÷íà, îïåðàòîð
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A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è ñèììåòðè÷åí. Ïóñòü íà íåêîòîðîì èíòåð-

âàëå (0, T0), T0 ∈ R+, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (1.2.1), (1.2.2). Òîãäà ïðè ëþáîì T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ñëàáîå îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.2.1), (1.2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì (1.2.2) ñêàëÿðíî íà x è ẋ, ïîëó÷èì

〈N(x)ẋ, x〉 = −〈M(x), x〉 , (1.2.3)

〈N(x)ẋ, ẋ〉 = −〈M(x), ẋ〉 . (1.2.4)

Çàòåì èç (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) ïîëó÷àåì

d

dt
〈L(x), x〉 = 〈N(x)ẋ, x〉+ 〈L(x), ẋ〉 = −〈M(x), x〉+ 〈Ax, ẋ〉+ λ 〈M(x), ẋ〉 =

= −〈M(x), x〉+ 〈Ax, ẋ〉 − λ 〈N(x)ẋ, ẋ〉 . (1.2.5)

Ïîñêîëüêó â ñèëó ëèíåéíîñòè, íåïðåðûâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà A

d

dt
〈Ax, x〉 = 〈Aẋ, x〉+ 〈Ax, ẋ〉 = 2 〈Ax, ẋ〉 ,

òî èç (1.2.5) ïîëó÷àåì

d

dt
(〈L(x), x〉 − 1

2
〈Ax, x〉) = −〈M(x), x〉 − λ 〈N(x)ẋ, ẋ〉) ≤ 0, (1.2.6)

ââèäó p-êîýðöèòèâíîñòè è s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà M, à òàêæå ïîëîæè-

òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà A. Çàìåòèâ, ÷òî

〈L(x), x〉 − 1

2
〈Ax, x〉 = λ 〈M(x), x〉+

1

2
〈Ax, x〉 ,

èç (1.2.6) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íà (0, t) ïðè ëþáîì t ∈ (0, T ), ïîëó÷èì

CM‖x(t)‖p +
m

2
‖x(t)‖2

H ≤ λ 〈M(x(t)), x(t)〉+
1

2
〈Ax(t), x(t)〉 ≤

≤ λ 〈M(x0), x0〉+
1

2
〈Ax0, x0〉 ≤ λCM‖x(0)‖p +

CA
2
‖x0‖2, (1.2.7)
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ãäå CA � êîíñòàíòà îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A ∈ L(U;U∗). Èç (1.2.7) ïîëó-

÷àåì

‖x(t)‖p ≤ C1(‖x(0)‖p + ‖x0‖2), ïðè ï. â. t ∈ (0, T ),

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå x ∈ L∞((0, T );U) ïðè âñåõ T ∈ R+.

Äàëåå, èç (1.2.2) ñëåäóåò, ÷òî

〈Aẋ, ẋ〉 = −λ 〈M ′
xẋ, ẋ〉 − 〈M(x), ẋ〉 ≤ − 〈M(x), ẋ〉

â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà M. Îòñþäà â ñèëó ëåììû 1.1.7 ïîëó÷àåì

〈Aẋ, ẋ〉 ≤ − 1

k + 1

d

dt
〈M(x), x〉 . (1.2.8)

Èíòåãðèðóÿ (1.2.8) íà èíòåðâàëå (0, t) ïðè ëþáîì t ∈ (0, T ), ïîëó÷àåì

m

t∫
0

||ẋ||2H ds ≤
t∫

0

〈Aẋ, ẋ〉 ds ≤

≤ − 1

k + 1
〈M(x(t)), x(t)〉+

1

k + 1
〈M(x0), x0〉 ≤

CM
k + 1

‖x0‖p. (1.2.9)

Èç (1.2.9) ïîëó÷àåì

‖ẋ‖2
L2((0,T );H) ≤ C2‖x0‖p,

îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå ẋ ∈ L2((0, T );H) ïðè âñåõ T ∈ R+.

1.3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

x(0) = x0 (1.3.1)

äëÿ àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d

dt
(L(x)) +M(x) = 0, L(x) = Ax+ λM(x), λ ∈ R+. (1.3.2)

Èññëåäóåì âîïðîñ îäíàçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.3.1), (1.3.2) â ñëà-

áîì îáîáùåííîì ñìûñëå.
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Çàìå÷àíèå 1.3.1. Â ðàáîòå [30] ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå

1.2.2 ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.3.1),

(1.3.2) íàçîâåì ôóíêöèþ x(t) ∈ L∞(0, T,U), òàêóþ ÷òî dx
dt ∈ L2(0, T,H),

óäîâëåòâîðÿþùóþ

T∫
0

(
d

dt
〈L(x), w〉+ 〈M(x), w〉)ϕ(t)dt = 0,

x(0) = x0,∀w ∈ U,∀ϕ ∈ L2(0, T ).

Ââåäåì

Óñëîâèå 1.3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð M : U → U∗ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ 1.3.1, åñëè ∃F (s) ≥ 0 ïðè ï.â. s ∈ [0,∞), òàêàÿ ÷òî F (s) ∈ C[0,∞)

ïîñëå, áûòü ìîæåò, èçìåíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, è äëÿ ï.â. s0 ∈ [0,∞),

äëÿ ëþáûõ u = u(s0), v = v(s0) ∈ U âûïîëíÿåòñÿ

‖M(u)−M(v)‖∗ ≤ F (s0)‖u− v‖.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü îïåðàòîð M s-ìîíîòîíåí, p-êîýðöèòèâåí è îäíîðî-

äåí ïîðÿäêà k ∈ R+, ïðè÷åì åãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ñèììåòðè÷íà, îïåðàòîð

A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è ñèììåòðè÷åí. Ïóñòü íà íåêîòîðîì èíòåð-

âàëå (0, T0), T0 ∈ R+, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (1.3.1), (1.3.2), è, êðîìå òîãî, îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.3.1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ L∞(0, T ;U)

òàêîå, ÷òî dx
dt ∈ L2(0, T ;H) çàäà÷è (1.3.1), (1.3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 è x2 � äâà ðàçëè÷íûõ ñëàáûõ îáîáùåííûõ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1.3.1), (1.3.2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.3.1. Ïóñòü ϕ(t) = 1 ∈ L2(0, T ),
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òîãäà ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) èìååì:

t∫
0

(
d

ds
〈L(xi), w〉+ 〈M(xi), w〉)ds = 0,∀w ∈ U, i = 1, 2;

〈Axi(t) + λM(xi(t)), w〉+

t∫
0

〈M(xi(s)), w〉 ds =

= 〈Ax0 + λM(x0), w〉 ,∀w ∈ U, i = 1, 2.

Ïóñòü v = x1 − x2, òîãäà ïîëó÷èì

〈Av,w〉+ λ 〈M(x1(t))−M(x2(t)), w〉+

+

t∫
0

〈M(x1(s))−M(x2(s)), w〉 ds = 0,∀w ∈ U.

Òàê êàê xi ∈ L∞(0, T,U), òî v(α) ∈ U ïðè ïî÷òè âñåõ α ∈ (0, T ). Îòñþäà

〈Av, v〉+ λ 〈M(x1(α))−M(x2(α)), v〉 =

α∫
0

〈M(x2(s))−M(x1(s)), v(α)〉 ds.

Îòêóäà â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà A è s-ìîíîòîííîñòè

îïåðàòîðà M ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖v(α)‖2 ≤ m−1

α∫
0

〈M(x2(s))−M(x1(s)), v(α)〉 ds.

Äàëåå, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

‖v(α)‖2 ≤ m−1‖v(α)‖
α∫

0

‖M(x2(s))−M(x1(s))‖ds.

Ò.ê. îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.3.1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåí-

ñòâî

‖v(α)‖2 ≤ ‖v(α)‖
α∫

0

F (s)‖v(s)‖ds,

èç êîòîðîãî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = x2 ïî÷òè âñþäó.
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1.4. Ñõîäèìîñòü ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

x(0) = x0 (1.4.1)

äëÿ àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d

dt
(Ax+ λM(x)) +M(x) = 0, λ ∈ R+. (1.4.2)

Îïèøåì ïðîåêöèîííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (1.4.1), (1.4.2). Ââåäåì óñëîâèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû è ïðîñòðàí-

ñòâà

Óñëîâèÿ (A):

A1. Âëîæåíèÿ U ↪→ P ↪→ H ↪→ P∗ ↪→ U∗ ïëîòíû è íåïðåðûâíû.

A2. Ïðîñòðàíñòâî U ñåïàðàáåëüíî.

A3. Âëîæåíèå U b P êîìïàêòíî.

Óñëîâèå (B):

B1. Îïåðàòîð A ∈ L(U;U∗) ñèììåòðè÷åí, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.

Óñëîâèÿ (C):

C1. Îïåðàòîð M ∈ Cr+1(U;U∗), r ∈ N, s-ìîíîòîíåí, îäíîðîäåí ïîðÿä-

êà k ∈ R+.

C2. ∃F (s) ≥ 0 ïðè ï.â. s ∈ [0,∞) òàêàÿ, ÷òî F ∈ C[0,∞) ïîñëå, áûòü

ìîæåò, èçìåíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, è äëÿ ï.â. s ∈ [0,∞), äëÿ ëþáûõ

u = u(s), v = v(s) ∈ U âûïîëíÿåòñÿ

‖M(u)−M(v)‖P∗ ≤ F (s)‖u− v‖P.

C3. ∃ CM > 0, è ∃ p ≥ 2 òàêèå, ÷òî ‖M(u)‖∗ ≤ CM‖u‖p−1 ∀u ∈ U è

〈M(u), u〉 ≥ 0.
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C4. Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà M ñèììåòðè÷íà.

Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà U âûáåðåì â U ñ÷åòíóþ âñþäó ïëîò-

íóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {wk}. Ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) â âèäå

xm =
m∑
i=1

cmi(t)wi, (1.4.3)

ãäå êîýôôèöèåíòû cmi = cmi(t) ∈ C1[0, Tm0], i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-

þùåé çàäà÷åé∫ T

0

(
d

dt
〈Axm + λM(xm), wk〉+〈M(xm), wk〉)ϕ(t)dt = 0, ∀ϕ ∈ L2(0, T ), (1.4.4)

xm0 =
m∑
i=1

cmi(0)wi → x0 ñèëüíî â U ïðè m→∞. (1.4.5)

Ëåììà 1.4.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A) � (C), òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå

Tm0 = T (x0), ÷òî çàäà÷à (1.4.4), (1.4.5) èìååò ëîêàëüíîå ðåøåíèå xm ∈
∈ C1([0, Tm0],U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì (1.4.3) â (1.4.4), ïîëó÷èì∫ T

0

(
m∑
i=1

c′mi
〈
Awi + λM ′

xm
wi, wk

〉
+ 〈M(xm), wk〉)ϕ(t)dt = 0,

∀ϕ ∈ L2(0, T ), k = 1, ...,m.

Äàëåå â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

m∑
i=1

c′mi
〈
Awi + λM ′

xm
wi, wk

〉
+ 〈M(xm), wk〉 = 0, k = 1, ...,m. (1.4.6)

Îáîçíà÷èì

aik =
〈
Awi + λM ′

xm
wi, wk

〉
,

òîãäà

aikξiξk =
〈
Aξiwi + λM ′

xm
ξiwi, ξkwk

〉
.
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Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

m∑
i=1

m∑
k=1

aikξiξk =
〈
Aη + λM ′

xm
η, η
〉
, η =

m∑
i=1

ξiwi. (1.4.7)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà A è s-ìîíîòîííîñòè îïå-

ðàòîðà M êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1.4.7) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ïðè÷åì

îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî â ñëó÷àå η = 0. Òàê êàê ñèñòåìà ôóíêöèé {w}mi=1

ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî η = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ξi = 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, è â ñèëó

êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà det {aik} > 0. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [40] ãàðàíòè-

ðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.4.4), (1.4.5) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

[0, Tm0], Tm0 > 0, ãäå cmi ∈ C1[0, Tm0].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1.4.1), (1.4.2) ê òî÷íîìó ñëàáîìó îáîáùåííîìó ðåøåíèþ.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A) � (C), òîãäà äëÿ ëþáîãî

x0 ∈ U è äëÿ ëþáîãî T ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.4.6) íà cmk(t) è ïðîñóì-

ìèðóåì ïî k = 1, ...,m, ïîëó÷èì〈
Ax′m + λM ′

xm
x′m, xm

〉
+ 〈M(xm), xm〉 = 0, (1.4.8)

êðîìå òîãî, óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.4.6) íà c′mk(t) è ïðîñóììèðóåì

ïî k = 1, ...,m, ïîëó÷èì〈
Ax′m + λM ′

xm
x′m, x

′
m

〉
+ 〈M(xm), x′m〉 = 0. (1.4.9)

Îáîçíà÷èì

N(xm)x′m = Ax′m + λM ′
xm
x′m.
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Âûðàæåíèÿ (1.4.8), (1.4.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈N(xm)x′m, xm〉 = −〈M(xm), xm〉 , (1.4.10)

〈N(xm)x′m, x
′
m〉 = −〈M(xm), x′m〉 . (1.4.11)

Çàìåòèâ, ÷òî

d

dt
〈L(xm), xm〉 = 〈N(xm)x′m, xm〉+ 〈L(xm), x′m〉 =

= 〈N(xm)x′m, xm〉+ 〈Axm, x′m〉+ λ 〈M(xm), x′m〉 ,

ñ ïîìîùüþ (1.4.10), (1.4.11) ïîëó÷àåì

d

dt
〈L(xm), xm〉 = −〈M(xm), xm〉+ 〈Axm, x′m〉 − λ 〈N(xm)x′m, x

′
m〉 . (1.4.12)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè, íåïðåðûâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà A

d

dt
〈Axm, xm〉 = 〈Ax′m, xm〉+ 〈Axm, x′m〉 = 2 〈Axm, x′m〉 ,

òîãäà èç (1.4.12) ñëåäóåò

d

dt
(〈L(xm), xm〉 −

1

2
〈Axm, xm〉) =

= −〈M(xm), xm〉 − λ 〈N(xm)x′m, x
′
m〉) ≤ 0, (1.4.13)

ââèäó óñëîâèÿ (C3) è s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà M, à òàêæå ïîëîæèòåëüíîé

îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà A. Ïîñêîëüêó

〈L(xm), xm〉 −
1

2
〈Axm, xm〉 = λ 〈M(xm), xm〉+

1

2
〈Axm, xm〉 ,

èç (1.4.13) ïîëó÷èì

m

2
‖xm(t)‖2

H ≤ λ 〈M(xm(t)), xm(t)〉+
1

2
〈Axm(t), xm(t)〉 ≤

≤ λ 〈M(xm0), xm0〉+
1

2
〈Axm0, xm0〉 ≤ λCM‖xm0‖pU +

CA
2
‖xm0‖2

P, (1.4.14)
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ãäå CA � êîíñòàíòà îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A ∈ L(P;P∗). Èç (1.4.14) è

(À1) ïîëó÷àåì

‖xm(t)‖pH ≤ C1(‖xm0‖pH + ‖xm0‖2
H), ïðè ï. â. t ∈ (0, T ),

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå xm ∈ L∞((0, T );H) ïðè âñåõ T ∈ R+.

Äàëåå, èç (1.4.9) ñëåäóåò, ÷òî

〈Ax′m, x′m〉 = −λ
〈
M
′

xm
x′m, x

′
m

〉
− 〈M(xm), x′m〉 ≤ − 〈M(xm), x′m〉

â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà M. Îòñþäà â ñèëó ëåììû 1.1.7 ïîëó÷àåì

〈Ax′m, x′m〉 ≤ −
1

k + 1

d

dt
〈M(xm), xm〉 . (1.4.15)

Èíòåãðèðóÿ (1.4.15) íà èíòåðâàëå (0, t) ïðè ëþáîì t ∈ (0, T ), ïîëó÷àåì

m

t∫
0

||x′m||2H ds ≤
t∫

0

〈Ax′m, x′m〉 ds ≤

≤ − 1

k + 1
〈M(xm(t)), xm(t)〉+

1

k + 1
〈M(xm0), xm0〉 ≤ (1.4.16)

≤ CM
k + 1

‖xm0‖pU.

Èç (1.4.16) ïîëó÷àåì

‖x′m‖2
L2((0,T );H) ≤ C2‖xm0‖pU,

îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå x′m ∈ L2((0, T );H) ïðè âñåõ T ∈ R+. Èç îöåíîê

(1.4.14) è (1.4.16) ñëåäóåò, ÷òî âñå Tm0 ìîæíî âçÿòü ðàâíûìè äðóã äðóãó

Tm0 = T äëÿ ∀T ∈ R+. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A è

îãðàíè÷åííîñòè {xm} â L∞(0, T ;H) ïîëó÷èì:

〈Axm(t), xm(t)〉 ≤ ‖Axm(t)‖P∗‖xm(t)‖P ≤ C‖xm(t)‖2
P,

çíà÷èò, {Axm} îãðàíè÷åíà â L∞(0, T ;P∗). Â ñèëó óñëîâèÿ (C3) è îãðàíè÷åí-

íîñòè {xm} â L∞(0, T ;H), ïîëó÷èì

〈M(xm(t)), xm(t)〉 ≤ ‖M(xm(t))‖U∗‖xm(t)‖U ≤ C‖xm(t)‖pU,
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ñëåäîâàòåëüíî, {M(xm)} îãðàíè÷åíà â L∞(0, T ;U∗). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ

òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}, ÷òî

xm → x ∗ −ñëàáî L∞(0, T ;U),

x′m → x′ ñëàáî L2(0, T ;U),

Axm → Ax ∗ −ñëàáî L∞(0, T ;P∗),

M(xm)→ µ ∗ −ñëàáî L∞(0, T ;U∗),

xm0 → x0 ñèëüíî U.

Ïîêàæåì, ÷òî µ = M(x).

Òàê êàê âëîæåíèå U b P êîìïàêòíî, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xm}, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) xm → x ñèëüíî â P. Çàìåòèâ, ÷òî

îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.3.1, ïîëó÷èì

‖M(xm)−M(x)‖∗ ≤ F (s)‖xm − x‖ → 0 ïðè m→ +∞,

ñëåäîâàòåëüíî, µ = M(x). Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü (1.4.1) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

〈Axm, wj〉+λ 〈M(xm), wj〉+
∫ T

0

λ 〈M(xm), wj〉 dτ = 〈Axm0, wj〉+λ 〈M(xm0), wj〉 .

Çàôèêñèðóåì j è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m→ +∞

〈Ax,wj〉+ λ 〈M(x), wj〉+

∫ T

0

λ 〈M(x), wj〉 dτ = 〈Ax0, wj〉+ λ 〈M(x0), wj〉 .

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî∫ T

0

(
d

dt
〈L(x), w〉+ 〈M(x), w〉)ϕ(t)dt = 0,

x(0) = x0,∀w ∈ U,∀ϕ ∈ L2(0, T ).

Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4), (5).

Äîêàçàòåëüòâî åäèíñòâåííîñòè àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó â òåîðåìå 1.3.1
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1.5. Àëãîðèòì ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïï. 1.4. áûë ðàçðàáîòàí ïðîåêöèîííûé

ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

x(0) = x0 (1.5.1)

äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

d

dt
(Ax+ λM(x)) +M(x) = 0, λ ∈ R+. (1.5.2)

Âûáåðåì â U, ñ÷åòíóþ âñþäó ïëîòíóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé

{wi(s)}. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.5.1), (1.5.2) áóäåì èñêàòü â âèäå

ñóììû

x̃(s, t) = xm(s, t) =
m∑
i=1

cmi(t)wi(s),m ∈ N. (1.5.3)

Ïîäñòàâëÿÿ ñóììó (1.5.3) â óðàâíåíèå (1.5.2) è óìíîæàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó

ñêàëÿðíî â H íà wi(s), ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ cmi(t)

d

dt
〈Axm + λM(xm), wi〉+ 〈M(xm), wi〉 = 0, i = 1, . . . ,m. (1.5.4)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì èç óñëîâèé (1.5.1),

óìíîæèâ èõ ñêàëÿðíî â H íà wi(s). Äàëåå íåîáõîäèìî ÷èñëåííî ðåøèòü ïî-

ëó÷åííóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è íàéòè íåèç-

âåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû cmi(t) â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè

x̃(s, t) = xm(s, t).

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîé êâàçèëèíåéíîé ìîäåëè ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùèì ýòàïàì.

Ýòàï 1. Íàõîæäåíèå ñ÷åòíîé âñþäó ïëîòíîé îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìû

ôóíêöèé wi â ïðîñòðàíñòâå U.
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Ýòàï 2. Âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì

ôóíêöèÿì.

Îïèøåì àëãîðèòì ìåòîäà ïîäðîáíåå.

Øàã 1. Ââîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû λ, α, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïðèáëèæå-

íèè m, íà÷àëüíîå óñëîâèÿ x0, ïàðàìåòðû îáëàñòè, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå.

Øàã 2. Ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèè wi(s).

Øàã 3. Ñîñòàâëÿåòñÿ èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè x(s, t)

â âèäå ñóììû

x̃(s, t) =
m∑
i=1

cmi(t)wi(s).

Øàã 4. Ãåíåðèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíûõ cmi(t).

Øàã 5. Â öèêëå ïî i îò 1 äîm ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå óðàâíåíèå

óìíîæàåòñÿ íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ wi(s) è èíòåãðèðóåòñÿ â ðàññìàòðèâà-

åìîé îáëàñòè.

Øàã 6. Óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå, îáúåäèíÿþòñÿ â

ñèñòåìó.

Øàã 7. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñóììó, èñõîäÿ èç íèõ îïðå-

äåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé íà ïðåäû-

äóùåì øàãå.

Øàã 8. Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ íà øàãå 6, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè, ïîëó÷åííûìè íà øàãå 7.

Øàã 9. Ñîñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèå è âûâîäèòñÿ íà ýêðàí â âèäå ãðàôèêà è â

âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê.
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Ãëàâà 2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâóõôàçíîé

ôèëüòðàöèè

2.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé

êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè

Òðàäèöèîííàÿ ìîäåëü êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè îñíîâàíà íà àâòîìîäåëüíîì ðå-

øåíèè Â. Ì. Ðûæèêà [5], èñïîëüçóþùåì êëàññè÷åñêóþ ñõåìó ôèëüòðàöèè

íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé Ìóñêàòà�Ëåâåðåòòà. Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå, îòíîñè-

òåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè âîäû è íåôòè, à òàêæå ïðåäåëüíîå êàïèë-

ëÿðíîå äàâëåíèå (ôóíêöèÿ Ëåâåðåòòà) ñ÷èòàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ôóíêöèÿ-

ìè ìãíîâåííîé íàñûùåííîñòè σ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî äàííûì

î ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè ñìåñè äàííîãî ñîñòàâà. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè

â ìàëîïðîíèöàåìûõ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ áëîêàõ õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîïèòêè

ìîæåò îêàçàòüñÿ ñîïîñòàâèìûì ñî âðåìåíåì óñòàíîâëåíèÿ ôàçîâûõ ïðîíèöà-

åìîñòåé è êàïèëëÿðíîãî äàâëåíèÿ � âðåìåíåì ïåðåãðóïïèðîâêè æèäêîñòåé

ïî êàíàëàì íàäëåæàùèõ ðàçìåðîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîäåëü ïðîòèâîòî÷íîé

êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè äîëæíà ó÷èòûâàòü ýôôåêòû íåðàâíîâåñíîñòè.

Ïðèâåäåì êðàòêèé âûâîä îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè. Äëÿ ñîâìåñòíîé

ôèëüòðàöèè âîäû è íåôòè ñïðàâåäëèâ çàêîí Äàðñè [4]

u1 = −(k/µ1)f1∇p1, u2 = −(k/µ2)f2∇p2, (2.1.1)

p2 − p1 = T cos Θ(m/k)1/2J. (2.1.2)

Ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëèðîâêà ñõåìû ó÷åòà íåðàâíîâåñíîñòè èñïîëüçóåò òî îá-

ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíêöèè f1, f2, J , îïðåäåëåííûå ïî äàííûì ñòàöèîíàðíîãî

òå÷åíèÿ ñìåñè, � ìîíîòîííûå ôóíêöèè èñòèííîé âîäîíàñûùåííîñòè σ. Ïðè

ýòîì ôóíêöèè f1, f2 ìåíÿþòñÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû, à J ñ ðîñòîì σ óáûâàåò îò

áåñêîíå÷íîñòè äî íóëÿ. Ïîýòîìó ó÷åò íåðàâíîâåñíîñòè â äàííîé ñõåìå ñâîäèò-

ñÿ ê òîìó, ÷òî ôóíêöèè f1, f2, J â íåðàâíîâåñíîì ïîòîêå ñ÷èòàþòñÿ òåìè æå,
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÷òî è â ðàâíîâåñíîì, íî íå îò èñòèííîé âîäîíàñûùåííîñòè σ, à îò íåêîòîðîé

âîäîíàñûùåííîñòè η. Åäèíñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå çäåñü â äåéñòâèòåëüíîñòè

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíà ýôôåêòèâíîé âîäîíàñûùåííîñòè η äëÿ âñåõ

òðåõ ôóíêöèé f1, f2, J îäíà è òà æå. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå

ýôôåêòèâíóþ âîäîíàñûùåííîñòü η ñ èñòèííîé âîäîíàñûùåííîñòüþ σ áåðåòñÿ

â âèäå

η = σ + τ∂tσ,

ãäå τ � ïîñòîÿííàÿ äëÿ äàííîé ïîðîäû è ïàðû æèäêîñòåé âåëè÷èíà, íàçûâà-

åìàÿ âðåìåíåì çàìåùåíèÿ.

×òîáû ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íåîáõîäèìî çàïèñàòü óðàâ-

íåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ îáåèõ ôàç. Ïðèðàâíèâàÿ ïðèðàùåíèå ìàññû

æèäêîñòè â ýëåìåíòå V çà âðåìÿ dt ê ïðèòîêó ìàññû æèäêîñòè ÷åðåç ïî-

âåðõíîñòü ýëåìåíòà çà òî æå âðåìÿ è ïðåîáðàçóÿ ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â

îáúåìíûé, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå∫
V

(
∂mρi
∂t

+ div(ρiui)

)
dV = 0.

Îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà V è íåïðåðûâíîñòè âñåõ ïîëåé ñëå-

äóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû:

∂

∂t
(mρ1s)− div(ρ1u1) = 0, (2.1.3)

∂

∂t
(mρ2(1− s))− div(ρ2u2) = 0. (2.1.4)

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóììà íàñûùåííîñòåé ôàç ðàâíà 1. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íàñûùåííîñòü òîëüêî îäíîé ôàçû � s.

Ïîñêîëüêó ρ1 è ρ2 � ôóíêöèè äàâëåíèé p1 è p2, à èçìåíåíèå ïîðèñòîñòè

â îäíîðîäíîì ïëàñòå çàâèñèò òîëüêî îò èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî äàâëåíèÿ p̄ =

p1s + p2(1 − s), óðàâíåíèÿ (2.1.1) � (2.1.4) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ

pi è s.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

m∂tσ +∇
(
vF (η) +

(
T cos Θ

µ2

)
(mk)1/2F (η)f2(η)∇J(η)

)
= 0,

∇v = 0,

çäåñü ôóíêöèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

F (η) =
f1(η)

f1(η) + (µ1

µ2
)f2(η)

,

v = u1 + u2 � ïîëíûé ïîòîê æèäêîñòè. Äëÿ ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé

ïðîïèòêè ïîëíûé ïîòîê ðàâåí íóëþ, v = 0, è îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ íàñû-

ùåííîñòè ïðèíèìàåò âèä

∂tσ = κ∆Φ(σ + τ∂tσ). (2.1.5)

Çäåñü

κ =
T cos Θ

µ

(
k

m

)1/2

,

Φ(η) = −
η2∫

0

F (s)f2(s)J
′(s)ds.

Ïîñêîëüêó F > 0, f2 > 0, J ′ < 0, ôóíêöèÿ Φ(η) � ïîëîæèòåëüíàÿ è ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ. Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðè η → 0 ôóíêöèÿ F (η) áûñòðî ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ, òàê æå êàê f2(η) ïðè η → 1, ôóíêöèÿ Φ(η) èìååò ïðè η → 0 íóëü

âûñîêîãî ïîðÿäêà, à ïðè η = 1 � ìàêñèìóì.

Óìíîæàÿ (2.1.5) íà τ , äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷à-

þùååñÿ óðàâíåíèå ñ (2.1.5), íàõîäèì äëÿ ýôôåêòèâíîé âîäîíàñûùåííîñòè η

óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà

∂tη = κ∆Φ(η) + κτ∂t∆Φ(η).

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì äëÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè.
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò èç äàííûõ

î ðàñïðåäåëåíèè æèäêîñòåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ � èç äàííûõ î ïîâåäåíèè æèäêîñòåé íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëà-

ñòè. Íàïðèìåð, íóëåâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå îïèñûâàåò ñëó÷àé áëîêà, ñâîáîäíî

îìûâàåìîãî íåôòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å:

xt − λα(∆Φ(x))t = α∆Φ(x) (2.1.6)

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (2.1.7)

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω, (2.1.8)

ãäå Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C∞, T ∈ R+.

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x ñîîòâåòñòâóåò ýôôåêòèâíîé íàñûùåííîñòè. Ôóíêöèÿ

Φ(x) ≡ |x|p−2x, p ≥ 2 � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è ãëàäêàÿ. Ïàðàìåòðû α è

λ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû, õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ôàç è ñðåäû.

Ïîëîæèì H = W−1
2 (Ω) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈u, v〉 =

∫
Ω

u(−∆)−1v dx, u, v ∈ H, (2.1.9)

ãäå (−∆)−1 � îïåðàòîð Ãðèíà îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà ∆u = f â îáëàñòè Ω. Òàêæå ïîëîæèì U = Lp(Ω). Ôîðìóëîé

〈Ax, v〉 = 〈x, v〉 =

∫
Ω

x(−∆)−1v ds, x, v ∈ U

îïðåäåëèì îïåðàòîð A.

Ïîñêîëüêó Lp(Ω) ↪→ L2(Ω) ïðè p ∈ [2,+∞) â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè îá-

ëàñòè Ω (÷òî èìååò ìåñòî), à L2(Ω) ↪→ W−1
2 (Ω), òî â êà÷åñòâå U∗ ìîæíî âçÿòü

ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê U îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè (2.1.9). Â òàêîì

ñëó÷àå âëîæåíèÿ U ↪→ H ↪→ U∗ (ïðè p ∈ [2,+∞)) ïëîòíû è íåïðåðûâíû.

Ëåììà 2.1.1. Îïåðàòîð A : U→ U∗ ëèíååí, ñèììåòðè÷åí, ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåí è íåïðåðûâåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A : U → U∗.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷èì

|〈Ax, v〉| = |〈x, (−∆)−1v〉L2(Ω)| ≤ ‖x‖W−12 (Ω)‖(−∆)−1v‖ 0

W
1

2(Ω)
≤

≤ const‖x‖W−12 (Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ const‖x‖Lp(Ω)‖v‖Lp(Ω).

Îòñþäà

‖Ax‖∗ = sup
‖v‖=1

|〈Ax, v〉| ≤ const‖x‖Lp(Ω),

ò. å., äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð A ∈ L(U;U∗).

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà A ñëåäóåò

èç ïîñòðîåíèÿ:

〈Ax, x〉 =

∫
Ω

x(−∆)−1x ds = ‖x‖2
H,

〈Ax, v〉 = 〈x, v〉 = 〈x,Av〉, x, v ∈ U.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈M(x), v〉 = α

∫
Ω

|x|p−2xvds, x, v ∈ U.

Ëåììà 2.1.2. Îïåðàòîð M ∈ C2(U;U∗) s-ìîíîòîíåí, p-êîýðöèòèâåí, îäíî-

ðîäåí ïîðÿäêà k = p− 1 è èìååò ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì äåéñòâèå îïåðàòîðà M : U→ U∗. Â ñèëó

íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

|〈M(x), v〉| ≤ α

∫
Ω

|x|p−1|v| ds ≤

const ‖x‖p−1
Lp(Ω)‖v‖Lp(Ω).‖M(x)‖∗ = sup

‖v‖=1

|〈M(x), v〉| ≤ const‖x‖p−1
Lp(Ω), (2.1.10)ò. å.,

äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð M : U→ U∗. Êðîìå òîãî, èç (2.1.10) è



48

〈M(x), x〉 = α

∫
Ω

|x|pds = α‖x‖pLp(Ω)

ñðàçó æå âûòåêàåò p-êîýðöèòèâíîñòü îïåðàòîðà M .

Äàëåå, ïîñòðîèì ïðîèçâîäíóþ ÔðåøåM ′
x îïåðàòîðàM . Â òî÷êå x ∈ U îíà

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

〈M ′
xv, w〉 = (p− 1)α

∫
Ω

|x|p−2vw ds, x, v, w ∈ U.

Èç ïîñòðîåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò åå ñèììåòðè÷íîñòü:

〈M ′
xv, w〉 = 〈v,M ′

xw〉.

Êðîìå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

|〈M ′
xv, w〉| = (p− 1)α

∫
Ω

|x|p−2|vw| ds ≤ (p− 1)α‖x‖p−2‖v‖‖w‖,

ò. å. îïåðàòîð M ′
x ∈ L(U;U∗) ïðè ëþáûõ x ∈ U. Äîêàæåì s-ìîíîòîííîñòü

îïåðàòîðà M :

〈M ′
xv, v〉 = (p− 1)α

∫
Ω

|x|p−2v2 ds > 0, x, v ∈ U.

Íàêîíåö, ïîêàæåì âêëþ÷åíèå M ∈ C2(U;U∗):

|〈M ′′
x (v, w), z〉| ≤ (p− 1)(p− 2)α‖x‖p−3‖v‖‖w‖‖z‖.

Ëåììà 2.1.3. Îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.3.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò f(s, τ), òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî

s0 ∈ Ω:

||x|p−2x− |v|p−2v| ≤ f(s0, τ0)|x− v|.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.
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1. Ïóñòü x è v îäíîãî çíàêà. Òîãäà

||x|p−2x− |v|p−2v| = |xp−1 − vp−1| =

= |(x− v)

p−2∑
k=0

xkvp−2−k| ≤ |x− v||
p−2∑
k=0

xkvp−2−k| =

= f1(s0, τ0)|x− v|.

2. Ïóñòü òåïåðü x è v èìåþò ðàçíûå çíàêè (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x ≥ 0,

v ≤ 0). Ïóñòü p−2 � ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ

||x|p−2x− |v|p−2v| = |xp−1 − vp−1| =

= f1(s0, τ0)|x− v|.

3. Ïóñòü p− 2 � íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà

||x|p−2x− |v|p−2v| = |xp−1 + (−v)p−1| ≤

≤ |xp−1 + (−v)p−1 +

p−2∑
k=1

Ck
p−1x

k(−v)p−1−k| =

= |
p−1∑
k=0

Ck
p−1x

k(−v)p−1−k| = |(x− v)p−1| ≤

≤ |x− v||(x− v)p−2| = f2(s0, τ0)|x− v|.

Òåïåðü ïîëîæèì f(s0, τ0) = max {f1(s0, τ0), f2(s0, τ0)}. Ïîëó÷èì

||x|p−2x− |v|p−2v| ≤ f(s0, τ0)|x− v|

sup
‖w‖=1

α

∫
Ω

||x|p−2x− |v|p−2v||w|ds ≤ sup
‖w‖=1

α

∫
Ω

f(s, τ0)|x− v||w|ds.

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà:

sup
‖w‖=1

α

∫
Ω

||x|p−2x− |v|p−2v||w|ds ≥
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≥ sup
‖w‖=1

α

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

|x|p−2xwds−
∫
Ω

|v|p−2vwds

∣∣∣∣∣∣ =

= sup
‖w‖=1

| 〈M(x)−M(v), w〉 | = ‖M(x)−M(v)‖∗.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà:

sup
‖w‖=1

α

∫
Ω

f(s, τ0)|x− v||w|ds =

= sup
‖w‖=1

α 〈f(s, τ0)|x− v|, |w|〉 ≤

≤ sup
‖w‖=1

α‖f(s, τ0)|x− v|‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω) ≤

≤ αA‖f(s, τ0)|x− v|‖L2(Ω) ≤ αC‖f(s, τ0)‖‖x− v‖ =

= F (τ0)‖x− v‖.

Îòñþäà ïîëó÷èì

‖M(x)−M(v)‖∗ ≤ F (τ)‖x− v‖.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (2.1.6)�(2.1.8) ê çàäà÷å Êîøè

(0.0.6) äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (0.0.7).

2.2. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C∞. Â öèëèíäðå Ω×
×(0, T ), T ∈ R+ ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Áàðåíáëàòòà � Ãèëüìà-

íà, ïðåäñòàâëåííóþ óðàâíåíèåì

xt − αλ(∆Φ(x))t = α∆Φ(x) (2.2.1)

è óñëîâèÿìè Äèðèõëå � Êîøè

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (2.2.2)
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x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω. (2.2.3)

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.2.1) ìîäåëèðóåò íåðàâíîâåñíóþ ïðîòèâîòî÷íóþ

êàïèëëÿðíóþ ïðîïèòêó.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ C1((0;T );Lp(Ω)), óäîâëåòâîðÿ-

þùóþ (2.2.1) íà (0, T ) ïðè íåêîòîðîì T = T (x0) è óñëîâèÿì (2.2.2), (2.2.3),

íàçîâåì êëàññè÷åñêèì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.2.1) � (2.2.3).

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü p > 2 è α, λ ∈ R+. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ U ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1) �

(2.2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà N(x):

〈N(x)v, w〉 =

∫
Ω

(v(−∆)−1w + (p− 1)αλ|x|p−2vw) ds, ∀x, v, w ∈ U.

è â ñèëó ëåìì 2.1.1, 2.1.2 äëÿ ëþáîãî x0 ∈ U îïåðàòîð N(x0) s-ìîíîòîíåí

〈N(x0)
′
vw,w〉 =

∫
Ω

(w(−∆)−1w + (p− 1)αλ|x0|p−2w2) ds > 0, ∀w ∈ U, w 6= 0,

è p-êîýðöèòèâåí (p = 2).

Äàëåå, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

N(x0)v = f.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ëþáîãî x0 ∈
U è ëþáîãî f ∈ U∗ ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 1.1.1 â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè è p-

êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà N(x0), çíà÷èò, îïåðàòîð [N(x0)]
−1 ñóùåñòâóåò äëÿ

ëþáîãî x0 ∈ U\ {0}. Ïðèíàäëåæíîñòü [N(x0)]
−1 êëàññó C1(U∗\ {0} ;U\ {0})

ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.4 â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà N(x0). Ïîýòîìó

â ñèëó ëåìì 2.1.1, 2.1.2 è òåîðåìû 1.2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1) � (2.2.3).



52

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)) òàêóþ, ÷òî dx
dt ∈

∈ L2(0, T ; W−1
2 (Ω)) ïðè T ∈ R+, íàçîâåì ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (2.2.1) � (2.2.3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì〈
d

dt
L(x(t)), v

〉
+ 〈M(x(t)), v〉 = 0, ïðè ï. â. t ∈ (0, T ),

〈x(0)− x0, v〉 = 0.

ïðè âñåõ v ∈ U.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü p > 2 è α, λ ∈ R+. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ U è äëÿ

ëþáîãî T ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå x ∈
∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)) òàêîå, ÷òî dx

dt ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)) çàäà÷è (2.2.1) � (2.2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåìì 2.1.1 � 2.1.3 è

òåîðåì 1.3.1, 2.2.1.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Åñëè x0 = 0, òîãäà u ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

(2.2.1) � (2.2.3). Åäèíñòâåííîñòü æå ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç îöåíêè (1.2.7).

2.3. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé

êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè

Ïóñòü H = (H, 〈·, ·〉) � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îòîæ-

äåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì, (U,U∗) è (P,P∗) � äóàëüíûå (îòíîñè-

òåëüíî äâîéñòâåííîñòè 〈·, ·〉) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U íåïóñòîå çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà÷àëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íàñûùåííîñòè â ìîäåëè

íåðàâíîâåñíîé ïðòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè
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xt − λα(∆Φ(x))t = α∆Φ(x),

x(s, 0) = u(s), s ∈ Ω,

x(s, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

J(x(T ), u) = min
(y,v)∈U×Uad

J(y(T ), v).

(2.3.1)

Çàäà÷à (2.3.1) â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ðåäóöèðóåòñÿ ê çàäà÷å ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ è ôèíàëüíîãî íà-

áëþäåíèÿ

x(0) = u, (2.3.2)

J(x(T ), u) = min
(y,v)∈U×Uad

J(y(T ), v), (2.3.3)

äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

d
dt(L(x)) +M(x) = 0, (2.3.4)

ãäå J(x, u) � îãðàíè÷åííûé ñíèçó ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó êîýðöèòèâíûé ôóíê-

öèîíàë, à xd � òðåáóåìîå ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî H = {x : x ∈ L∞(0, T ;U), xt ∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ïàðó (x̂, û) ∈ H × Uad áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì çà-

äà÷è (2.3.2) � (2.3.4), åñëè J(x̂(T ), û) = min
(x,u)∈U×Uad

J(x(T ), u), è (x̂, û) óäîâëå-

òâîðÿåò çàäà÷å (2.3.2), (2.3.4) â ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñëå. Âåêòîð û áóäåì

íàçûâàòü ñòàðòîâûì óïðàâëåíèåì â çàäà÷å (2.3.2) � (2.3.4).

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À)�(Ñ), ñôîðìóëèðîâàííûå â

ï. 1.4, òîãäà ïðè ëþáîì T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.2) � (2.3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ çàäà÷è

d

dt
(L(x)) +M(x) = 0, x(0) = u,

ïðè ëþáîì u ∈ Uad ïî òåîðåìå 1.3.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîùåí-
íîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

J(x(T ), u) = J(u).
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Òàê êàê ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà îãðàíè÷åííî ñíèçó, òî ñóùå-

ñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} ∈ U, ò.å.

lim
n→∞

J(un) = C,

ãäå C � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {J(un)}∞n=1 îãðàíè÷åííà â R, à çíà÷èò, â ñèëó

êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà J(u), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1 îãðàíè÷åí-

íà â U.

Èçâëå÷åì èç {un} (ïåðåõîäÿ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)
ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü um → û. Â ñèëó òåîðåìû 1.1.2, û ∈ Uad.

Îáîçíà÷èì çà xm = x(um). Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2.2 áûëè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖xm(t)‖pU ≤ C1(‖um‖pU + ‖um‖2
U), ïðè ï. â. t ∈ (0, T ),

è

‖x′m‖2
L2((0,T );H) ≤ C2‖um‖pU,

çíà÷èò, ìîæíî èçâëå÷ü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàçîâåì åå ñíîâà xm,

÷òî

xm → x ∗ � ñëàáî â L∞(0, T ;U),

x′m → x′ ñëàáî â L2(0, T ;U).

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A è îãðàíè÷åííîñòè {xm} â

L∞(0, T ;U) ïîëó÷èì:

〈Axm(t), xm(t)〉 ≤ ‖Axm(t)‖U∗‖xm(t)‖U ≤ C‖xm(t)‖2
U,

çíà÷èò, {Axm} îãðàíè÷åíà â L∞(0, T ;U∗). Â ñèëó óñëîâèÿ (C3) è îãðàíè÷åí-

íîñòè {xm} â L∞(0, T ;U), ïîëó÷èì

〈M(xm(t)), xm(t)〉 ≤ ‖M(xm(t))‖U∗‖xm(t)‖U ≤ C‖xm(t)‖pU,
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ñëåäîâàòåëüíî, {M(xm)} îãðàíè÷åíà â L∞(0, T ;U∗). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ

òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}, ÷òî

Axm → Ax ∗ � ñëàáî â L∞(0, T ;U∗),

M(xm)→ µ ∗ � ñëàáî â L∞(0, T ;U∗).

Ïîêàæåì, ÷òî µ = M(x).

Òàê êàê âëîæåíèå U b P êîìïàêòíî, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xm}, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) xm → x ñèëüíî â P. Çàìåòèâ, ÷òî

îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò (Ñ2), ïîëó÷èì

‖M(xm)−M(x)‖∗ ≤ F (s)‖xm − x ‖ → 0 ïðè m→ +∞,

ñëåäîâàòåëüíî, µ = M(x).

Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà U âûáåðåì â U ñ÷åòíóþ âñþäó ïëîò-

íóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {wk}.
Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëà-

áóþ îáîáùåííóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ (1.3.2)

〈Axm, wj〉+λ 〈M(xm), wj〉+
∫ T

0

λ 〈M(xm), wj〉 dτ = 〈Axm0, wj〉+λ 〈M(xm0), wj〉 .

Çàôèêñèðóåì j è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m→ +∞

〈Ax,wj〉+ λ 〈M(x), wj〉+

∫ T

0

λ 〈M(x), wj〉 dτ = 〈Aû, wj〉+ λ 〈M(û), wj〉 .

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî∫ T

0

(
d

dt
〈L(x), w〉+ 〈M(x), w〉)ϕ(t)dt = 0,

x(0) = û,∀w ∈ U,∀ϕ ∈ L2(0, T ).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = x(û) è lim
m→∞

inf
Uad

J(um) ≥ J(û), çíà÷èò, û åñòü èñêîìîå

ñòàðòîâîå óïðàâëåíèå.
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Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è (2.3.1), ôóíêöèîíàë çàäàäèì ôîðìóëîé

J(x, u) =
1

2
‖x(s, T )− xd(s)‖q 0

W 1
q (Ω)

+
N

2
‖u(s)− x0(s)‖q 0

W 1
q (Ω)

.

Ïîëîæèì H = W−1
2 (Ω). Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà P âûáåðåì ïðîñòðàíñòâî

Lp(Ω). Òàêæå ïîëîæèì U =
0

W 1
q (Ω). Â êà÷åñòâå U∗ è P∗ ìîæíî âçÿòü ïðî-

ñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííûå ê U è P îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè â W−1
2 (Ω).

Cïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü 1 < q ≤ n, α, λ ∈ R+, è q < n, 2 < p < 2q
n−q ,

èëè n = q, p ∈ (2,+∞). Òîãäà ïðè ëþáîì T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

çàäà÷è (2.3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3.1, ëåìì 2.1.1 �

2.1.3 è óñëîâèÿ (À1).

2.4. Îïèñàíèå ïðîãðàììû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé

ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè

Àëãîðèòì ìåòîäà, îïèñàííûé â ïóíêòå 1.5, áûë ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Maple. Âûáîð ñðåäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûë îáóñëîâ-

ëåí íàëè÷èåì âñòðîåííîãî àïïàðàòà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è âñòðîåííûõ

ñðåäñòâ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåèé.

Íàïèñàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè � Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà � Ãèëüìàíà äëÿ çàäàííûõ íà-

÷àëüíûõ çíà÷åíèé è ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ïðèáëèæåíèè, à òàêæå âûâîäèò íà

ýêðàí ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîãðàììà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññà íåðàâíî-

âåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé ïðîïèòêè, ïðîòåêàþùåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, èíòåðåñíà

ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ãåîëîãèè è òåîðèè ôèëüòðàöèè.

Íà âõîä ïðîãðàììå ïîäàþòñÿ êîýôôèöèåíòû α, λ, íà÷àëüíîå óñëîâèå x0(s),

ïàðàìåòðû îáëàñòè, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à, ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ñëàãàå-
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ìûõ â ïðèáëèæåíèè. Íà âûõîäå ïðîãðàììà âûäàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è

ñòðîèò åãî ãðàôèê.

Ñõåìà àëãîðèòìà ïðîãðàììû ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.4.1.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîäðîáíåå. Êàæäîìó áëîêó àëãîðòèìà ñîîòâåòñâóåò îäèí

øàã.

Øàã 1. Ââîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû λ, α, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïðèáëèæå-

íèè m, íà÷àëüíîå óñëîâèÿ x0, ïàðàìåòðû îáëàñòè, íà êîòîðîé èùåòñÿ ðåøå-

íèå.

Øàã 2. Ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèè wi(s). Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷àØòóð-

ìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ïðîèçâî-

äèòñÿ íîðìèðîâêà ôóíêöèé wi.

Øàã 3. Ñîñòàâëÿåòñÿ èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè x(s, t)

â âèäå ñóììû

x̃(s, t) =
m∑
i=1

cmi(t)wi(s).

Øàã 4. Ñîñòàâëåííîå íà òðåòüåì øàãå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ â îñíîâ-

íîå óðàâíåíèå ìîäåëè, ãåíåðèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ cmi(t).

Øàã 5. Â öèêëå ïî i îò 1 äî m ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå óðàâíåíèå

óìíîæàåòñÿ íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ wi(s) è èíòåãðèðóåòñÿ â ðàññìàòðèâà-

åìîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ ïðèáëèæåíèÿ.

Øàã 6. Óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå îáúåäèíÿþòñÿ â ñè-

ñòåìó.

Øàã 7. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñóììó, èñõîäÿ èç íèõ îïðå-

äåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé íà ïðåäû-

äóùåì øàãå.

Øàã 8. Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ íà øàãå 6, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,

ïîëó÷åííûìè íà øàãå 7.
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Ðèñ. 2.4.1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ïðîãðàììû
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Øàã 9. Ñîñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèå è âûâîäèòñÿ íà ýêðàí â âèäå ãðàôèêà è â

âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê.

2.5. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè

Ïðîâåäåì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, èëëþñòðèðóþùèå ðàáîòó ïðî-

ãðàììû, îïèñàííîé â ïóíêòå 2.4.

Ïðèìåð 2.5.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå � Êîøè

x(0, t) = x(π, t) = 0, t ∈ (0, 5), (2.5.1)

x(s, 0) =
0.7 sin(s)− 0.2 sin(2s)√

π
2

, s ∈ (0, π), (2.5.2)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî íåðàâíîâåñíóþ ïðîòèâîòî÷íóþ ïðîïèòêó

(x−∆|x|2x)t = ∆|x|2x. (2.5.3)

Âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, îïèñàí-

íîãî â ïóíêòå 1.4. Èñêîìóþ ôóíêöèþ ìû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñóììû

x(s, t) =

√
2

π

m∑
k=1

xk(t) sin(ks)

ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ: îò 2 äî 6. Ïðèâåäåì ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ

ðåøåíèé (â ìîìåíò âðåìåíè t = 5) äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ íà ðèñóíêå 2.5.1. À òàêæå

ïðèâåäåì ãðàôèêè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì øåñòè ÷ëåíîâ â

ïðèáëèæåíèè, â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè íà ðèñóíêå 2.5.2.

Íà ðèñóíêå 2.5.1 ìû âèäèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ïðè-

áëèæåíèè íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó îáùåìó ïðåäåëó

è ñáëèæàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Íàéäåì âû÷èñëèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé

ïî ôîðìóëå:

δGi = max
s∈Ω

∣∣xGi−1 − xGi
∣∣ .
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Ðèñ. 2.5.1. Ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

Ðèñ. 2.5.2. Âðåìåííàÿ äèíàìèêà ðåøåíèÿ
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Òàáëèöà 2.5.1

i 3 4 5 6

δGi 0.0659 0.0056 0.0344 0.0040

Ïðèâåäåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â òàáëèöå 2.5.1.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ δGi â öåëîì óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì i. Ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå èç ïîëó÷åííûõ èìååò âåëè÷èíó ìåíåå 0.004. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåííûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêè ê

òî÷íîìó.

Ïðèìåð 2.5.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå � Êîøè

x(1, φ, t) = 0, φ ∈ [0; 2π), t ∈ (0, 10), (2.5.4)

x(r, φ, 0) = 1− r2, r ∈ [0, 1), φ ∈ [0; 2π), (2.5.5)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî íåðàâíîâåñíóþ ïðîòèâîòî÷íóþ êàïèëëÿðíóþ

ïðîïèòêó

xt(r, t)− (
1

r
(r(|x|3 (r, t)x)r)r)t =

1

r
(r(|x|3 (r, t)x)r)r. (2.5.6)

Äëÿ çàäà÷è (2.5.4) � (2.5.6) íàéäåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïóíêòå 1.4. Ðåøåíèå x(r, t) áóäåì èñêàòü â âèäå

ñóììû

xm(r, t) =
m∑
i=1

cmi(t)
J0(µ

i
0r)

Bi
,

ãäå Bi = 1
2J

2
1 (µi0) � íîðìà ôóíêöèè J0(µ

i
0r) ñ âåñîì r â L2(Ω), Ji � ôóíêöèÿ

Áåññåëÿ i-ãî ïîðÿäêà, µi0 � i-ûé íóëü ôóíêöèè J0. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî cmi èìåþò âèä:

cmi(0) =
4J1(µ

i
0)

(µi0)
3
.

Âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ñ 2 ÷ëåíàìè â ïðèáëèæåííîì ïðåäñòàâëåíèè

èñêîìîé ôóíêöèè. Ïðèâåäåì ãðàôèêè ðåøåíèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè

íà ðèñóíêå 2.5.3.
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t = 0 t = 2.5

t = 5 t = 10
Ðèñ. 2.5.3. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ òîíêîé ïîðèñòîé ëèíçû ìåæ-

äó äâóìÿ íåïðîíèöàåìûìè ñëîÿìè, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé íåñìà÷èâàþùåé

ôàçîé è îìûâàåìîé ïî êðàþ ñìà÷èâàþùåé ôàçîé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàñûùåííîñòü íåñìà÷èâàþ-

ùåé ôàçû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ëèíçû áûñòðî âûðàâíèâàåòñÿ è çàòåì ìåäëåí-

íî óáûâàåò, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ åñòåñòâåííûìè ôèçè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.
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Ãëàâà 3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî

ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

3.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C∞ � îáëàñòü èäå-

àëüíîé ïðîâîäèìîñòè, τ ∈ R+. Ñèñòåìà óðàâíåíèé êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ

ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè èëè èñòî÷íèêîâ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ èìååò âèä

divD = 4πen− |φ|q1 φ, D = −ε∇φ, (3.1.1)

∂n

∂t
= (4πe)−1α |φ|q2 φ, qi > 0, i = 1, 2; (3.1.2)

çäåñü ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε = 1, n � êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, − |φ|q1 φ �
êîíöåíòðàöèÿ îáúåìíîãî çàðÿäà, ñâÿçàííîãî íà ïðèìåñíûõ öåíòðàõ ïîëóïðî-

âîäíèêà, â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå φ, D � âåêòîð èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ, D � ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, (4πe)−1α � ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè,

ïðè α < 0, è ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé èñòî÷íèêè ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ, åñ-

ëè α > 0, − |φ|q2 φ � ñêîðîñòü ðîñòà êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â

ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå φ. Ïîëîæèì q1 = q2, α < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà

óðàâíåíèé (3.1.1), (3.1.2) ðåäóöèðóåòñÿ ê óðàâíåíèþ, ìîäåëèðóþùåìó êâàçè-

ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè

(∆x− Φ(x))t = λΦ(x), (3.1.3)

èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôóíêöèÿ

Φ(x) ≡ |x|p−2x, p > 2 ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è ãëàäêàÿ. Êðîìå òîãî, íà

ãðàíèöå ðàçäåëà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäû èìååì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (3.1.4)
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ïðè íàëè÷èè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèõîäèì ê çàäà÷å

Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω. (3.1.5)

Ïîëîæèì H = L2(Ω), U =
0

W
1

2(Ω).

Îïåðàòîðû A è M îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈Ax, v〉 =

∫
Ω

∇x∇v ds, x, v ∈ U,

〈M(x), v〉 =

∫
Ω

|x|p−2xvds, x, v ∈ U.

Ëåììà 3.1.1. Îïåðàòîð A : U→ U∗ ëèíååí, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ñèì-

ìåòðè÷åí è íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ñëåäóþò èç ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà

A.

Óñëîâèå 3.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð M : U → U∗ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ 3.1.1, åñëè ∃CM > 0, è ∃p ≥ 2, òàêèå ÷òî ‖M(u)‖∗ ≤ CM‖u‖p−1∀u ∈
U è 〈M(u), u〉 ≥ 0.

Ëåììà 3.1.2. Îïåðàòîð M ∈ C2(U;U∗), s-ìîíîòîíåí, îäíîðîäåí ïîðÿäêà

k, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1.3.1 è 3.1.1, êðîìå òîãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå

îïåðàòîðà M ñèììåòðè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì äåéñòâèå îïåðàòîðà M : U→ U∗. Â ñèëó

íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

|〈M(u), v〉| ≤
∫
Ω

|u|p−1|v| dx ≤ ‖u‖p−1
L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ C‖u‖p−1

0

W
1

2(Ω)

‖v‖ 0

W
1

2(Ω)
.

Îòñþäà

‖M(u)‖∗ = sup
‖v‖=1

|〈M(u), v〉| ≤ C‖u‖p−1
0

W
1

2(Ω)

,
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ò. å., äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð M : U→ U∗. Êðîìå òîãî, èç

〈M(u), u〉 =

∫
Ω

|u|pdx ≥ 0

ñðàçó æå âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3.1.1. Î÷åâèäíî,

òàêæå îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîðÿäêà p− 1.

Äàëåå, ïîñòðîèì ïðîèçâîäíóþ ÔðåøåM ′
u îïåðàòîðàM . Â òî÷êå u ∈ U îíà

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

〈M ′
uv, w〉 = (p− 1)

∫
Ω

|u|p−2vw dx, u, v, w ∈ U

è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

|〈M ′
uv, w〉| = (p− 1)

∫
Ω

|u|p−2|vw| dx ≤ (p− 1)C‖u‖p−2
0

W
1

2(Ω)

‖v‖ 0

W
1

2(Ω)
‖w‖ 0

W
1

2(Ω)
,

îïåðàòîð M ′
u ∈ L(U;U∗) ïðè ëþáûõ u ∈ U. Äîêàæåì s-ìîíîòîííîñòü îïåðà-

òîðà M :

〈M ′
uv, v〉 = (p− 1)

∫
Ω

|u|p−2v2 dx > 0, u, v ∈ U \ {0}.

Íàêîíåö, ïîêàæåì âêëþ÷åíèå M ∈ C2(U;U∗):

|〈M ′′
u (v, w), z〉| ≤ (p− 1)(p− 2)Cα‖u‖p−3

0

W
1

2(Ω)

‖v‖ 0

W
1

2(Ω)
‖w‖ 0

W
1

2(Ω)
‖z‖ 0

W
1

2(Ω)
.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.3.1.

Cóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g : R2 → R, òàêàÿ

÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ R:

||u|p−2u− |v|p−2v| ≤ g(u, v)|u− v|. (3.1.6)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

g(u, v) =


||u|p−2u−|v|p−2v|

|u−v| , u 6= v;

(p− 2)|u|p−1, u = v.
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Èç (3.1.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé u = u(x, s), v =

v(x, s) ∈ U ï.â. âûïîëíÿåòñÿ:

||u|p−2u− |v|p−2v| ≤ f(x, s)|u− v|, (3.1.7)

ãäå f(x, s) = g(u(x, s), v(x, s)). Èç (3.1.7) âûòåêàåò

sup
‖w‖=1

∫
Ω

||u|p−2u− |v|p−2v||w|dx ≤ sup
‖w‖=1

∫
Ω

f(x, s)|u− v||w|dx. (3.1.8)

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü (3.1.8):

sup
‖w‖=1

∫
Ω

||u|p−2u− |v|p−2v||w|dx ≥ sup
‖w‖=1

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

|u|p−2uwdx−
∫
Ω

|v|p−2vwdx

∣∣∣∣∣∣ =

= sup
‖w‖=1

| 〈M(u)−M(v), w〉 | = ‖M(u)−M(v)‖∗.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (3.1.8):

sup
‖w‖=1

∫
Ω

f(x, s)|u− v||w|dx = sup
‖w‖=1

〈f(x, s)|u− v|, |w|〉 ≤

≤ sup
‖w‖=1

‖f(x, s)|u− v|‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω) ≤

≤ A‖f(x, s)|u− v|‖L2(Ω) ≤ C‖f(x, s)‖L2(Ω)‖u− v‖L2(Ω) ≤ F (s)‖u− v‖ 0

W
1

2(Ω)
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

‖M(u)−M(v)‖∗ ≤ F (s)‖u− v‖.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåëè ðåäóêöèþ çàäà÷è (3.1.3)�(3.1.5) ê çàäà÷å Êîøè

(0.0.6) äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (0.0.7).

3.2. Ñõåìà Ðîçåíáðîêà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìû

Ðàññìîðòèì äèôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó [42]:
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
wt + w + |u|p−2 u+ |u|q−2 u,

0 = w − uxx + |u|p−2 u,

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = u(l, t) = 0, w(x, 0) = u0xx + |u0|p−2 u0.

(3.2.1)

Äëÿ çàäà÷è (3.2.1) ïðèìåíèì ìåòîä ïðÿìûõ. d
dtW = −W + |U |p−2 U + |U |q−2 U,

0 = W −MU + |U |p−2 U.
(3.2.2)

Çäåñü:

U =


u1

u2

...

un

 , W =


w1

w2

...

wn

 ,

|U |p−2 =


|u1|p−2 0 · · · · · · 0

0 |u2|p−2 0 · · · 0
... . . . ...

0 0 · · · 0 |un|p−2

 ,

M =
1

h2



−2 1 0 · · · · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1
...

... . . . 0

0 · · · 0 1 −2 1

0 · · · · · · 0 1 −2


,

ãäå h � øàã ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ñåòîê Cwh
ñ íîðìîé ‖U‖Cwh

= max
1≤i≤N−1

|ui|.

Ëåììà 3.2.1. [42] Ñåòî÷íûé îïåðàòîð M− (p−1) |U |p−2 èìååò ðàâíîìåðíî

(ïî øàãó ñåòêè) îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Cwh
â
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Cwh
, ïðè÷åì íîðìà îáðàòíîãî îïåðàòîðà îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, íå çàâè-

ñÿùåé íè îò øàãà ñåòêè, íè îò çíà÷åíèé uk â óçëàõ ñåòêè.

Ñèñòåìó (3.2.2) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ îäíîñòàäèéíîãî ìåòîäà Ðîçåí-

áðîêà ñ êîýôôèöèåíòîì α = 1
2 + 1

2i.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì ìåòîäîì íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì øàãå èìååì Ŵ = W + Re ~k,

Û = U + Re ~l,
(3.2.3)

ãäå âåêòîðû ~k,~l îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ~k = −ατ~k + ατ((p− 1) |U |p−2 + (q − 1) |U |q−2)~l − τW + τ |U |p−2 U + τ |U |q−2 U,

−α~k + α(M − (p− 1) |U |p−2)~l = W −MU + |U |p−2 U,

τ � øàã âðåìåííîé ñåòêè.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïóñòü u(x, t) è w(x, t) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (3.2.2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (t, x, w, u) ïðèíàäëåæèò δ - îêðåñò-

íîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, åñëè |w − w(x, t)| < δ è |u− u(x, t)| < δ.

Ëåììà 3.2.2. [42]Ïóñòü ñåòî÷íûå ôóíêöèè W è U çàäàíû íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå wh è ïðè íåêîòîðîì t èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ xk ïðèíàäëåæàò δ -

îêðåñòíîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (w, u), òîãäà∥∥∥∥(M − (p− 1) |U |p−2
)−1 (

W −
(
MU − |U |p−2 U

))∥∥∥∥ = O(δ + h2).

Ëåììà 3.2.3. [42] Åñëè ìû äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (W0, U0) è (W̄0, Ū0) ñäå-

ëàåì N øàãîâ (Nτ ≤ const) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå (Wk, Uk)

è (W̄k, Ūk) 1 ≤ k ≤ N îñòàþòñÿ â îïèñàííîé âûøå îêðåñòíîñòè, òî∥∥WN − W̄N

∥∥
Cw
≤ C

(∥∥W0 − W̄0

∥∥
Cw

+ τ
∥∥U0 − Ū0

∥∥
Cw

)
,∥∥UN − ŪN∥∥Cw

≤ C
(∥∥W0 − W̄0

∥∥
Cw

+ (τ + qN)
∥∥U0 − Ū0

∥∥
Cw

)
, q < 1.
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Òåîðåìà 3.2.1. [42] Íàéäóòñÿ òàêèå τ0, h0, ÷òî ïðè 0 < τ < τ0, 0 < h <

h0, (Nτ ≤ const) äëÿ çàäà÷è (3.2.1) ãëîáàëüíàÿ îøèáêà ìåòîäà êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà â íîðìå Cwh
óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì îöåíêàì ∥∥W̄N − w(Nτ)
∥∥
Cw
≤ C(τ 2 + h2),∥∥ŪN − u(Nτ)

∥∥
Cw
≤ C(τ 2 + h2).

3.3. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C∞. Â

öèëèíäðå Ω× (0, T ), T ∈ R ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(∆x− Φ(x))t = Φ(x) (3.3.1)

ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå � Êîøè

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (3.3.2)

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω. (3.3.3)

Äàííàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â

ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ áåç äèñïåðñèè [19]. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x ñîîòâåòñòâóåò

ïîòåíöèàëó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôóíêöèÿ Φ(x) ≡ |x|p−2x, p > 2 ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ è ãëàäêàÿ.

Ïîëîæèì H = L2(Ω), U =
0

W
1

2(Ω).

Îïåðàòîðû A è M îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈Ax, v〉 =

∫
Ω

∇x∇v ds, x, v ∈ U,

〈M(x), v〉 =

∫
Ω

|x|p−2xvds, x, v ∈ U.
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Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ C1((0;T );Lp(Ω)), óäîâëåòâîðÿ-

þùóþ (3.3.1) íà (0, T ) ïðè íåêîòîðîì T = T (x0) è óñëîâèÿì (3.3.2), (3.3.3),

íàçîâåì êëàññè÷åñêèì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.3.2) � (3.3.1).

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü p > 2 è α, λ ∈ R+. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ U ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.2) �

(3.3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà N(x):

〈N(x)v, w〉 =

∫
Ω

(p− 1)αλ|x|p−2vw ds, ∀x, v, w ∈ U,

è â ñèëó ëåìì 3.1.1, 3.1.2 äëÿ ëþáîãî x0 ∈ U îïåðàòîð N(x0) s-ìîíîòîíåí

〈N(x0)
′
vw,w〉 =

∫
Ω

(p− 1)αλ|x0|p−2w2 ds > 0, ∀w ∈ U, w 6= 0,

è p-êîýðöèòèâåí.

Äàëåå, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

N(x0)v = f.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ëþáîãî x0 ∈
U è ëþáîãî f ∈ U∗ ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 1.1.1 â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè è p-

êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà N(x0), çíà÷èò, îïåðàòîð [N(x0)]
−1 ñóùåñòâóåò äëÿ

ëþáîãî x0 ∈ U\ {0}. Ïðèíàäëåæíîñòü [N(x0)]
−1 êëàññó C1(U∗\ {0} ;U\ {0})

ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.4 â ñèëó s-ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà N(x0). Ïîýòîìó

â ñèëó ëåìì 3.1.1, 3.1.2 è òåîðåìû 1.2.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.2) � (3.3.1).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü p > 2, òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈
0

W 1
2(Ω) è äëÿ ëþ-

áîãî T ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.3.2) � (3.3.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé ðåçóëüòàò íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ëåìì 3.1.1, 3.1.2 è

òåîðåìû 3.3.1.

3.4. Ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè

êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

(xss − |x|p−2x)t = |x|p−2x,

x(0, t) = 0,

x(l, t) = 0,

x(s, 0) = x0(s), s ∈ (0, l).

(3.4.1)

Ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ çàäà÷è (3.4.1), äëÿ ýòîãî ïîëîæèì w = xss−
− |x|p−2 x, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ (3.4.1) çàäà÷ó

wt = −w + xss,

0 = w − xss + |x|p−2x,

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω,

w(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

w(s, 0) = x0ss(s)− |x0|p−2x0, s ∈ Ω.

(3.4.2)

Ïðèìåíèì äëÿ çàäà÷è (3.4.2) ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà áóäåì ïðîâîäèòü â ñåòî÷íîé íîðìå

Cwh
. Ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà ëîãèêå äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè

ìåòîäà â ðàáîòå [42].

Ïåðåéäåì ê äèôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå: d
dtW = −W +MX,

0 = W −MX + |X|p−2X.
(3.4.3)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ îäíîñòàäèéíîãî ìåòîäà Ðî-

çåíáðîêà ñ êîýôôèöèåíòîì α = 1
2 + 1

2i. Äàííûé ìåòîä è åãî ïðèìåíåíèå ê
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äèôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì ñèñòåìàì ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ε-âëîæåíèé

ïîäðîáíî ðàñìîòðåí â [2], òàì æå äàíî îáîñíîâàíèå âûáîðà êîìïëåêñíîãî êî-

ýôôèöèåíòà.

Äîêàæåì òåîðåìó î ëîêàëüíîé îøèáêå.

Òåîðåìà 3.4.1. Ñóùåñòâóþò τ0, h0, ÷òî ïðè ∀τ ∈ (0, τ0), ∀h ∈ (0, h0), äëÿ

çàäà÷è (3.4.2) ëîêàëüíàÿ îøèáêà ìåòîäà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì:

∥∥∥Ŵ − w(t+ τ)
∥∥∥
Cwh

≤ Cτ(τ 2 + h2),∥∥∥X̂ − x(t+ τ)
∥∥∥
Cwh

≤ C(τ 2 + h2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä X,W,Wt, Xt áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (3.4.2), âçÿòûå â óçëàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè â ìîìåíò âðåìå-

íè tn.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì øàãå èìå-

åì  Ŵ = W + Re~k,

X̂ = X + Re~l,
(3.4.4)

ãäå âåêòîðû ~k,~l îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé  ~k + ατ~k − ατM~l = τ(−W +MX),

−α~k + α(M − (p− 1) |X|p−2)~l = W −MX + |X|p−2X,

τ � øàã âðåìåííîé ñåòêè.

Ïîëîæèì:

~k = τWt + ατ 2(−Wt +MXt) + ~k1,

~l = τXt + ~l1.
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Ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê ëîêàëüíîé îøèáêè äèôôåðåíöèàëüíîé è àëãåáðàè÷åê-

ñèõ êîìïîíåíò ìåòîäà ε-âëîæåíèé [2] ïðèõîäèì äëÿ âåêòîðîâ ~k1, ~l1 ê ñèñòåìå

τWt + ατ 2(−Wt +MXt) + ~k1 + ατ(τWt + ατ 2(−Wt +MXt) + ~k1)−
−ατM(τXt + ~l1) = τ(−W +MX),

−ατ(τWt + ατ 2(−Wt +MXt) + ~k1) + ατ(M − (p− 1) |X|p−2)(τXt + ~l1) =

= τ(W −MX + |X|p−2X).

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ

Wt = −W +MX +O(h2),

(M − (p− 1) |X|p−2)Xt = Wt +O(h2),

ïîëó÷àåì

~k1 + ατ ~k1 − ατM~l1 = O(τ 3),

−α(~k1 − (M − (p− 1) |X|p−2)~l1) = O(h2 + τ 2).

Îáîçíà÷èì (M − (p − 1) |X|p−2)−1 = A. Îïåðàòîð A, ñîãëàñíî ëåììå 3.2.1,

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî íîðìå Cwh
. Òîãäà

~k1 + ατ ~k1 − ατMA~k1 = O(τh2 + τ 3).

Îïåðàòîð S ~k1 = −α~k1 + αMA~k1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ

òàêîå τ0, ÷òî îïåðàòîð E + τS ïðè 0 < τ ≤ τ0 áóäåò èìåòü ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé ~k1 = O(τ 3 + τh2). Ñëåäîâàòåëüíî, ~l1 = O(τ 2 + h2), è

îêîí÷àòåëüíî

~k = τWt + ατ 2(−Wt +MXt) +O(τ 3 + τh2),

~l = τXt +O(τ 2 + h2).
(3.4.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.4.5) â (3.4.3) è ó÷èòûâàÿ

W (t+ τ) = W (t) + τWt +
τ 2

2
Wtt +O(τ 3),

X(t+ τ) = X(t) + τXt +O(τ 2),
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Wtt = −Wt +MXt,

Reα =
1

2
,

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ïóñòü x(s, t) è w(s, t) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.4.3).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (t, s, w̃, x̃) ïðèíàäëåæèò δ - îêðåñòíîñòè êëàñ-

ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, åñëè |w̃ − w(s, t)| < δ è |x̃− x(s, t)| < δ.

Ïóñòü (W0, X0) è (W̃0, X̃0) � äâå ïàðû íà÷àëüíûõ äàííûõ, à (W1, X1) è

(W̃1, X̃1) � çíà÷åíèÿ íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå, ïîëó÷åííîì ïî ìåòî-

äó (3.4.4) ìåòîäîì ε-âëîæåíèé ñî ñõåìîé Ðîçåíáðîêà ñ êîìïëåêñíûì êîýôôè-

öèåíòîì. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü p > 2. Íàéäóòñÿ òàêèå τ0, h0 ÷òî ïðè 0 < τ < τ0,

0 < h < h0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè∥∥∥W1 − W̃1

∥∥∥
Cw

≤ (1 + τL)
∥∥∥W0 − W̃0

∥∥∥
Cw

+ τP
∥∥∥X0 − X̃0

∥∥∥
Cw

,∥∥∥X1 − X̃1

∥∥∥
Cw

≤ Q
∥∥∥W0 − W̃0

∥∥∥
Cw

+ q
∥∥∥X0 − X̃0

∥∥∥
Cw

.

Ïðè÷åì êîíñòàíòû Q,P, L, q íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, à óìåíü-

øåíèåì δ è h ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü q < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðà ~k,~l îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ~k + ατ~k − ατM~l = τ(−W +MX),

−α~k + α(M − (p− 1) |X|p−2)~l = W −MX + |X|p−2X.

Âûðàæàÿ ~l èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì,

÷òî íàéäóòñÿ òàêèå τ0, h0, ÷òî ïðè 0 < τ < τ0, 0 < h < h0 âåêòîð ~k ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åí â íîðìå Cw, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ~l òàêæå ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åí. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò k = O(τ), ïîäñòàâëÿÿ âî



75

âòîðîå, ñ ó÷åòîì ëåììû 3.2.2, ïîëó÷àåì ~l = O(τ + δ + h2). Äèôôåðåíöèðóÿ

ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå ïî W , ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥ ∂~k∂W
∥∥∥∥∥
Cw

= O(τ),

∂~l

∂W
=

1

α
(M − (p− 1) |X|p−2)−1 +O(τ),∥∥∥∥∥ ∂~l

∂W

∥∥∥∥∥
Cw

≤ Q.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå ïî X, ïîëó÷àåì

∂~k

∂X
= O(τ),

∂~l

∂X
= − 1

α
E + (M − (p− 1) |X|p−2)−1(p− 1)(p− 2) |X|p−1×

×signX(M − (p− 1) |X|p−2)−1 × (MX − |X|p−2X) +O(τ) =

= − 1

α
+O(τ + δ + h2).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñõåìû Ðîçåíáðîêà ñ α = 1+i
2 , âåëè÷èíà (1− Re 1

α) = 0.

Èç (3.4.3)

∂W1

∂W0
= E +O(τ),

∂X1

∂W0
= O(1),

∂W1

∂X0
= O(τ),

∂X1

∂X0
= E(1− Re

1

α
) +O(τ + δ + h2).

Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû, òàê êàê óìåíüøåíèåì τ, δ, h ìîæíî

äîáèòüñÿ ∥∥∥∥∂X1

∂X0

∥∥∥∥ ≤ q < 1.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà î ðàñïðîñòðàíåíèè îøèáêè.
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Ëåììà 3.4.2. Åñëè äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (W0, X0) è (W̄0, X̄0) ïðè ∀k ∈
∈ [1, N ], Nτ ≤ const, (Wk, Xk) è (W̄k, X̄k) îñòàþòñÿ â δ-îêðåñòíîñòè, òî∥∥WN − W̄N

∥∥
Cw
≤ C

(∥∥W0 − W̄0

∥∥
Cw

+ τ
∥∥X0 − X̄0

∥∥
Cw

)
,∥∥XN − X̄N

∥∥
Cw
≤ C

(∥∥W0 − W̄0

∥∥
Cw

+ (τ + qN)
∥∥X0 − X̄0

∥∥
Cw

)
, q < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåì-

ìû 3.2.3.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà î ãëîáàëüíîé îøèáêå

Òåîðåìà 3.4.2. Ñóùåñòâóþò τ0, h0, ÷òî ïðè ∀τ ∈ (0, τ0), ∀h ∈ (0, h0), äëÿ

çàäà÷è (3.4.2) ãëîáàëüíàÿ îøèáêà ìåòîäà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì:∥∥W̄N − w(Nτ)
∥∥
Cw
≤ C(τ 2 + h2),∥∥X̄N − x(Nτ)

∥∥
Cw
≤ C(τ 2 + h2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 3.2.1.

3.5. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

Îïèñàíèå ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ

Íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû ïï. 3.4 áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì

ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî

ïðîöåññà

(xss − |x|p−2x)t = |x|p−2x,

x(0, t) = 0,

x(l, t) = 0,

x(s, 0) = x0(s), x ∈ (0, l).

(3.5.1)
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Ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé è ε-âëîæåíèé. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 3.4 ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ çà-

äà÷è (3.5.1), ïîëó÷èì

wt = −w + xss,

0 = w − xss + |x|p−2x,

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, τ),

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω,

w(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, τ),

w(s, 0) = x0ss(s)− |x0(s)|p−2x0(s), s ∈ Ω.

(3.5.2)

Ïðèìåíèâ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, äëÿ çàäàííîãî øàãà ïðîñòðàíñòâåííîé

ñåòêè h, îáîçíà÷èì:

X =


x1

x2

...

xn

 , W =


w1

w2

...

wn

 ,

|X|p−2 =


|x1|p−2 0 · · · · · · 0

0 |x2|p−2 0 · · · 0
... . . . ...

0 0 · · · 0 |xn|p−2

 ,

M =
1

h2



−2 1 0 · · · · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1
...

... . . . 0

0 · · · 0 1 −2 1

0 · · · · · · 0 1 −2


.
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Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåéäåì ê äèôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñ-

êîé ñèñòåìå:  d
dtW = −W +MX,

0 = W −MX + |X|p−2X.
(3.5.3)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ îäíîñòàäèéíîãî ìåòîäà Ðî-

çåíáðîêà ñ êîýôôèöèåíòîì α = 1
2 + 1

2i.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì øàãå èìå-

åì  Ŵ = W + Re ~k,

X̂ = X + Re ~l,
(3.5.4)

ãäå âåêòîðû ~k,~l îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé  ~k + ατ~k − ατM~l = τ(−W +MX),

−α~k + α(M − (p− 1) |U |p−2)~l = W −MX + |X|p−2X,

τ � øàã âðåìåííîé ñåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùèì ýòàïàì.

Ýòàï 1. Äåêîìïîçèöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîé ïåðå-

ìåííîé.

Ýòàï 2. Ïðèìåíåíèå ê ïîëó÷åííîé çàäà÷å ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé,

ñîñòàâëåíèå àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.

Ýòàï 3. Ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèå çàäà÷è ïóòåì ïðèìåíåíèÿ

ê àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå îäíîñòàäèéíîãî ìåòîäà Ðîçåíáðîêà â

ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ε-âëîæåíèé.

Äàííûé ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ Matlab. Âûáîð áûë îáóñëîâëåí íàëè÷èåì â ÿçûêå ýôôåêòèâíûõ è óäîá-

íûõ âñòðîåííûõ ñðåäñòâ äëÿ ðàáîòû ñî çíà÷åíèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè â âåê-

òîðíîé è ìàòðè÷íîé ôîðìå, â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.



79

Íàïèñàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè�Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðî-

öåññ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè, à òàêæå âûâîäèò

íà ýêðàí ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîãðàììà ìîæåò áûòü èíòåðåñíà ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ýëåêòðîäèíà-

ìèêè è ýëåêòðîòåõíèêè.

Íà âõîä ïðîãðàììå ïîäàþòñÿ äëèíà îòðåçêà, ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìî-

ãî âðåìåííîãî îòðåçêà íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå, è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ

â ðàçáèåíèè ýòèõ îòðåçêîâ, íà÷àëüíîå óñëîâèå x0(s). Íà âûõîäå ïðîãðàììà

âûäàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è ñòðîèò åãî ãðàôèê.

Cõåìà àëãîðèòìà ïðîãðàììû ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.5.1.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîäðîáíåå. Êàæäîìó áëîêó àëãîðòèìà ñîîòâåòñâóåò îäèí

øàã.

Øàã 1. Ââîäÿòñÿ äëèíà îòðåçêà, ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî

îòðåçêà, íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå, è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ðàçáèåíèè

ýòèõ îòðåçêîâ, íà÷àëüíîå óñëîâèå x0(s)

Øàã 2. Íà îñíîâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíèöèàëèçèðóþòñÿ ìàòðèöû (X,W ,

E, M), èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèé.

Øàã 3. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî âðåìåííîãî

ñëîÿ (øàãè 4-7).

Øàã 4. Äëÿ êàæäîãî óçëà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè è äëÿ êàæäîé ïåðåìåí-

íîé âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ïðàâîé ÷àñòè ÑËÀÓ.

Øàã 5. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïåðåìåííûõ è óçëîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè

âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàòðèöû ÑËÀÓ.

Øàã 6. Íàõîäèòñÿ ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ÑËÀÓ.

Øàã 7. Âû÷èñëÿþòñÿ òåêóùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â óçëàõ ñåòêè.

Øàã 8. Ñîñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèå è âûâîäèòñÿ íà ýêðàí â âèäå ãðàôèêà è â

âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê.
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Ðèñ. 3.5.1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ïðîãðàììû
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Íà îñíîâå àëãîðèòìà ìåòîäà, îïèñàííîãî â 1.5, òàêæå áûë ðàçðàáîòàí àë-

ãîðèòì ïðîãðàììû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè êâà-

çèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà. Îïèñàíèå ïðîãðàììû àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â

ïï. 2.4.

3.6. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

Ïðîâåäåì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, èëëþñòðèðóþùèå ðàáîòó ïðîãðàìì,

îïèñàííûõ â ï.ï. 3.5.

Ïðèìåð 3.6.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå � Êîøè

x(0, t) = x(π, t) = 0, t ∈ (0, 5), (3.6.1)

x(s, 0) =
0.9 sin(s) + 0.3 sin(2s)√

π
2

, s ∈ (0, π), (3.6.2)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàê-

ñàöèè

(∆x− |x|2x)t = |x|2x. (3.6.3)

Äëÿ çàäà÷è (3.6.1) � (3.6.3) âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðî-

åêöèîííîãî ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïóíêòå 1.4. Èñêîìóþ ôóíêöèþ ìû ïðåä-

ñòàâëÿåì â âèäå ñóììû

x(s, t) =

√
2

π

m∑
k=1

xk(t) sin(ks)

ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ: îò 2 äî 6. Ïðèâåäåì ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ

ðåøåíèé (â ìîìåíò âðåìåíè t = 5) äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ íà ðèñóíêå 3.6.1. À òàêæå

ïðèâåäåì ãðàôèêè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì øåñòè ÷ëåíîâ â

ïðèáëèæåíèè, â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè íà ðèñóíêå 3.6.2.

Íà ðèñóíêå 3.6.1 ìû âèäèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ïðè-

áëèæåíèè íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó îáùåìó ïðåäåëó
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Ðèñ. 3.6.1. Ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

Ðèñ. 3.6.2. Âðåìåííàÿ äèíàìèêà ðåøåíèÿ
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è ñáëèæàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Íàéäåì âû÷èñëèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé

ïî ôîðìóëå:

δGi = max
s∈Ω

∣∣xGi−1 − xGi
∣∣ ,

ãäå xGi - ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì ñ ÷èñëîì

ñëàãàåìûõ i. Ïðèâåäåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â òàáëèöå 3.6.1.

Òàáëèöà 3.5.1

i 3 4 5 6

δGi 0.0039 0.0075 0.0021 0.0004

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ δGi â öåëîì óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì i. Ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå èç ïîëó÷åííûõ èìååò âåëè÷èíó ìåíåå 0.0004. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåííûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêè ê

òî÷íîìó.

Ïðèìåð 3.6.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå � Êîøè

x(1, φ, t) = 0, φ ∈ [0; 2π)t ∈ (0, 10), (3.6.4)

x(r, φ, 0) = cos(
rπ

2
), r ∈ [0, 1), φ ∈ [0; 2π), (3.6.5)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàê-

ñàöèè

(
1

r
(r(x(r, t))r)r)t − (x3(r, t))t = x3(r, t), . (3.6.6)

Äëÿ çàäà÷è (3.6.4) � (3.6.6) íàéäåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïóíêòå 1.4. Ðåøåíèå x(r, t) áóäåì èñêàòü â âèäå

ñóììû

xm(r, t) =
m∑
i=1

cmi(t)
J0(µ

i
0r)

Bi
,

ãäå Bi = 1
2J

2
1 (µi0) � íîðìà ôóíêöèè J0(µ

i
0r) ñ âåñîì r â L2(Ω), Ji � ôóíê-

öèÿ Áåññåëÿ i-ãî ïîðÿäêà, µi0 � i-ûé íóëü ôóíêöèè J0. Âû÷èñëåíèÿ áóäåì
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t = 0 t = 2.5

t = 5 t = 10
Ðèñ. 3.6.3. Ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè

ïðîâîäèòü ñ 2 ÷ëåíàìè â ïðèáëèæåííîì ïðåäñòàâëåíèè èñêîìîé ôóíêöèè.

Ïðèâåäåì ãðàôèêè ðåøåíèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè íà ðèñóíêå 3.6.3.

Ïðèìåð 3.6.3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè � Äèðèõëå

x(0, t) = x(π, t) = 0, t ∈ (0, 5), (3.6.7)

x(s, 0) = s sin(s), s ∈ (0, π), (3.6.8)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàê-

ñàöèè

(∆x− |x|2x)t = |x|2x. (3.6.9)
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Ðèñ. 3.6.4. Ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

Äëÿ çàäà÷è (3.6.7) � (3.6.9) íàéäåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïóíêòå 3.4. Âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ñ ïîñëå-

äîâàòåëüíûì ñãóùåíèåì ñåòêè (êàê ïðîñòðàíñòâåííîé, òàê è âðåìåííîé) â 2

ðàçà, ñ øàãîì π
8 è 5

8 ,
π
16 è 5

16 ,
π
32 è 5

32 ,
π
64 è 5

64 ,
π

128 è 5
128 ,

π
256 è 5

256 . Ïðèâåäåì

ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé (â ìîìåíò âðåìåíè t = 5) äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.

Íà ðèñóíêå 3.6.4 ìû âèäèì, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì øàãà ñåòêè íàéäåííûå

ðåøåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó îáùåìó ïðåäåëó è ñáëèæàþòñÿ ìåæäó

ñîáîé. Íàéäåì âû÷èñëèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé ïî ôîðìóëå:

δRi = max
s∈Ω

∣∣xRi−1 − xRi
∣∣ ,

ãäå xRi - ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ñåòêå ñ øàãîì
5

22+i è π
22+i . Ïðèâåäåì

íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â òàáëèöå 3.6.2.

Òàáëèöà 3.6.2

i 3 4 5 6 7

δRi 0.2347 0.1282 0.0321 0.0039 0.0017
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Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ δRi áûñòðî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì i. Ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå èç ïîëó÷åííûõ èìååò âåëè÷èíó ìåíåå 0.0017. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåííûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêè ê

òî÷íîìó.

3.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííûõ ðàíåå â ïóíêòàõ 1.5 è 3.4

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷å Äèðèõëå � Êîøè

x(0, t) = x(π, t) = 0, t ∈ (0, 5), (3.7.1)

x(s, 0) =
1

190
(s5 − 10s3 + 30s)(π2 − s2), s ∈ (0, π), (3.7.2)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàê-

ñàöèè

(∆x− |x|2x)t = |x|2x. (3.7.3)

Âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ïðîâîäèëèñü ñ ðàçëè÷-

íûì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ â ïðèáëèæåíèè èñêîìîé ôóíêöèè: îò 2 äî 6. Âû-

÷èñëåíèÿ ïî ìåòîäó íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðîâîäèëèñü ñ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûì ñãóùåíèåì ñåòêè (êàê ïðîñòðàíñòâåííîé, òàê è âðåìåííîé)

â 2 ðàçà, ñ øàãîì π
8 è 5

8 ,
π
16 è 5

16 ,
π
32 è 5

32 ,
π
64 è 5

64 ,
π

128 è 5
128 ,

π
256 è 5

256 . Ïðè-

âåäåì ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé (â ìîìåíò âðåìåíè t = 5) íà ðèñóíêàõ

3.7.1 � 3.7.5.

Íà ðèñóíêàõ 3.7.1 � 3.7.5 ìû âèäèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ

â ïðèáëèæåíèè è óìåíüøåíèåì øàãà ñåòêè íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïðèáëèæàþò-

ñÿ ê íåêîòîðîìó îáùåìó ïðåäåëó. Êðîìå òîãî, ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå îäíèì

è òåì æå ìåòîäîì, ñáëèæàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Íàéäåì âû÷èñëèòåëüíóþ ïî-

ãðåøíîñòü ðåøåíèé ïî ôîðìóëàì:

δGi = max
s∈Ω

∣∣xGi−1 − xGi
∣∣ ,
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Ðèñ. 3.7.1. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (2 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
16 è 5

16)

Ðèñ. 3.7.2. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (3 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
32 è 5

32)
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Ðèñ. 3.7.3. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (4 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
64 è 5

64)

Ðèñ. 3.7.4. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (5 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
128 è 5

128)
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Ðèñ. 3.7.5. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (6 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
256 è 5

256)

δRi = max
s∈Ω

∣∣xRi−1 − xRi
∣∣ ,

ãäå xGi - ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì ñ i ÷ëåíàìè

â ïðèáëèæåíèè èñêîìîé ôóíêöèè, à xRi - ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà

ñåòêå ñ øàãîì 5
22+i è π

22+i . Ïðèâåäåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â òàáëèöàõ 3.7.1 è

3.7.2.

Òàáëèöà 3.7.1

i 3 4 5 6

δGi 0.1133 0.0844 0.0543 0.0310

Òàáëèöà 3.7.2

i 2 3 4 5 6

δRi 0.9638 0.6886 0.1994 0.0262 0.0034

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ δGi è δRi áûñòðî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì i. Ìèíè-

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ èç ïîëó÷åííûõ èìåþò âåëè÷èíó ñîîòâåòñòâåííî ìåíåå 0.031
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è 0.0034. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåííûå ïðèáëèæåííûå

ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêè ê òî÷íîìó.

Ïî òàáëèöàì âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, èìåþò çíà÷èòåëüíóþ ïîãðåø-

íîñòü ïðè ìàëîì ÷èñëå óçëîâ, íî ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ïîãðåøíîñòü áûñòðî

(áûñòðåå, ÷åì ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ ñëàãàåìûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîåêöè-

îííîãî ìåòîäà) óìåíüøàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà íàèáî-

ëåå ãóñòûõ ñåòêàõ, èìåþò âû÷èñëèòåëüíóþ òî÷íîñòü íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì

ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì

ñëàãàåìûõ (0.0034 è 0.031 ñîîòâåòñòâåííî), ïðè ñîïîñòàâèìîì èëè ìåíüøåì

îáúåìå èñïîëüçîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è ìåòîä íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàç-

íîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

Îäíàêî, äàííûé ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,

çàäà÷ó Äèðèõëå � Êîøè

x(0, t) = x(π, t) = 0, t ∈ (0, 5), (3.7.4)

x(s, 0) =
1

2
sin s, s ∈ (0, π), (3.7.5)

äëÿ óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ðåëàê-

ñàöèè

(∆x− |x|2x)t = |x|2x. (3.7.6)

Íàéäåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íà òåõ æå ñåòêàõ, à òàê æå

ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì ñ òåì æå ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Ïðèâåäåì ãðàôèêè ïî-

ëó÷åííûõ ðåøåíèé (â ìîìåíò âðåìåíè t = 5) äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ íà ðèñóíêàõ

3.7.6 � 3.7.10.

À òàê æå íàéäåì âû÷èñëèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé ïî òåì æå ôîð-

ìóëàì. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 3.7.3 è 3.7.4.
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Ðèñ. 3.7.6. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (2 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
16 è 5

16)

Ðèñ. 3.7.7. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (3 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
32 è 5

32)
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Ðèñ. 3.7.8. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (4 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
64 è 5

64)

Ðèñ. 3.7.9. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (5 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
128 è 5

128)
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Ðèñ. 3.7.10. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (6 ñëàãàåìûõ) è ìåòîäîì íà îñíîâå

ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (øàã π
256 è 5

256)

Òàáëèöà 3.7.3

i 3 4 5 6

δGi 0.0066 0.0000 0.0001 0.0000

Òàáëèöà 3.7.4

i 2 3 4 5 6

δRi 0.0719 0.0095 0.0019 0.0008 0.0004

Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ

ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ áûñòðåå ïîëó÷åí-

íûõ ìåòîäîì íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, åñëè èñïîëüçîâàòü â êà-

÷åñòâå êðèòåðèÿ ñðàâíåíèÿ äëÿ âûáîðà ñîïîñòàâèìûõ δGi è δRj îáúåì âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, çàòðà÷åííûõ íà ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé,

à èìåííî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû îáóñëîâ-

ëåí â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âûáîðîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Åñëè ðàçëîæåíèå

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â ðÿä Ôóðüå ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî çíà÷èìî îò-
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ëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíîâ (êàê â çàäà÷å (3.7.1) � (3.7.3)), îíè áóäóò îòáðîøåíû

ïðè ôîðìèðîâàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ðåøàåìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîâëå÷åò áîëåå çíà÷èòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü.

Çàìå÷àíèå 3.7.1. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ δGi äëÿ i = 4, i = 5 ìîæíî îáú-

ÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ çàäà÷è çàäàíî â âèäå

ôóíêöèè, èìåþùåé ðîâíî 1 ÷ëåí â ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì

íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå, è ðåøåíèå òàêæå ìîæåò èìåòü áëèçêèå

ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè äàëüíåéøèõ ÷ëåíàõ ðàçëîæåíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿ-

åò ìàëóþ âåëè÷èíó ðàçíîñòè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðáëèæåíèÿìè, à

íåáîëüøèå êîëåáàíèÿ ïîãðåøíîñòè âîçëå 0 ìîãóò áûòü âûçâàíû, íàïðèìåð,

ïîãðåøíîñòüþ ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé

âûâîä. Äëÿ ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èìååò ñìûñë èñïîëü-

çîâàòü ìåòîä íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì

÷èñëîì óçëîâ, íî äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðîåêöèîííûé

ìåòîä ìîæåò äàâàòü ãîðàçäî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà îäíîì êëàñ-

ñå êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåðàâ-

íîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè, ìîäåëü íà÷àëüíîãî ðåãóëè-

ðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè è ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå áåç äèñïåðñèè.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ è äàííûõ ïðî-

âåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

Â ðàìêàõ ðàçâèòèÿ êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè)

ïîëó÷åíû:

1. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ

íà êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà.

2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè

íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèòêè.

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè

êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ðåãóëèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîé

íàñûùåííîñòè â ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿðíîé ïðîïèò-

êè íà îñíîâå çàäà÷è ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ è ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ.

Â ðàìêàõ ðàçðàáîòêè, îáîñíîâàíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé

(ï. 3 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè) ïîëó÷åíû:

5. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå êâàçèëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà.
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6. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

7. Àëãîðèòì ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà-

÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå êâàçèëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà.

8. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàçè-

ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

Â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå

êîìïëåêñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ï. 4 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè) ïîëó÷åíû:

9. Ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïðîòèâîòî÷íîé êàïèëëÿð-

íîé ïðîïèòêè.

10. Ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðåøåíû âñå ïîñòàâëåííûå âûøå çàäà÷è è äîñòèã-

íóòà öåëü èññëåäîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñîîòâåòñòâèè äèññåðòà-

öèîííîé ðàáîòû ñëåäóþùèì îáëàñòÿì èññëåäîâàíèÿ ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè

05.13.18 �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû

ïðîãðàìì�:

1) ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëå-

äîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ï. 2);

2) ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé (ï. 3);

3) ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîì-

ïëåêñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ï. 4).
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