




ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность и степень разработанности темы исследования.

В настоящее время одной из важных проблем мегаполиса является управ-

ление дорожным движением, а в связи с проблемой образования предза-

торных и заторных ситуаций в населенных пунктах, соответственно, эти

исследования являются актуальными. Существует несколько подходов ма-

тематического моделирования поведения движения автотранспорта. Наи-

более распространенные из них: микроскопический, макроскопический, на

основе теории клеточных автоматов. Теория клеточных автоматов возник-

ла в середине прошлого века. Одним из ее разработчиков был Дж. фон Ней-

ман1, предложивший двумерный клеточный автомат. Позже теорию кле-

точных автоматов стали использовать при построении моделей транспорт-

ного потока. Микроскопический подход моделирует поведение отдельного

транспортного средства, здесь в явном виде задаются координаты место-

положения каждого автомобиля, его скорость, ускорение. Базовая модель

такого подхода – �Следование за лидером�. Она основана на предполо-

жении, что имеется связь между �ведомым� и �ведущим� автомобилями,

и поведение первого сильно зависит от действий второго. Третий подход

– макроскопический, с его помощью строятся модели-аналоги, и транс-

портный поток рассматривается как гидродинамический, или газодинами-

ческий поток. При применении данного подхода можно найти время или

интенсивность движения, среднюю скорость, уровень загрузки сети. Од-

ним из создателей данного подхода является А.Б. Куржанский, который

транспортный поток моделирует системой Навье – Стокса, описывающей

течение вязкой несжимаемой жидкости. Отличительная черта данного ис-

следования заключается в том, что модель транспортного потока строится

на основе системы уравнений Осколкова, которые обобщают систему На-

вье – Стокса. Здесь помимо вязкости и несжимаемости потока, учитывает-
1Нейман, Дж. фон. Теория самовоспроизводящихся автоматов. М.: Мир, 1971.
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ся упругость, из-за которой появляется эффект ретардации, свойственный

вязкоупругим несжимаемым жидкостям. В диссертационной работе рас-

сматриваются следующие гидродинамическиие модели.

Математическая модель транспортного потока 2. Рассмотрим ко-

нечное упорядоченное множество Γ = {G1,G2, . . . ,Gi, . . .} геометрических
графов, где Gi = Gi(Vi, Ei). Каждая пара геометрических графов Gi и

Gi+1 соответствует i-тому перекрестку до и после смены сигнала свето-

фора. Здесь Vi = {Vij} – множество вершин геометрического графа Gi,

а Ei = {Eik} – множество ребер Gi, причем каждому ребру Eik каждого

графа Gi ставится в соответствие два числа – �длина� ребра lik ∈ R+ и её

�ширина� dik ∈ R+. Таким образом, математическая модель имеет вид:

λiuikt − uiktxx = νiuikxx + fik, (1)

uik(0, t) = uim(lim, t) = uil(0, t) = uin(lin, t),

∀Eik ∈ Eα(Vij), ∀Eim ∈ Eω(Vij),
(2)

∑
Eik∈Eα(Vij)

bikuikx(0, t)−
∑

Eim∈Eω(Vij)

bimuimx(lim, t) = 0. (3)

Здесь uik = uik(x, t), x ∈ [0, lik], t ∈ R+ (≡ {0}∪R+) характеризует среднюю

скорость транспортного потока на Eik; fik = fik(x, t), (x, t) ∈ [0, lik] × R+,

отвечает (усредненной) силе, которая заставляет крутиться колеса транс-

портных средств. Коэффициенты λi равны единице, поделенной на коэф-

фициент ретардации, который может принимать отрицательные значения,

поэтому считаем λi ∈ R. Коэффициент νi отвечает за вязкость транспорт-

ного потока, т.е. за его способность �гасить� резкие перепады скорости; по

смыслу νi ∈ R+. Будем рассматривать транспортный поток на перекрестке

со светофорами (рис. 1,2), где перекресток представлен в виде восьмире-

берного графа, где красным цветом выделены направления с запрещенным

сигналом светофора.
2Свиридюк Г.А., Загребина С.А., Конкина А.С. Уравнения Осколкова на геометрических графах

как математическая модель дорожного движения // Вестник ЮУрГУ. Серия: Математическое моде-

лирование и программирование. — 2015. – Т. 8, № 3. — С. 148-154. DOI: 10.14529/mmp1503010
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Рис. 1. Перекресток до смены сигнала

светофора - геометрический граф G1, в

период времени [τj−1, τj]

Рис. 2. Перекресток после смены сиг-

нала светофора - геометрический граф

G2, в период времени [τj, τj+1]

Математическая модель динамики вязкой несжимаемой жид-

кости3. Пусть Ω ⊂ Rm, m = {2, 3}, – ограниченная область с границей ∂Ω

класса C∞. В цилиндре Ω× R+ рассмотрим задачу Дирихле

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R (4)

для линеаризованной системы уравнений Навье – Стокса

ut = ν∇2u−∇p+ f, 0 = ∇ · u. (5)

Здесь вектор-функция u = (u1, u2, ..., um), ut = ut(x, t), соответствует ско-

рости жидкости, функция p = p(x, t) – давлению, параметр ν ∈ R+ харак-

теризует вязкость.

Рассматриваемые модели можно редуцировать к линейному уравнению

соболевского типа

Lu̇ = Mu+ f. (6)

Впервые такие уравнения появились в работе А. Пуанкаре в 1885 году.

Систематическое их изучение началось с работ С.Л. Соболева, выполнен-

ных в 40-х годах прошлого столетия. Исследованию уравнений соболевско-

го типа и их приложений посвящено большое количество работ как россий-

ских (Г.В. Демиденко, С.В. Успенского, Н.В. Сидорова, М.В. Фалалеева,
3Темам, Р. Уравнения Навье – Стокса. Теория и численный анализ – М.: Мир, 1981.
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И.В. Мельниковой, В.Н. Врагова, С.Г. Пяткова, А.И. Кожанова, Г.А. Сви-

ридюка, Т.Г. Сукачевой, В.Е. Федорова, В.Ф. Чистякова и многих других),

так и зарубежных (A. Favini, A. Yagi, S. Mesloub, T. Hayat и другие) авто-

ров.

Уравнение (6) будем рассматривать с многоточечным начально-конеч-

ным условием4

Pj(u(τj)− uj) = 0, uj ∈ U, j = 0, n,

τj ∈ (a, b), τj−1 < τj, j = 1, n.
(7)

Все рассмотрения проводятся в банаховых пространствах U и F, причем

операторы L, M ∈ L(U;F), а Pj – относительно спектральные проекторы,

о которых речь пойдет дальше. Заметим сразу, что частным случаем (7) в

случае, когда σLj (M) = ∅, j = 1, n, является задача Шоуолтера – Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (8)

важная роль которой отмечена в ряде численных исследований экономиче-

ских и технических моделей. Поскольку движение транспортного потока на

перекрестке зависит от переключения светофора, то необходимо учитывать

различные моменты времени, средние скорости потоков. Поэтому исполь-

зовать условия Коши или Шоуолтера – Сидорова в данном случае недо-

статочно. Будем рассматривать начально-конечное условие (при n = 1)

на каждом перекрестке, а в населенном пункте многоточечное начально-

конечное условие (7) поскольку есть система перекрестков. Для системы

уравнений Навье – Стокса до сих пор не решен вопрос о существовании ре-

шений задачи Коши – Дирихле. Поэтому в диссертационной работе сдела-

на попытка заменить условие Коши более общим многоточечно начально-

конечным условием, тем самым доказать однозначную разрешимость ли-

нейной системы Навье – Стокса с краевым условием Дирихле. Необходимо
4Загребина, С.А. Начально-конечные задачи для неклассических моделей математической физики

// Вестник ЮУрГУ. Серия: Математическое моделирование и программирование. – 2013. – Т.6, №2. –

С.5-24.
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отметить, что в настоящее время начально-конечные задачи для вырож-

денных или невырожденных уравнений математической физики активно

изучаются, в том числе и на множествах различной геометрической струк-

туры (Панков А.А, Панкова Т.Е. 5, Пятков С.Г. 6, Свиридюк Г.А., Загре-

бина С.А.7, Манакова Н.А.8, Замышляева А.А.9) Все это обуславливает

актуальность данного исследования.

Целью работы является аналитическое и численное исследование гид-

родинамических моделей с многоточеным начально-конечным условием с

разработкой алгоритмов численных методов и комплексов программ.

Для достижения данной цели необходимо решить следующие задачи:

1. Исследовать математическую модель транспортного потока в систе-

ме перекрестков с учетом эффекта ретардации и доказать однозначную

разрешимость многоточечной начально-конечной задачи для этой модели.

2. Исследовать линейную математическую модель Навье – Стокса и до-

казать однозначную разрешимость многоточечной начально-конечной за-

дачи для этой модели.

3. Разработать алгоритмы численных методов решения многоточечных

начально-конечных задач для исследуемых моделей.

4. Реализовать в виде программ для ЭВМ разработанные численные

методы и провести вычислительные эксперименты для численного решения

многоточечных начально-конечных задач для исследуемых моделей.

Научная новизна.
5Панков А.А., Панкова Т.Е. Нелинейные эволюционные уравнения с необратимым операторным

коэффициентом при производной // Докл. Акад. наук Украины. – 1993. – № 9. – С. 18–20.
6Pyatkov S.G. Operator theory. Nonclassical problems. Utrecht; Boston; Koln; Tokyo: VSP, 2002.
7Свиридюк Г.А., Загребина С.А. Задача Веригина для линейных уравнений соболевского типа с

относительно p-секториальными операторами // Дифференц. уравнения. – 2002. – Т.38, №12. – С.1646-

1652.
8Манакова Н.А., Дыльков А.Г. Оптимальное управление решениями начально-конечной задачи для

линейной модели Хоффа // Мат. заметки. – 2013. – Т.94, №2. – С.225-236.
9Замышляева А.А., Цыпленкова О.Н. Оптимальное управление решениями начально-конечной за-

дачи для уравнения Буссинеска – Лява // Вестник ЮУрГУ. Серия: Математическое моделирование и

программирование. – 2012. – №5 (264), вып. 11. – C.13-24.
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В области математического моделирования

В диссертационной работе впервые: разработан новый метод моделирова-

ния транспортного потока в системе перекрестков с учетом эффекта ре-

тардации, свойственный вязкоупругим несжимаемым жидкостям. Для это-

го были доказаны однозначные разрешимости для модели Осколкова на

восьмирёберном геометрическом графе и линейной модели Навье – Стокса

с многоточечным начально-конечным условием в области.

В области численных методов разработаны алгоритмы численных ме-

тодов, позволяющие находить приближенные решения многоточечных

начально-конечных задач для изучаемых вырожденных гидродинамиче-

ских моделей.

В области комплексов программ разработаны программные комплексы

нахождения приближенного решения вырожденных моделей с многоточеч-

ными начально-конечными условиями, позволяющие проводить вычисли-

тельные эксперименты для модельных задач.

Методология и методы диссертационного исследования. Иссле-

дования, проведенные в работе, опираются на методологию уравнений со-

болевского типа, разработанную Г.А. Свиридюком. Сюда включается метод

Г.А. Свиридюка разрешающих (полу)групп операторов; теория графов для

уравнений соболевскогом типа, заложенная Г.А. Свиридюком и развитой

его учениками. В ее рамках были проведены редукции математической мо-

дели транспортного потока и модели Навье – Стокса к абстрактным урав-

нениям соболевского типа, которые были дополнены соответствующими

многоточечными начально-конечными условиями.

Теоретическая и практическая значимость. Значимость резуль-

татов обусловлена решением актуальной задачи теории неньютоновских

жидкостей с применением современного математического аппарата. Полу-

ченные в работе теоретические результаты являются вкладом в развитие

общей теории линейных моделей соболевского типа. Доказана однозначная

8



разрешимость многоточечных начально-конечных задач для математиче-

ских моделей Навье – Стокса и движения транспортного потока. Таким

образом, результаты диссертационного исследования являются полезными

для развития общей теории уравнений соболевского типа, теории многото-

чечных начально-конечных задач.

Практическая значимость работы заключается в применимости алго-

ритмов численных методов и комплексов программ для решения приклад-

ных задач в динамической метеорологии для описания движения воздуш-

ных масс атмосферы, в частности, при формировании прогноза погоды.

Модель движения транспортного потока может быть использована для

разработки навигационных программ. Разработанные алгоритмы числен-

ных решений рассматриваемых задач и реализованные в виде программ-

ных комплексов в вычислительной среде Maple, могут быть использованы

в дальнейшем для исследования других вырожденных математических мо-

делей.

Апробация работы. Результаты работы апробированы на междуна-

родной конференции �Воронежская зимняя математическая школа

С.Г. Крейна – 2014�, г. Воронеж, 25–31 января 2016 г.; на международной

конференции по дифференциальным уравнениям и динамическим систе-

мам, г. Суздаль, 04 – 09 июля 2014 г.; на XV Всероссийском симпозиуме

по прикладной и промышленной математике, г. Сочи, 28 сентября – 5 ок-

тября 2014 г.; на Всероссийской конференции c международным участием,

посященной памяти В.К. Иванова, г. Челябинск, 10 – 14 ноября 2014 г.;

на XVI Всероссийском симпозиуме по прикладной и промышленной ма-

тематике, г. Челябинск, 21 – 27 июня 2015 г.; на Всероссийской научной

конференции �Дифференциальные уравнения и их приложения�, Самара,

01 – 04 июля 2015 г.; на XII Всероссийской школе-конференции молодых

учёных �Управление большими системами�, г. Волгоград, 07 – 11 сентября

2015 г.; на международной конференции �Воронежская зимняя математи-
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ческая школа С.Г. Крейна – 2016�, г. Воронеж, 25 — 31 января 2016 г.;

на 2016 2nd international conference on industrial engineering, applications

and manufacturing, Chelyabinsk, 19 – 20 мая 2016 г.; на XXIX Междуна-

родной научной конференции �Математические методы в технике и техно-

логиях - ММТТ-29�, г. Санкт-Петербург, 31 мая – 3 июня 2016 г.; на XIII

Всероссийской школе-конференции молодых учёных �Управление больши-

ми системами�, г. Самара, 05 – 09 сентября 2016 г.; на XIV Всероссийской

школе-конференции молодых учёных �Управление большими системами�,

г. Пермь, 04 – 08 сентября 2016 г.; на XIX всероссийском симпозиуме по

прикладной и промышленной математике, г. Сочи, 22 – 30 сентября 2018 г.;

на XXXII Международной научной конференции �Математические мето-

ды в технике и технологиях – ММТТ-32�, г. Санкт-Петербург, 03 – 07

июня 2019 г.; на XIII Всероссийском совещание по проблемам управления,

г. Москва, 17 – 20 июня 2019 г. Выводы и промежуточные итоги иссле-

дования не единожды были представлены и апробированы на областном

семинаре �Уравнения соболевского типа� профессора Г.А. Свиридюка.

Степень достоверности результатов. Полученные результаты под-

тверждаются строгими математическими доказательствами всех утвержде-

ний, приведённых в диссертации, согласием между теоретическими поло-

жениями и результатами вычислительных экспериментов, проведённых в

данной работе и исследованиями других авторов.

Публикации. Результаты по теме диссертации изложены в 7 научных

работах [1–7], 5 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК

[1–5], в том числе 4 в изданиях, входящих в системы цитирования Scopus

и (или) Web of Science, два свидетельства о государственной регистрации

программ для ЭВМ [6,7]. В совместных с научным руководителем рабо-

тах научному руководителю принадлежит постановка задачи, на защиту

выносятся только результаты, полученные ее автором и не затрагивают

интересы соавторов.
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Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех

глав, заключения, списка литературы и двух приложений. Объем диссер-

тации составляет 118 страниц. Список литературы содержит 84 наимено-

вания.

Краткое содержание диссертации

Во введении приводится постановка задачи, ставится цель исследо-

вания, описываются методы исследования и обосновывается актуальность,

теоретическая и практическая значимость проведенного исследования, опре-

деляются методы исследования и новизна полученных результатов, дана

характеристика степени разработанности проблемы и степени достоверно-

сти результатов, представлена апробация результатов.

Первая глава содержит пропедевтический характер. Она содержит

определения, теоремы и вспомогательные утверждения, опираясь на кото-

рые получены основные результаты исследования математических моделей

транспортного потока и динамики вязкой несжимаемой жидкости, постро-

енные на базе теории Г.А. Свиридюка10.

Во второй главе моделируется транспортный поток в системе пере-

крестков с учетом эффекта ретардации, свойственный вязкоупругим несжи-

маемым жидкостям.

В п.2.1 изучается математическая модель транспортного потока на од-

ном перекрестке. Рассмотрим систему уравнений Осколкова

λujkt − u
j
ktxx = νujkxx + f jk , k = 1, 8, (9)

описывающую транспортный поток, на восьмирёберном геометрическом

графе с условиями непрерывности и баланса потока

uj1(l1, t) = uj2(0, t) = uj3(l3, t) = uj4(0, t) =

= uj5(l5, t) = uj6(0, t) = uj7(l7, t) = uj8(0, t),
(10)

10Sviridyuk G.A., Fedorov V.E. Linear Sobolev type equations and degenerate semigroups of operators.

Utrecht; Boston; Köln; Tokyo: VSP, 2003.
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d1u
j
1x(l1, t)− d2u

j
2x(0, t) + d3u

j
3x(l3, t)− d4u

j
4x(0, t)+

+d5u
j
5x(l5, t)− d6u

j
6x(0, t) + d7u

j
7x(l7, t)− d8u

j
8x(0, t) = 0,

uj1x(0, t) = uj2x(l2, t) = uj3x(0, t) = uj4x(l4, t) =

= uj5x(0, t) = uj6x(l6, t) = uj7x(0, t) = uj8x(l8, t) = 0.

(11)

Отметим, что задача (9) – (11) ассоциируется с одним перекрестком. Рас-

смотрим два последующих j и j + 1 момента переключения светофора,

которые являются началом и концом временного отрезка на котором бу-

дет рассматриваться транспортный поток на определенном восьмирёбер-

ном геометрическом графе. Тогда до включения светофора начальное усло-

вие будет иметь вид

P (uj(x, τj−1)− ujj−1(x)) = 0. (12)

По окончании временного отрезка транспортный поток меняет свое направ-

ление движения, тем самым возникает необходимость на новом временном

отрезке (до следующего переключения светофора) рассмотреть новый вось-

мирёберный геометрический граф. В п.2.2 модель транспортного потока

на перекрестке редуцируется к уравнению соболевского типа с относитель-

но p-ограниченным оператором и доказывается однозначная разрешимость

модели дорожного движения на перекрестке с многоточечным начально-

конечным условием.

Теорема 1. (2.2.1) Если оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N, то

для любых f ∈ C∞(I;F)), uj ∈ U, j = 0, n, задача (6), (7) однозначно

разрешима, причем решение имеет вид

u(t)=−
p∑

k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(t) +

n∑
j=0

U
t−τj
j uj +

n∑
j=0

∫ t
τj
U t−s
j L−11 Qf(s)ds, (13)

где H = M−1
0 L0 ∈ L(U0), U •j – специальным образом построенные разре-

шающие группы операторов, L0 (L1) – сужение опеpатоpа L на U0 (U1),M0

(M1) – сужение опеpатоpа M на domM ∩ U0 (domM ∩ U1).
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В п.2.3 используются результаты первого и второго параграфов, для

описания транспортного потока в населенном пункте используется система

восьмирёберных геометрических графов. Проводится редукция рассматри-

ваемой модели к системе уравнений соболевского типа, доказывается их

однозначная разрешимость.

Теорема 2. (2.3.1) При любых λi, νi ∈ R+, fi ∈ F(Gi) и

u0i ∈ U(Gi) таких, что um(τm) ∈ U(Gm+1),m = 0, 1, 2, . . . , i, . . . ,

существует единственное решение задачи (1) – (3), (7).

В пп. 2.4, 2.5 представлен алгоритм численного решения и описание

программы. В п.2.6 приведен вычисленный эксперимент. Для проведения

вычислительного эксперимента вычисляются собственные значения и соб-

ственные функции ϕk(x) задачи Штурма – Лиувилля на восьмирёберном

геометрическом графе. Приведем основные этапы алгоритма на конкрет-

ном примере.

Этап 1. Рассмотрим один перекресток (см. рис. 3). Вводим входных дан-

ных: λ = 10; ν = 1; fk(x) = 0; l1 = l2 = π, начальные скорости

u00 =
(

5 sin(x+
π

2
)− 2, 5 sin(4x+

π

2
)− 2

)
,

u01 =
(

10 sin(x− π

2
) + 3, 10 sin(2x− π

2
) + 3

)
.

Этап 2. Представим решение в виде галеркинской суммы. Полученное

уравнение преобразуется с помощью умножения на ϕk(x) скалярно. Со-

ставляется система алгебро – дифференциальных уравнений. Для каждого

ребра составляются многоточечные начально-конечные условия для систе-

мы уравнений.

Этап 3. Решается система алгебро – дифференциальных уравнений с со-

ответсвующими начальными данными и условиями многоточечной начально-

конечной задачи и подставляются найденные галеркинские коэффициенты

в приближенное решение. Выводится решение в виде графика (см. рис. 4,

5).
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Рис. 3. Карта дороги

Рис. 4. График решения

задачи (1) - (3), (7) до сме-

ны сигнала светофора

Рис. 5. График решения

задачи (1) - (3), (7) после

смены сигнала светофора

Третья глава посвящена изучению линейной модели Навье – Стокса

с многоточечным начально-конечным условием.

В п.3.1 рассматриваются относительно спектральные проекторы. В п.3.2

рассматривается многоточечная начально-конечная задача для уравнений

соболевского типа с относительно p-секториальным оператором. В п.3.3

рассматривается линейная модель вязкой несжимаемой жидкости

Теорема 3. (3.3.1) При любых ν ∈ R+, τj ∈ R+ (τj < τj+1), uj ∈ U,

j = 0, n, существует единственное решение задачи (4), (7) для уравнений

(5), причем это решение u = u(t) = (uτ , uπ, up) имеет вид

uσ(t) =
n∑
j=0

U
t−τj
j uτjσ, uπ ≡ 0, up ≡ 0.

Рис. 6. График решения задачи

(4), (7) для уравнений (5) при t = 1

В п.3.4 описывается метод численно-

го исследования линейной модели Навье

– Стокса в осесимметричной области. В

п.3.5 разработан алгоритм метода числен-

ного исследования, а также дано описание

программы. В п.3.6 показан и проведен вы-

численный эксперимент для линейной мо-

дели вязкой несжимаемой жидкости.

Пример. Вводятся параметры: λ = 1; β = 4;α = −2;χ = 1; ν = 2, на-

чальная функция u0 = 2
π sin(2x) sin(y) и с помощью разработанного метода
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решается задача. График решения см. рис. 6.

В заключении обобщаются и рассматриваются итоги выполненного ис-

следования, перспективы дальнейшей разработки тем.

В приложениях приводятся свидетельства о регистрации программ ЭВМ.

Результаты, выносимые на защиту:

– в рамках разработки новых математических методов моделирования

объектов и явлений (п.1) разработан новый метод моделирования транс-

портного потока с учетом эффекта ретардации, свойственный вязкоупру-

гим несжимаемым жидкостям; предложено новое начально-конечное усло-

вие для исследования разрешимости линейной модели Навье – Стокса;

– в рамках развития качественных и приближенных аналитических ме-

тодов исследования математических моделей (п.2) качественно исследова-

ны вырожденные модели гидродинамики с применением многоточечных

начально-конечных условий;

– в рамках реализации эффективных численных методов и алгоритмов

в виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения

вычислительных экспериментов (п.4) разработаны программные комплек-

сы, реализованные в вычислительной среде в вычислительной среде Maple;

проведены вычислительные эксперименты.
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