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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Модели конвекции-диффузии (тепломассопереноса)
возникают в самых различных областях математической физики, в частности,
в теории фильтрации, в динамике популяций, при описании процессов фазовых
переходов, механической дисперсии и молекулярной диффузии, а также диффу-
зии и вязко-упругой релаксации в полимерах.

Обратные задачи для таких систем сравнительно новая область исследования.
Они возникают в геофизике, сейсмике, экологии, и многих других областях.
Основные классы исследуемых обратных задач отличаются по виду условий
переопределения: интегральные условия с данными зависящими от времени и
(или) пространственных переменных, условие финального переопределения (в
этом случае в финальный момент времени задано решение), оператор Дирихле-
Неймана или Неймана-Дирихле, эволюционные данные переопределения (в этом
случае данные зависят от времени, как правило решение или его производные
задаются на некоторых пространственных многообразиях или в отдельных точ-
ках). Среди работ, посвящённых обратным задачам для параболических уравне-
ний и систем выделим работы: А.И. Прилепко, Д.Г. Орловский, А.М. Денисов,
В.Л. Камынин, В. Исаков, М. Ямамото, А.И. Кожанов, А. Лоренци, Ю.Я. Бе-
лов и многие другие. Стоит отметить большое количество работ Новосибирской
школы по обратным задачам (это в основном работы, посвящённые гиперболи-
ческим уравнениям и системам): М.М. Лаврентьев, В.Г. Романов, В. Яхно, Ю.Е.
Аниконов, А.Л. Бухгейм, С.И. Кабанихин, а также работы М.И. Белишева, М.
Клибанова, Г. Ульмана.

Самая распространённая модель описывающая процессы тепломассопереноса
– система уравнений Навье-Стокса, дополненная уравнениями для температуры
и концентраций переносимых веществ. Простейшая модель такого вида – модель
Обербека–Буссинеска, в которой уравнение для концентрации 𝑢 переносимого
вещества имеет вид

𝑢𝑡 − 𝑑𝑖𝑣(𝑐(𝑥, 𝑡)∇𝑢) + 𝑏(𝑥, 𝑡)∇𝑢+ 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓,

где 𝑏 – вектор скорости течения, 𝑎 – коэффициент определяющий скорость оса-
ждения в результате химических реакций, 𝑐 – коэффициент диффузии и правая
часть 𝑓 – плотность функции источников. Опишем некоторые другие модели.
Модель планового фильтрационного потока имеет вид

𝜕(𝜃𝐻𝑐)
𝜕𝑡 − 𝑑𝑖𝑣(𝜀𝐻𝑈𝑐) + 𝛾𝑐 = 𝑑𝑖𝑣(𝜀𝐻𝐷∇𝑐) + 𝑓(𝑡,𝑀),

где 𝑡 – время, 𝑀 – точка пространства, 𝑐 – концентрация загрязнения, 𝜃 – объём-
ная пористость грунта, 𝜀 – кинематическая пористость, 𝐻 – уровень грунтовых
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вод, 𝑈 – скорость фильтрационного потока, 𝐷 – коэффициент дисперсии, 𝛾 – по-
стоянная распада загрязняющего мигранта, 𝑓 – функция источника загрязнения.
Модели динамики популяции записывается в виде

𝜕𝑡𝑢𝑟 + 𝑑𝑖𝑣�⃗�𝑟(𝑢) = 𝑢𝑟𝑔𝑟(𝑢) в Ω,

(⃗𝑗𝑟(𝑢)|�⃗�) = 0 на 𝜕Ω,

где 𝑟 = 1, 2, где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) вектор плотности населения, �⃗� - вектор потока,
записываемый в виде �⃗�𝑟(𝑢) = −∇[(𝛼𝑟 + 𝛽𝑟1𝑢1+ 𝛽𝑟2𝑢2)𝑢𝑟]− 𝛾𝑟𝑢𝑟∇𝜙, где 𝛼𝑟 > 0,
𝛽𝑟𝑠 ≥ 0, 𝛾 ≥ 0 – константы, а 𝜙 известный внешний потенциал. Модель фазового
поля для изучения фазовых переходов представима как

𝜕𝑡𝜙 = ∇(𝑘(𝑇 )∇𝜙) + 𝑓1(𝜙, 𝑇 )

𝜇(𝜙)𝜕𝑡𝑇 − 𝜆(𝜙, 𝑇 )𝜕𝑡𝜙 = −∇(𝑀(𝜙, 𝑇 )∇(1/𝑇 ))
в Ω.

Здесь 𝑘, 𝜆, 𝜇, 𝑀 и 𝑓1 некоторые известные гладкие функции такие, что 𝑘, 𝜇 и
𝑀 положительны. Модель смешивания пресной и морской грунтовых вод имеет
вид

𝜕𝑡𝑢+ 𝑑𝑖𝑣�⃗� = 0 в Ω ⊂ R2,

где �⃗� = −𝑀(�⃗�)∇𝑢 + �⃗�𝑢 и 𝑀(�⃗�) – гидродинамическая дисперсионная матрица.
Модель диффузии и вязко-упругой релаксации в полимерах:

𝑢𝑡 + 𝑗𝑥 = 0

𝜎𝑡 − 𝜙(𝑢)𝑢𝑡 = 𝜌(𝑢)𝑢− 𝛽(𝑢)𝜎
в Ω,

𝑢 функция плотности жидкости, 𝜎 - напряжение показывающее проникнове-
ние молекул, 𝜙, 𝜌 и 𝛽 неотрицательны а вектор потока задаётся в виде 𝑗 =

−𝐷(𝑢)𝑢𝑥 −𝐻(𝑢)𝜎𝑥 −𝑀(𝑢, 𝜎)𝑢, где 𝐷 > 0 и 𝐻 , 𝜙, 𝜌 и 𝛽 неотрицательны, а 𝑀
и 𝜓 некоторые гладкие функции.

Целью данной работы является исследование обратных задач с интегральны-
ми условиями переопределения для математических моделей тепломассоперено-
са и их обобщений, с последующими разработкой, обоснованием и программной
реализацией эффективных численных методов решения.

Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи:
1. Исследовать вопросы корректности постановок обратных задач с инте-

гральными условиями переопределения для математических моделей теп-
ломассопереноса и получить оценки устойчивости.

2. Показать, что при подходящем выборе весовых функций зависящих от па-
раметра в интегральных операторах, решения задач с точечными условия-
ми переопределения можно приблизить решениями задач с интегральными
условиями переопределения и установить порядок сходимости по парамет-
ру.

4



3. Разработать эффективные численные методы и алгоритмы поиска прибли-
жённых решений с помощью методов конечных элементов и конечных раз-
ностей, получить соответствующие оценки погрешности решений, которые
позволили бы судить о степени надежности полученных результатов.

4. Реализовать в виде комплекса программ для решения задач на компьютере
разработанные численные методы и алгоритмы, провести вычислительные
эксперименты на модельных примерах и проанализировать полученные ре-
зультаты.

Научная новизна. Впервые исследованы вопросы корректности для много-
мерных достаточно общих классов обратных задач для математических моделей
тепломассопереноса и более общих моделей с интегральными условиями пере-
определения. В отличие от предыдущих работ в диссертации рассмотрены во-
просы о построении неизвестных функций, входящих в уравнение, в виде конеч-
ных отрезков ряда по известному базису. Впервые, рассмотрен вопрос о возмож-
ности приближения решений задач с точечными условиями переопределения
решениями задач с интегральными условиями переопределения.Теоретические
результаты работы позволяют строить большое количество новых методов, ос-
нованных на методе конечных разностей, методе конечных элементов и других
классических методах численного решения задач математической физики. По-
строен и реализован новый прямой итерационный численный метод для нахож-
дения плотности функции источника или коэффициентов уравнения характери-
зующих параметров среды. Создан новый комплекс программ для решения ряда
модельных обратных задача тепломассопереноса.

Теоретическая и практическая значимость. Теоретические результаты ра-
боты развивают теорию обратных задач для дифференциальных уравнений ма-
тематической физики и теорию дифференциальных уравнений в целом. Новые
методы и подходы к решению обратных задач, описанные в работе, могут быть
использованы в дальнейшем при изучении самых разных задач экологии, тео-
рии фильтрации, динамики популяций, теории диффузии и в многих других
областях. Предлагаемый численный алгоритм позволяет разрабатывать новые
программы и информационно-моделирующие комплексы, а также системы под-
держки принятия решений в задачах рационального природопользования и пре-
дупреждения чрезвычайных ситуаций. Разработанный программный комплекс
позволяет проводить вычислительные эксперименты и может быть использован
в практических задачах построения и определения функции источника загрязне-
ния по данным замера.

Достоверность полученных результатов обеспечивается строгими математи-
ческими доказательствами всех утверждений, приведённых в диссертации, под-
тверждается согласием между теоретическими положениями и результатами вы-
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числительных экспериментов, проведённых в данной работе и исследованиями
других авторов. Все результаты, выносимые на защиту, являются новыми и по-
лучены автором лично.

Апробация работы. Основные положения и результаты диссертационной ра-
боты докладывались и обсуждались на научных семинарах ЮГУ, а также на
5-и научных и научно-практических конференциях: LII Международная науч-
ная студенческая конференция «Студент и научно-технический прогресс» (Но-
восибирск 2014); III Молодежная научно-практическая конференция «Информа-
ционные технологии Югры» (Ханты-Мансийск 2014); VII Международная кон-
ференция по математическому моделированию (Якутск 2014); Международная
научная конференция «Краевые задачи для дифференциальных уравнений и ана-
литических функций» (Казань 2014); Международная конференция «Алгоритми-
ческий анализ неустойчивых задач» (Челябинск 2014).

Публикации. Результаты диссертационной работы опубликованы в 11 науч-
ных работах, в их числе 4 статьи в ведущих российских рецензируемых научных
журналах и изданиях, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ, 2 свидетельства
о государственной регистрации программ для ЭВМ и 1 свидетельство о государ-
ственной регистрации базы данных. Список работ приводится в конце авторе-
ферата. В совместных с научным руководителем работах С.Г. Пяткову принад-
лежит постановка задачи, в диссертацию вошли только результаты, полученные
её автором.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав,
заключения, списка литературы и двух приложений. Объём диссертации состав-
ляет 126 страниц. Список литературы содержит 97 наименований.

Краткое содержание диссертации

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в рам-
ках данной диссертационной работы, приводится обзор научной литературы по
изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи работы, сформулиро-
ваны научная новизна и практическая значимость представляемой работы.

Все приведённые выше модели тепломассопереноса являются частными слу-
чаями систем уравнений

𝐿𝑢 = 𝑢𝑡 + 𝐴(𝑡, 𝑥,𝐷)𝑢 = 𝑓𝑐, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (1)

где 𝐺 – ограниченная область в R𝑛 с границей Γ ∈ 𝐶2𝑚. Матричный эллип-
тический оператор 𝐴 порядка 2𝑚 имеет вид 𝐴 =

∑︀
|𝛼|≤2𝑚

𝑎𝛼(𝑥, 𝑡)𝐷
𝛼, где 𝑎𝛼(𝑥, 𝑡)

матрицы-функции размерности ℎ×ℎ, в обратных задачах об определении правой
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части и

𝐴 =
𝑟∑︁

𝑖=𝑟0+1

𝑞𝑖𝐴𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝐴𝑟+1(𝑥, 𝑡), 𝐴𝑖𝑢 =
∑︁

|𝛼|≤2𝑚

𝑎𝑖𝛼𝐷
𝛼𝑢 (2)

в коэффициентных обратных задачах (здесь функции 𝑞𝑖(𝑡) подлежат определе-
нию). Уравнение (1) дополняется начальными и граничными условиями

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, 𝐵𝑗𝑢|𝑆 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚𝑗

𝑏𝑗𝛼(𝑥, 𝑡)𝐷
𝛼𝑢|𝑆 = 𝑔𝑗(𝑡, 𝑥), 𝑆 = Γ× (0, 𝑇 ). (3)

Правая часть в (1) имеет вид:

𝑓𝑐 =
𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑡, 𝑥)𝑞𝑖(𝑡) + 𝑓. (4)

Неизвестными в (1), (2) являются решение 𝑢 и функции 𝑞𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟),
входящие в правую часть (1) и оператор 𝐴 (в случае коэффициентных обратных
задач). В работе рассматриваются 2 вида условий переопределения. В первом
случае условия переопределения имеют вид∫︁

𝐺𝑖

𝑢𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠, (5)

где 𝜙𝑖(𝑥), 𝜓𝑖(𝑡) - известные функции и 𝐺𝑖 ⊂ 𝐺 некоторые области. Во втором
случае рассматриваем условия вида

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡), 𝑥𝑖 ∈ 𝐺, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠. (6)

Параметры 𝑠, 𝑟 связаны равенством 𝑟 = 𝑠ℎ (или 𝑟0 = 𝑠ℎ для линейных обратных
задач, в этом случае полагаем 𝑟 = 𝑟0).

В первой главе приводится ряд вспомогательных утверждений, используе-
мых в доказательствах основных результатов диссертации.

Во второй главе рассматривается обратная задача (1), (3), (4), с интегральным
условием переопределения вида (5) и предполагаем, что неизвестные функции
𝑞𝑖(𝑡) входят только, в правую часть уравнения (1). Обратная задача в таком слу-
чае является линейной. Приведем используемые ниже условия на данные задачи.
Считаем, что параметр 𝑝 удовлетворяет условию 𝑝 > 𝑛+ 2𝑚.

𝜓𝑖(𝑡) ∈ 𝑊 1
𝑝 ([0, 𝑇 ]) , 𝜓𝑖(0) =

∫︁
𝐺𝑖

𝑢0(𝑥)𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠. (7)

Так же считаем, что граница областей {𝐺𝑗} (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠) из условия (5)
принадлежит классу 𝐶1. Условия на весовые функции {𝜙𝑗(𝑥)}, записывается в
виде:

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜙𝑗 ⊂ 𝐺𝑗, 𝜙𝑗 ∈ 𝑊 1
𝑞 (𝐺𝑗) (

1
𝑞 +

1
𝑝 = 1), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠. (8)
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Определим матрицу 𝐵(𝑡) размера 𝑟0 × 𝑟0, строки которой с номерами (𝑘 −
1)ℎ + 1, 𝑘ℎ, (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠) занимают матрицы размера ℎ × 𝑟 со столбцами∫︀
𝐺 𝑏1𝜙𝑘𝑑𝑥, . . . ,

∫︀
𝐺 𝑏𝑟0𝜙𝑘𝑑𝑥 и потребуем, чтобы существовала постоянная 𝛿0 > 0

такая, что
| det 𝐵(𝑡)| ≥ 𝛿0, для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (9)

Мы требуем, чтобы были выполнены условия

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺), 𝑔𝑗(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑘𝑗 ,2𝑚𝑘𝑗

𝑝 (𝑆), (10)

где 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 и 𝑘𝑗 = 1− 𝑚𝑗

2𝑚 − 1
2𝑝𝑚 и

𝑔𝑗(𝑥, 0) = 𝐵𝑗(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)|𝜕𝐺, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (11)

Мы считаем, что

𝑎𝛼(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑄) (|𝛼| < 2𝑚), 𝑎𝛼 ∈ 𝐶(𝑄) (|𝛼| = 2𝑚),

𝑏𝑗𝛽 ∈ 𝐶2𝑚−𝑚𝑗(𝑆) (𝑗 = 1, . . . ,𝑚, |𝛽| ≤ 𝑚𝑗).
(12)

Говорим, что оператор 𝜕𝑡 + 𝐴, (𝐴 =
∑︀

|𝛼|≤2𝑚 𝑎𝛼(𝑥, 𝑡)𝐷
𝛼) параболичен, если

найдется постоянная 𝛿1 > 0 такая, что любой корень 𝑝 многочлена

det (𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝑖𝜉) + 𝑝𝐸) = 0, (𝐴0 =
∑︁

|𝛼|=2𝑚

𝑎𝛼𝐷
𝛼𝑢)

(𝐸 – единичная матрица) удовлетворяет неравенству

Re 𝑝 ≤ −𝛿1|𝜉|2𝑚, ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (13)

и выполнено условие Лопатинского, т.е. для любой точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑆 система(︀
𝜆𝐸 + 𝐴0(𝑖𝜉

′, 𝜕𝑦𝑛)
)︀
𝑣(𝑧) = 0, 𝐵𝑗0(𝑖𝜉

′, 𝜕𝑦𝑛)𝑣(0) = ℎ𝑗, (14)

(𝜉′ = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛−1), 𝑦𝑛 ∈ R+, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚) имеет единственное решение из
𝐶(R+) убывающее на бесконечности для всех 𝜉′ ∈ R𝑛−1, |arg 𝜆| ≤ 𝜋/2 и ℎ𝑗 ∈ 𝐸

таких что |𝜉′|+ |𝜆| ≠ 0.
Кроме введённых ранее условий также нужны условия вида

𝑏𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝑝(𝐺)), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟0, 𝑎𝛼(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
∞(𝐺0)), (15)

𝑎𝛼(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
∞(𝐺0)), |𝛼| = 2𝑚. (16)

В разделе 2.1 доказывается следующая теорема существования и единствен-
ности для задачи с интегральным условием переопределения.
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (7)-(16). Тогда существует единственное
решение (𝑢, 𝑞1, .., 𝑞𝑟0) задачи (1), (3), (4), (5) такое, что

𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄), 𝑞𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟0.

Решение удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄) +

𝑟0∑︀
𝑖=1

‖𝑞𝑖(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) ≤

𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) +
𝑚∑︀
𝑗=1

‖𝑔𝑗‖𝑊 𝑘𝑗,2𝑚𝑘𝑗
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺)

+
𝑠∑︀

𝑗=1
‖𝜓𝑖‖𝑊 1

𝑝 (0,𝑇 )
).

В разделе 2.2 записываются следствия из предыдущего раздела для моделей
тепломассопереноса (𝑚 = 1). В разделе 2.3 рассматривается случай, когда усло-
вия на весовые функции в интегральных условиях переопределения сводятся к
минимальным

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜙𝑗 ⊂ 𝐺𝑗, 𝜙𝑗 ∈ 𝐿1(𝐺𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠. (17)

Пусть 𝐺0 =
⋃︀𝑠

𝑖=1𝐺𝑖, 𝑄0 = 𝐺0 × (0, 𝑇 ), 𝑄𝛾
0 = 𝐺0 × (0, 𝛾), 𝐺𝛿,𝑖 = {𝑥 ∈ 𝐺𝑖 :

𝜌(𝑥, 𝜕𝐺𝑖) > 𝛿}, 𝑄𝛾
𝛿,𝑖 = 𝐺𝛿,𝑖 × (0, 𝛾), 𝐺𝛿 = ∪𝑠

𝑖=1𝐺𝛿,𝑖 и 𝑄𝛿 = 𝐺𝛿 × (0, 𝑇 ), 𝑄𝛾
𝛿 =

𝐺𝛿 × (0, 𝛾) (𝛿 ≥ 0), 𝑄𝛾 = 𝐺× (0, 𝛾). Нам потребуются дополнительные условия
вида:

∇𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄0), ∇𝑏𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝑝(𝐺0)), (18)

∇𝑢0 ∈ 𝑊
2𝑚− 2𝑚

𝑝
𝑝 (𝐺0), ∇𝑎𝛼(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝑄0), (|𝛼| ≤ 2𝑚). (19)

Теорема 2. Пусть выполнены условия (7), (9)-(15), (17)-(19). Тогда существует
единственное решение (𝑢, 𝑞1, .., 𝑞𝑟0) задачи (1), (3), (4), (5) такое, что

𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄), 𝑞𝑖(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟, ∇𝑥𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝛿),

для всех 𝛿 > 0. При фиксированном 𝛿 > 0 решение удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄) + ‖∇𝑥𝑢‖𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝛿)
+

𝑟0∑︀
𝑖=1

‖𝑞𝑖(𝑡)‖𝐿𝑝(0,𝑇 ) ≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖∇𝑥𝑓‖𝐿𝑝(𝑄0)+

𝑚∑︀
𝑗=1

‖𝑔𝑗‖𝑊 𝑘𝑗,2𝑚𝑘𝑗
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑢0‖
𝑊

2𝑚− 2𝑚
𝑝

𝑝 (𝐺)
+ ‖∇𝑥𝑢0‖

𝑊
2𝑚− 2𝑚

𝑝
𝑝 (𝐺0)

+
𝑠∑︀

𝑗=1
‖𝜓𝑖‖𝑊 1

𝑝 (0,𝑇 )
).

В разделе 2.4 приводятся следствия полученных результатов для моделей теп-
ломассопереноса. В разделе 2.5 рассматривается вопрос о приближении реше-
ний обратных задач с точечными условиями переопределения решениями за-
дач с интегральными условиями переопределения. В точечных задачам вме-
сто интегрального условия (5) рассматриваются условия вида 𝑢(𝑥𝑗, 𝑡) = 𝜓𝑗(𝑡)

(𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠). Обозначим решение обратной задачи с этими условиями через
9



𝑢. Рассмотрим функцию 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝐵1), 𝐵1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 1} такую,

что
∫︀
R𝑛 𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = 1 и 𝜙(𝑥) ≥ 0 для всех 𝑥. Определим 𝜙𝑗𝜀(𝑥) = 𝜙(

𝑥−𝑥𝑗

𝜀 ) 1
𝜀𝑛 . Мы

заменяем точечные условия интегральными условиями вида (5) где в качестве
плотностей берем функции 𝜙𝑖𝜀. Основной результат этого раздела оценка для
нормы ‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄), которая показывает её стремление к нулю. Здесь 𝑢𝜀 –
решение задачи (1)-(4),(5) с функциями 𝜙𝑗𝜀 вместо функций 𝜙𝑗 .

Третья глава посвящена рассмотрению коэффициентных обратных задач в
самом общем виде, где неизвестные функции входят как в правую часть уравне-
ния, так и в оператор 𝐴 как коэффициенты и таким образом оператор 𝐴 предста-
вим в виде (2). Определим матрицу 𝐵 размера 𝑟× 𝑟, строки которой с номерами
(𝑘−1)ℎ+1, 𝑘ℎ, (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠) занимают матрицы размера ℎ× 𝑟 со столбцами:∫︀

𝐺

𝑏1(𝑥, 0)𝜙𝑘𝑑𝑥, . . . ,
∫︀
𝐺

𝑏𝑟0(𝑥, 0)𝜙𝑘𝑑𝑥,∫︀
𝐺

−𝐴𝑟0+1(𝑥, 0)𝑢0𝜙𝑘𝑑𝑥, . . . ,
∫︀
𝐺

−𝐴𝑟(𝑥, 0)𝑢0𝜙𝑘𝑑𝑥.

Мы требуем, чтобы
det 𝐵 ̸= 0. (20)

Определим постоянные 𝑞0𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟) исходя из решений системы

𝜓𝑗𝑡(0) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1
𝑞0𝑖

∫︀
𝐺

𝐴𝑖𝑢0𝜙𝑗 𝑑𝑥+
∫︀
𝐺

𝐴𝑟+1𝑢0𝜙𝑗 𝑑𝑥 =

𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑞0𝑖
∫︀
𝐺

𝑏𝑖(𝑥, 0)𝜙𝑗 𝑑𝑥+
∫︀
𝐺

𝑓𝜙𝑗 𝑑𝑥, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠.

В разделе 3.1 рассматривается случай, когда у нас выполнено условие (8). Мы
требуем, чтобы:

𝑏𝑗, 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺0)) ∩ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟0), (21)

𝑎𝑖𝛼 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑊 1
𝑝 (𝐺0)) при |𝛼| = 2𝑚, (22)

𝑎𝑖𝛼 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺0)) (𝑖 = 𝑟0 + 1, 𝑟0 + 2, . . . , 𝑟 + 1) при |𝛼| ≤ 2𝑚− 1, (23)

𝜓𝑖(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝜓𝑖(0) =

∫︁
𝐺𝑖

𝑢0(𝑥)𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠, (24)

𝑎𝑖𝛼(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑄) (|𝛼| < 2𝑚),

𝑎𝑖𝛼 ∈ 𝐶(𝑄) (|𝛼| = 2𝑚, 𝑖 = 𝑟0 + 1, 𝑟0 + 2, . . . , 𝑟 + 1)

𝑏𝑗𝛽 ∈ 𝐶2𝑚−𝑚𝑗(𝑆) (𝑗 = 1, . . . ,𝑚, |𝛽| ≤ 𝑚𝑗).

(25)

Так же считаем, что выполнены условия (13), (14) для вспомогательного опера-

тора 𝐴0 =
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1
𝑞0𝑖𝐴𝑖 + 𝐴𝑟+1 или, что

оператор 𝜕𝑡 + 𝐴0 параболичен. (26)
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Теорема 3. Пусть выполнены условия (8), (10), (11), (20)-(26). Тогда существует
𝛾0 > 0 такое, что на промежутке 𝑡 ∈ [0, 𝛾0] существует единственное решение
(𝑢, �⃗�) (�⃗� = (𝑞1, .., 𝑞𝑟)) задачи (1)-(5) такое, что

𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾0), 𝑞𝑖(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝛾0]), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟.

Решение непрерывно зависит от данных задачи в следующем смысле. Фик-
сируем 𝑅 > 0 и рассмотрим класс данных задачи 𝑆𝑅, состоящий из на-
боров (𝑓, 𝑢0, {𝜓𝑗}𝑠𝑗=1, {𝑔𝑗}𝑚𝑗=1) таких, что выполнены условия (10), (11), (24),
𝜓𝑗 ∈ 𝐶1+𝛽([0, 𝑇 ]) для некоторого 𝛽 ∈ (0, 1] и всех 𝑗 и

||𝑓 ||𝐿𝑝(𝑄) +
𝑠∑︀

𝑗=1
||𝜓𝑗||𝐶1+𝛽([0,𝑇 ]) + ||𝑓 ||𝐶([0,𝑇 ];𝐿𝑝(𝐺0))+

||𝑢0||𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺)

+
𝑚∑︀
𝑗=1

||𝑔𝑗||𝑊 𝑘𝑗,2𝑚𝑘𝑗
𝑝 (𝑆)

≤ 𝑅, 𝑖 = 1, 2.

Тогда найдется 𝛾1 > 0 такое, что для любого набора данных
(𝑓, 𝑢0, {𝜓𝑗}𝑠𝑗=1, {𝑔𝑗}𝑚𝑗=1) ∈ 𝑆𝑅 существует единственное решение (𝑢, �⃗�) (�⃗� =

(𝑞1, .., 𝑞𝑟)) задачи (1)-(5) такое, что

𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾1), 𝑞𝑖(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝛾1]), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟,

и для любых двух решений (𝑢𝑖, 𝑞𝑖1, . . . , 𝑞
𝑖
𝑟) (𝑖 = 1, 2) задачи (1)-(5) из класса

𝑢𝑖 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾1), 𝑞𝑖𝑗 ∈ 𝐶([0, 𝛾1]), (𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟),

отвечающих двум различным наборам данных 𝑓 𝑖, 𝜓𝑖
𝑗 , 𝑢

𝑖
0, 𝑔

𝑖
𝜂 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠,

𝑖 = 1, 2, 𝜂 = 1, 2, . . . ,𝑚) из 𝑆𝑅 справедлива оценка устойчивости

||𝑢1 − 𝑢2||𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾1) +

𝑟∑︀
𝑗=1

||𝑞1𝑗 − 𝑞2𝑗 ||𝐶([0,𝛾1]) ≤

𝐶(||𝑓 1 − 𝑓 2||𝐿𝑝(𝑄𝛾1) +
𝑟∑︀

𝑗=1
||𝜓1

𝑗 − 𝜓2
𝑗 ||𝐶1([0,𝛾1]) + ||𝑓 1 − 𝑓 2||𝐶([0,𝛾1];𝐿𝑝(𝐺0))+

||𝑢10 − 𝑢20||𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺)

+
𝑚∑︀
𝑗=1

||𝑔1𝑗 − 𝑔2𝑗 ||𝑊 𝑘𝑗,2𝑚𝑘𝑗
𝑝 (𝑆𝛾1)

),

где постоянная 𝐶 – зависит от 𝑅 и 𝑆𝛾1 = 𝜕𝐺× (0, 𝛾1).

В разделе 3.2 записываются следствия для моделей тепломассопереноса. В
разделе 3.3 рассматривается случай, когда условия на весовые функции имеют
вид:

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜙𝑗 ⊂ 𝐺𝑗, 𝜙𝑗 ∈ 𝐿1(𝐺𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠. (27)

Также требуем выполнения условий:

𝑏𝑖, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), ∇𝑏𝑘,∇𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄0) (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟0), (28)
11



∇𝑢0 ∈ 𝑊
2𝑚− 2𝑚

𝑝
𝑝 (𝐺0), ∇𝑎𝑖𝛼(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝑄0) (|𝛼| ≤ 2𝑚), (29)

𝑎𝑖𝛼 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐿∞(𝐺0)) (|𝛼| ≤ 2𝑚− 1, 𝑖 = 𝑟0 + 1, 𝑟0 + 2, . . . , 𝑟 + 1)), (30)

𝑏𝑘, 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿∞(𝐺0)) (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟0). (31)

Матрица 𝐵 размера 𝑟 × 𝑟 определяется как и в разделе 3.1.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (10), (11), (20), (24)-(31) . Тогда суще-
ствует 𝛾0 > 0 такое, что на промежутке 𝑡 ∈ [0, 𝛾0] существует единственное
решение (𝑢, �⃗�) (�⃗� = (𝑞1, .., 𝑞𝑟)) задачи (1)-(5) такое, что

𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾0), ∇𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝛾0
𝛿 ), ∀𝛿 > 0, 𝑞𝑖(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝛾0]), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟.

Решение непрерывно зависит от данных задачи в следующем смысле. Фикси-
руем 𝑅 > 0 и рассмотрим класс данных задачи 𝑆𝑅, состоящий из наборов
(𝑓, 𝑢0, {𝜓𝑗}𝑠𝑗=1, {𝑔𝑗}𝑚𝑗=1) таких, что выполнены условия (10), (11), (24), (28), (29),
(31) , 𝜓𝑗 ∈ 𝐶1+𝛽([0, 𝑇 ]) для некоторого 𝛽 ∈ (0, 1] и всех 𝑗 и

‖𝑓 𝑖‖𝐿𝑝(𝑄) +
𝑠∑︀

𝑗=1
||𝜓𝑗||𝐶1+𝛽([0,𝑇 ]) + ||𝑓 𝑖‖𝐶([0,𝑇 ];𝐿∞(𝐺0)) + ‖∇𝑓 𝑖‖𝐿𝑝(𝑄0)

‖𝑢𝑖0‖𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺)

+ ‖∇𝑢𝑖0‖𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺)

+
𝑚∑︀
𝑗=1

||𝑔𝑖𝑗||𝑊 𝑘𝑗,2𝑚𝑘𝑗
𝑝 (𝑆)

≤ 𝑅, 𝑖 = 1, 2,

Тогда найдется 𝛾1 > 0 такое, что для любого набора данных
(𝑓, 𝑢0, {𝜓𝑗}𝑠𝑗=1, {𝑔𝑗}𝑚𝑗=1) ∈ 𝑆𝑅 существует единственное решение (𝑢, �⃗�) (�⃗� =

(𝑞1, .., 𝑞𝑟)) задачи (1)-(5) такое, что

𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾1), ∇𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝛾1
𝛿 ) ∀𝛿 > 0, 𝑞𝑖(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝛾1]), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟,

и для любых двух решений (𝑢𝑖, 𝑞𝑖1, . . . , 𝑞
𝑖
𝑟) (𝑖 = 1, 2) задачи (1)-(5) из класса

𝑢𝑖 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾1), ∇𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝛾1
𝛿 ), 𝑞𝑖𝑗 ∈ 𝐶([0, 𝛾1]), (𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟),

отвечающих двум различным наборам данных 𝑓 𝑖, 𝜓𝑖
𝑗 , 𝑢

𝑖
0, 𝑔

𝑖
𝜂 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠,

𝑖 = 1, 2, 𝜂 = 1, 2, . . . ,𝑚) из 𝑆𝑅 и для фиксированного 𝛿 > 0 справедлива оценка
устойчивости

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝛾1) + ‖∇(𝑢1 − 𝑢2)‖𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄
𝛾1
𝛿1
) +

𝑟∑︀
𝑗=1

||𝑞1𝑗 − 𝑞2𝑗 ||𝐶([0,𝛾1]) ≤

𝐶(‖𝑓 1 − 𝑓 2‖𝐿𝑝(𝑄𝛾1) +
𝑟∑︀

𝑗=1
||𝜓1

𝑗 − 𝜓2
𝑗 ||𝐶1([0,𝛾1]) + ||𝑓 1 − 𝑓 2||𝐶([0,𝑇 ];𝐿∞(𝐺0))+

‖∇(𝑓 1 − 𝑓 2)‖𝐿𝑝(𝑄0) + ‖𝑢10 − 𝑢20‖𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺)

+

‖∇(𝑢10 − 𝑢20)‖𝑊 2𝑚−2𝑚/𝑝
𝑝 (𝐺0)

+
𝑚∑︀
𝑗=1

||𝑔1𝑗 − 𝑔2𝑗 ||𝑊 𝑘𝑗,2𝑚𝑘𝑗
𝑝 (𝑆𝛾1)

),

(32)

где постоянная 𝐶 – зависит от 𝑅 и 𝑆𝛾1 = 𝜕𝐺× (0, 𝛾1).
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В разделе 3.4 записываются следствия для моделей тепломассопереноса. В
разделе 3.5 рассматриваются вопросы приближения решений обратных задач
с точечными условиями переопределения решениями задач с интегральными
условиями переопределения. Фиксируем достаточно малый параметр 𝛿1 > 0 и
возьмём в качестве областей 𝐺𝑗 𝛿1-окрестности точек 𝑥𝑗 из условий (6). Мы
потребуем, чтобы:

𝜓𝑖(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝜓𝑖(0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠, (33)

𝑏𝑘, 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐶𝛼(𝐺0)) (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟0), 𝛼 = 1− (𝑛+ 2𝑚)/𝑝, (34)

∇𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄0),∇𝑏𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺0)), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟0, (35)

𝑏𝑘(𝑥𝑙, 𝑡), 𝑓(𝑥𝑙, 𝑡), 𝑎
𝑖
𝛼(𝑥𝑙, 𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]), (36)

где 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟0, 𝑖 = 𝑟0 + 1, 𝑟0 + 2, . . . , 𝑟, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑠 и |𝛼| ≤ 2𝑚.
Определим матрицу 𝐵 размера 𝑟 × 𝑟, строки которой с номерами (𝑘 − 1)ℎ +

1, 𝑘ℎ, (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠) занимают матрицы размера ℎ × 𝑟 со столбцами:
𝑏1(𝑥𝑘, 0), ..., 𝑏𝑟(𝑥𝑘, 0),−𝐴𝑟0+1𝑢0(𝑥𝑘), . . . ,−𝐴𝑟𝑢0(𝑥𝑘). Определим постоянные 𝑞0𝑖
(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟) исходя из решений системы

𝜓𝑗𝑡(0) +
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1
𝑞0𝑖𝐴𝑖𝑢0(𝑥𝑗) + 𝐴𝑟+1𝑢0(𝑥𝑗) =

𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑞0𝑖 𝑏𝑖(𝑥𝑗, 0) + 𝑓(𝑥𝑗, 0),

где 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠 и построим оператор 𝐴0 =
𝑟∑︀

𝑖=𝑟0+1
𝑞0𝑖𝐴𝑖 + 𝐴𝑟+1.

Теорема 5. Пусть выполнены условия (10), (11), (20), (25)-(26), (29), (30), (33)-
(36). Тогда найдется промежуток [0, 𝜏0], не зависящий от 𝜀 такой, что:

1) на [0, 𝜏0] существует единственное решение задачи (1)-(4), (6) такое, что
�⃗� ∈ 𝐶([0, 𝜏0]), 𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝜏0),∇𝑢 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝜏0

𝛿 ), ∀𝛿 ∈ (0, 𝛿1).
2) при всех 𝜀 ≤ 𝜀0 и некоторого 𝜀0 > 0 на [0, 𝜏0] существует единственное

решение (𝑢𝜀, 𝑞𝜀) задачи (1)-(5), где 𝜙𝑖 = 𝜙𝑖𝜀, такое, что 𝑞𝜀 ∈ 𝐶([0, 𝜏0]), 𝑢𝜀 ∈
𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄𝜏0), ∇𝑢𝜀 ∈ 𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝜏0

𝛿 ) при всех 𝛿 ∈ (0, 𝛿1).
3) Справедлива оценка

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝑊 1,2𝑚
𝑝 (𝑄𝜏0) + ‖∇(𝑢𝜀 − 𝑢)‖𝑊 1,2𝑚

𝑝 (𝑄
𝜏0
𝛿1
) +

𝑟∑︁
𝑗=1

‖𝑞𝜀𝑖 − 𝑞𝑖‖𝐶([0,𝜏0]) ≤ 𝑐𝜀𝛼.

Четвертая глава посвящена построению численного алгоритма решения об-
ратных задач тепломассопереноса об определении функции источника в случае
двух пространственных переменных и его программной реализации. Алгоритм
является итерационным, основан на методе конечных элементов и методе конеч-
ных разностей.
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Искомая модель имеет вид

𝑢𝑡 − 𝑑𝑖𝑣(𝑐(𝑥, 𝑡)∇𝑢) + 𝑏(𝑥, 𝑡)∇𝑢+ 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓,

𝑓 =
𝑟0∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)𝑞𝑖(𝑡) + 𝑓0, 𝑏(𝑥, 𝑡) = (𝑏1(𝑥, 𝑡), 𝑏2(𝑥, 𝑡))
𝑇 , ∇𝑢 = ( 𝜕𝑢

𝜕𝑥1
, 𝜕𝑢
𝜕𝑥2

)𝑇 ,
(37)

где неизвестными являются концентрация переносимого вещества 𝑢 и функции
𝑞𝑖, входящие в функцию источников 𝑓 .

Условия теоремы 3 в применении к задаче (37) имеют вид:

𝑏𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝑝(𝐺)), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟0 = 𝑠, (38)

𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺), 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 1−1/2𝑝,2−1/𝑝

𝑝 (𝑆), (39)

𝑔(𝑥, 0) =
𝜕𝑢0
𝜕𝑛

|𝜕𝐺, (40)

𝑏(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑄), (|𝛼| < 2𝑚), 𝑐 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
∞(𝐺)) ∩ 𝐶(𝑄), (41)

𝑐(𝑥, 𝑡) ≥ 𝛿0 > 0 для некоторой постоянной 𝛿0, (42)

𝜓𝑗 ∈ 𝑊 1
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝜓𝑗(0) = 𝑢0(𝑥𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠 = 𝑟0, (43)

∇𝑓0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄0), ∇𝑏𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝑝(𝐺0)), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟0. (44)

Определим матрицу 𝐵(𝑡) размера 𝑟 × 𝑟, строки, которой занимают вектора
𝑏1(𝑥𝑘, 𝑡), ..., 𝑏𝑟0(𝑥𝑘, 𝑡). Требуется, чтобы существовала постоянная 𝛿0 > 0 такая,
что

| det 𝐵(𝑡)| ≥ 𝛿0, для п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (45)

Пятая глава описывает используемые программные решения при реализации
алгоритма и программы решения задач. Также в главе обсуждаются результаты
вычислительных экспериментов. Реализация алгоритма осуществлялась в сре-
де инженерных и научных расчётов Matlab 2013b, полученные функции Matlab
компилировались при помощи Matlab Compiler и Builder NE, в dll-библиотеку,
которая используется в .Net веб-приложении. Серверная и клиентская части про-
граммы писались на языке 𝐶# и Html5 в среде разработки Visual Studio 2012
Express. Для вывода графиков решения, трёхмерный график функции 𝑢 и гра-
фики функций 𝑞(𝑡), использовались JavaScript-библиотеки Three.js и flot.js соот-
ветственно.

В численных экспериментах в качестве области рассматривается круг еди-
ничного радиуса с центром в точке (0, 0). Будем считать, что 𝑓1 = 1, 𝑓2 = 𝑥,
𝑓3 = 𝑦 и дополнительная информация задаётся в трёх точках наблюдения:
(0.3,−0.3); (0.1, 0); (−0.5, 0.5). Задаём две сетки с количеством узлов 𝑁1 = 263

и 𝑁2 = 1015. Данные для модельной задачи: искомые коэффициенты 𝑞𝑖:
𝑞1 = 𝑡, 𝑞2 = 2𝑡2, 𝑞3 = 3𝑡3; граничные условия Неймана: 𝜕𝑢

𝜕𝑛 = 2; коэффи-
циенты уравнения: 𝑑 = 1, 𝑐 = 1

1+𝑡 , 𝑏1 = 𝑥
2(1+𝑡) , 𝑏2 = 𝑦

2(1+𝑡) , 𝑎 = 1
1+𝑡 ; правая
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часть: 𝑓 = 3 · (𝑥2 + 𝑦2) − 4 − 𝑡 − 2𝑥 · 𝑡2 − 3𝑦 · 𝑡3. Погрешность между итера-
циями задаётся пользователем, обозначается через 𝜀. Через 𝜏 обозначим время
затраченное на вычисление в секундах. На рисунке ниже представлены графики
реальных функций 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 и результаты работы программы, в случае когда
данные возмущены 10-процентным случайным шумом (в его отсутствие графи-
ки сливаются).

а) б)

Рисунок 1 — Результаты вычислений.

а) Сетка 𝑁1, 𝜀 = 10−3, 𝜏 = 12.35;

б) Сетка 𝑁2, 𝜀 = 10−3, 𝜏 = 245.66.

В заключении приведены основные выводы по теме диссертации, обсужда-
ются перспективы дальнейшего развития программного продукта и оптимизация
алгоритма для приложения к практическим задачам.
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