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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ.Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàç-
ðàáîòêå íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ íà îñíîâå âûðîæäåííûõ ïîëóëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ òàêîãî

ðîäà ìîäåëåé îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ âàæíûõ ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ â ãèäðîäèíàìèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå è òåîðèè óïðóãîñòè. Èññëåäîâà-

íèþ òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Ã. Ñâåøíèêîâà,

Ì.Î. Êîðïóñîâà, Â.Í. Êðèçñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà, À.Ä. Áàåâà, Â.À. Êîñòè-

íà è ìíîãèõ äðóãèõ. Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèÿ âûðîæäåí-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñòàëè âîçìîæíûìè áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ òåî-

ðèè óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà. Èçó÷åíèþ âûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ã.À. Ñâèðèäþêà, À.Â. Êåëëåð,

À.À. Çàìûøëÿåâîé, Ñ.À. Çàãðåáèíîé, Ì.Â. Ôàëàëååâà è ìíîãèõ äðóãèõ. Ëè-

íåéíûå ìîäåëè õîðîøî èçó÷åíû, íî, òåì íå ìåíåå, ïîëóëèíåéíûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìîäåëè, õîòÿ è ìåíåå èññëåäîâàíû, áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàþò èçó÷à-

åìûå ïðîöåññû. Êàê ïðàâèëî, ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ìåõàíèêå, òåõíèêå è

ïðîèçâîäñòâå, óïðàâëÿåìû, ïîýòîìó â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü â óïðàâëåíèè âíåøíèì âîçäåéñòâèåì íà èçó÷àåìûå ïðîöåñ-

ñû, ïîçâîëÿþùèì äîñòèãàòü òðåáóåìîãî ðåçóëüòàòà. Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü

óïðàâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü

íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ íèõ.

Cèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé, íå

ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, íà÷àëîñü â 40-õ ãîäàõ

ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ñ ðàáîò Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Òàêèå óðàâíåíèÿ Ð.Å. Øîóîëòå-

ðîì áûëî ïðåäëîæåíî íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà. Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ îíè ñîñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ ÷àñòü òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñôîðìèðîâàëèñü íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ

è øêîëû ïî èõ èçó÷åíèþ êàê â Ðîññèè, òàê è çà ðóáåæîì. Äàííîé îáëà-

ñòè èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ð.Å. Øîóîëòåðà, À. Ôàâèíè, À. ßãè,

Ã.Â. Äåìèäåíêî, Ñ.Â. Óñïåíñêîãî, Í.Â. Ñèäîðîâà, Ì.Â. Ôàëàëååâà, Ì.Î. Êîð-

ïóñîâà, À.Ã. Ñâåøíèêîâà, È.Â. Ìåëüíèêîâîé, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà, À.È. Êîæàíîâà,

Ã.À. Ñâèðèäþêà, Ò.Ã. Ñóêà÷åâîé, Â.Å. Ôåäîðîâà, Þ.Å. Áîÿðèíöåâà, Â.Ô. ×è-

ñòÿêîâà, Ì.Â. Áóëàòîâà è ìíîãèõ äðóãèõ.

Â ðàáîòàõ Æ.-Ë. Ëèîíñà, À.Ã. Áóòêîâñêîãî, À.Â. Ôóðñèêîâà, Â.È. Èâà-

íåíêî, Í. Ïàïàãåîðãèó, Ã.Î. Ôàòòîðèíè, Ñ.Ñ. Ñðèòõàðàíà, È. Ëàçèåöêîé,

Ð. Òðèäæèàíè è ìíîãèõ äðóãèõ ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
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ëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èçó÷åíèþ óïðàâëÿþùåãî âîç-

äåéñòâèÿ â âûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ è ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ã.À. Ñâèðèäþêà, À.À. Åôðåìîâà, Ã.À. Êóðèíîé,

Â.Å. Ôåäîðîâà, Ì.Â. Ïëåõàíîâîé, À.Â. Êåëëåð, À.À. Çàìûøëÿåâîé è äðó-

ãèõ. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîé îõâàò èññëåäîâàíèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, âîïðîñû óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè âûðîæ-

äåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îñòàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûìè. Íàèáîëåå

ñëîæíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòî ïðåæäå âñåãî îáóñëîâëåíî òåì,

÷òî ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èëè ðàñïðîñòðàíåíèå óæå ñóùåñòâó-

þùèõ ïîäõîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè íåâîçìîæíî. Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò îáðàùàòü-

ñÿ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ âñå ÷àùå. Ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ âûðîæäåííûõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîñâÿùåíû ðàáîòû Â.Ô. ×èñòÿêîâà, Ñ.Â. Ãàéäîìàê,

À.Â. Êåëëåð è äðóãèõ.

Àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ ñî-

çäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îñíîâàí-

íûõ íà ïîëóëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè, âîñòðåáîâàííûõ â ãèäðîäèíàìèêå, ãåîëîãèè ïðè èçó÷åíèè

ôèëüòðàöèè æèäêîñòè, â íåôòåäîáû÷å, â òåîðèè óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíà-

ìèêå è äðóãèõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò ê

íàïðàâëåíèþ, ñîçäàííîìó è âîçãëàâëÿåìîìó Ã.À. Ñâèðèäþêîì, îñíîâíûìè

ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è

ìåòîä âûðîæäåííûõ (ïîëó)ãðóïï îïåðàòîðîâ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñ-

ñëåäóåòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå

îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè. Â
öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R (1)

äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u, p ≥ 2. (2)

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = x(s, t) ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ ôèëüòðóþùåéñÿ æèä-

êîñòè; ïàðàìåòðû α, λ ∈ R+ õàðàêòåðèçóþò âÿçêèå è óïðóãèå ñâîéñòâà æèä-
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êîñòè ñîîòâåòñòâåííî; ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) îòâå÷àåò âíåøíåìó âîç-

äåéñòâèþ. Óñëîâèå Äèðèõëå (1) è óðàâíåíèå (2) îáðàçóþò ìîäåëü Îñêîë-

êîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîöåññ ôèëüòðàöèè âÿç-

êîóïðóãîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â äàííîé ìîäåëè óïðàâëåíèå âíåøíèì

âîçäåéñòâèåì (èñòîêè è ñòîêè æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî) íàïðàâëåíî íà äî-

ñòèæåíèå òðåáóåìîãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè â ïëàñòå ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòà-

ìè (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ äàâëåíèÿ ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè). Ðàçëè÷íûå

íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â ðàçíûõ àñïåêòàõ áûëè èññëå-

äîâàíû À.Ï. Îñêîëêîâûì1 â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà λ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðó-
ãîé æèäêîñòè. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà

C∞. Â öèëèíäðå Ω×R+ ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè

Êåëüâèíà � Ôîéãòà, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé Îñêîë-

êîâà

(1− κ∇2)xt = ν∇2x− (x · ∇)x− p+ u, ∇(∇ · x) = 0, (3)

ãäå p = ∇p � ãðàäèåíò äàâëåíèÿ; âåêòîð-ôóíêöèÿ x = x(s, t) = (x1, x2, ..., xn)

� âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè; u = u(s, t) = (u1, u2, ..., un) � âåêòîð îáúåìíûõ

âíåøíèõ ñèë, õàðàêòåðèçóþùèé âíåøíåå âîçäåéñòâèå; êîýôôèöèåíò ñèñòå-

ìû κ−1 � âðåìÿ ðåòàðäàöèè, õàðàêòåðèçóþùåå óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè;

ν ∈ R+ � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé âÿçêèå

ñâîéñòâà æèäêîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Óñëîâèå Äèðèõëå

(1) è óðàâíåíèå (3) îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæè-

ìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîöåññ äâèæåíèÿ æèä-

êîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Â äàííîé ìîäåëè óïðàâëåíèå

âíåøíèì âîçäåéñòâèåì íàïðàâëåíî íà äîñòèæåíèå ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòà-

ìè òðåáóåìîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ æèäêîñòè Êåëüâèíà � Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà). À.Ï. Îñêîëêîâ2

ïîñòðîèë òåîðèþ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè � Äèðèõëå äëÿ

íåâûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ (3) íà [0,+∞) â ñëàáîì ñìûñëå â ñëó÷àå n = 3.

Â ðàáîòå Ì.Î. Êîðïóñîâà è À.Ã. Ñâåøíèêîâà ðàññìîòðåí âîïðîñ ðàçðóøåíèÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîëêîâà ñ êóáè÷åñêèì èñòî÷íèêîì â êëàññå

ñëàáûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

1Îñêîëêîâ, À.Ï. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåëèíåéíûõ âÿçêîóïðóãèõ æèä-

êîñòåé / À.Ï. Îñêîëêîâ // Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ. � 1985. � Ò. 147. � Ñ. 110�119.
2Îñêîëêîâ, À.Ï. Î íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, âñòðå÷àþùèõñÿ

ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ âÿçêèõ æèäêîñòåé / À.Ï. Îñêîëêîâ // Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ. �

1976. � Ò. 59. � Ñ. 133�137.
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Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Õîôôà. Â öèëèíäðå Ω×R+

ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (1) äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(−λ−∆)xt + α1x+ α2x
3 + α2x

5 + ...+ αk−1x
2k−3 + αkx

2k−1 = u. (4)

Óðàâíåíèå (4) ïîëó÷åíî Í.Äæ. Õîôôîì3 â ñëó÷àå n = 1. Èñêîìàÿ ôóíê-

öèÿ x = x(s, t) ïîêàçûâàåò îòêëîíåíèå áàëêè îò âåðòèêàëè ïîä äåéñòâèåì

ïîñòîÿííîé íàãðóçêè λ ∈ R+. Ïàðàìåòðû αj ∈ R+, j = 1, ..., k, õàðàêòåðè-

çóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áàëêè; ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) ñîîòâåòñòâóåò

âíåøíåé (áîêîâîé, â ñëó÷àå n = 1) íàãðóçêå. Óñëîâèå Äèðèõëå (1) è óðàâ-

íåíèå (4) îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ôîðìû äâóòàâðîâîé

áàëêè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé λ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü íàèìåíüøåå âíåøíåå âîçäåéñòâèå (íàãðóçêó u(s, t)),

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî äâóòàâðîâàÿ áàëêà ïðèìåò òðåáóåìóþ ôîðìó. Îäíî-

çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ìîäåëè (1), (4) áûëà óñòàíîâëåíà

Ã.À. Ñâèðèäþêîì4.

Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè
èç äâóòàâðîâûõ áàëîê. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé

ãðàô G = G(V ; E), ãäå V = {Vi}Mi=1 � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1

� ìíîæåñòâî äóã. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ äóãà èìååò äëèíó lj > 0 è

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ dj > 0. Íà ãðàôå G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

−λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j + ...+ αk

jx
2k−1
j = uj

äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N.
(5)

Äëÿ óðàâíåíèé (5) â êàæäîé âåðøèíå Vi, i = 1,M , çàäàäèì êðàåâûå óñëîâèÿ∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0, (6)

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t), (7)

äëÿ âñåõ Er, Ej ∈ Eα(Vi), Eh, Em ∈ Eω(Vi), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãà-

ìè çàêîíîâ Êèðõãîôôà. Çäåñü ÷åðåç Eα(ω)(Vi) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî äóã ñ

íà÷àëîì (êîíöîì) â âåðøèíå Vi. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ xj = xj(s, t) ïîêàçûâà-

åò îòêëîíåíèå j-é áàëêè îò âåðòèêàëè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè

λ ∈ R+. Ïàðàìåòðû αi
j ∈ R+ õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà j-é áàë-

êè; ñâîáîäíûé ÷ëåí uj = uj(s, t) ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåé íàãðóçêå íà j-ûé

3Ho�, N.J. Creep Buckling / N.J. Ho� // Journal of the Aeronautical Sciences. � 1956. � � 7. � P. 1�20.
4Ñâèðèäþê, Ã.À. Êâàçèñòàöèîíàðíûå òðàåêòîðèè ïîëóëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Ñîáî-

ëåâà / Ã.À. Ñâèðèäþê // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 1993. � Ò. 57, � 3. � Ñ. 192�207.
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ýëåìåíò êîíñòðóêöèè. Êðàåâûå óñëîâèÿ (6), (7) è óðàâíåíèÿ (5) îáðàçóþò

ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ôîðìû äâóòàâðîâûõ áàëîê â êîíñòðóê-

öèè. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü íàèìåíüøóþ áîêîâóþ

íàãðóçêó uj(s, t)) íà j-ûé ýëåìåíò, ïðè ïîìîùè êîòîðîé êîíñòðóêöèÿ èç äâó-

òàâðîâûõ áàëîê ïðèìåò òðåáóåìóþ ôîðìó. Óðàâíåíèÿ Õîôôà íà ãðàôàõ5

âïåðâûå áûëè èçó÷åíû â ñëó÷àå k = 1.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå. Â öèëèíäðå Ω× R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå

Äèðèõëå (1) äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂t
(λx−∆x)−∆px+ α|x|p−2x = u, ∆px ≡

n∑
i=1

∂

∂si

(∣∣∣∣ ∂x∂si
∣∣∣∣p−2

∂x

∂si

)
, (8)

ãäå p > 2, α ≥ 0, ïðè÷åì îáëàñòü Ω çàíèìàåò ïîëóïðîâîäíèê, â êîòîðîì

èìååòñÿ èñòî÷íèê òîêà ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ è îí ≪çàçåìëåí≫. Óñëîâèå Äèðèõ-

ëå (1) è óðàâíåíèå (8) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå. Â äàííîé ìîäåëè óïðàâëåíèå âíåøíèì âîçäåéñòâèåì

íàïðàâëåíî íà äîñòèæåíèå ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè òðåáóåìîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå). Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ

çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (8) â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîñòè ïàðàìåòðà α áûëà èññëå-

äîâàíà Ì.Î. Êîðïóñîâûì è À.Ã. Ñâåøíèêîâûì6, è äîêàçàíû ðàçðåøèìîñòü

è åäèíñòâåííîñòü äàííîé çàäà÷è â ñëàáîì îáîáùåííîì ñìûñëå.

Îáîáùåííàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà. Â öèëèíäðå

Ω×R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (1) äëÿ îáîáùåííîãî ôèëüòðàöèîííîãî

óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u, p ≥ 2. (9)

Óðàâíåíèå (9) ïîëó÷åííî Å.Ñ. Äçåêöåðîì7. Çäåñü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x =

x(s, t) îòâå÷àåò ïîòåíöèàëó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëü-

òðóþùåéñÿ æèäêîñòè; ïàðàìåòðû α ∈ R+, λ ∈ R õàðàêòåðèçóþò ñðåäó;

ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ. Óñëîâèå

5Ñâèðèäþê, Ã.À. Óðàâíåíèÿ Õîôôà íà ãðàôå / Ã.À. Ñâèðèäþê, Â.Â. Øåìåòîâà // Äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ. � 2006. � Ò. 42, � 1. � Ñ. 126�131.
6Êîðïóñîâ, Ì.Î. Î ≪ðàçðóøåíèè≫ ðåøåíèÿ ñèëüíî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî

òèïà ñ äâîéíîé íåëèíåéíîñòüþ / Ì.Î. Êîðïóñîâ, À.Ã. Ñâåøíèêîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 2006. �

Ò. 79, � 6. � Ñ. 879�899.
7Äçåêöåð, Å.Ñ. Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä / Å.Ñ. Äçåêöåð // Äîêëàäû Àêàäåìèè

íàóê ÑÑÑÐ. � 1972. � Ò. 202, � 5. � Ñ. 1031�1033.
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Äèðèõëå (1) è óðàâíåíèå (9) ìîäåëèðóþò ïðîöåññ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè. Â

äàííîé ìîäåëè óïðàâëåíèå âíåøíèì âîçäåéñòâèåì (èñòîêè è ñòîêè æèäêîñòè

ñîîòâåòñòâåííî) íàïðàâëåíî íà äîñòèæåíèå ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè òðåáó-

åìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè (ìîäåëü ðåãóëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöè-

àëà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè).

Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (9) â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ èçó-

÷àëèñü Ã.À. Ñâèðèäþêîì è åãî ó÷åíèêàìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) → min, u ∈ Uad, (10)

ãäå ïàðû (x, u) óäîâëåòâîðÿþò ïîëóëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, kerL ̸= {0} (11)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè

x(0) = x0 (12)

èëè íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0. (13)

Çäåñü J(x, u) � íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë

ñòîèìîñòè; óïðàâëåíèå u ∈ Uad, ãäå Uad � íåêîòîðîå íåïóñòîå, çàìêíóòîå è

âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé U. Ðàññìàòðèâàåìûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è U ðåäóöèðóþòñÿ ê àáñòðàêòíîìó ïîëóëèíåé-

íîìó óðàâíåíèþ ñîáîëåâñêîãî òèïà (11), ÷òî ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü îáùèé

ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîãî êëàññà

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â äàííîé ïîñòàíîâêå èññëåäóåòñÿ âïåðâûå.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, àíàëèòè÷å-

ñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïîëóëèíåéíûõ

çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè è òåîðèè óïðóãîñòè ñ ðàçðàáîòêîé è ðåàëèçàöèåé â

âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ

äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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1. Èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿç-

êîóïðóãîé æèäêîñòè; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëü-

òðàöèè; îáîáùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü Õîôôà; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå; ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ôèëüòðàöèîííóþ ìîäåëü Áóññèíåñêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

2. Ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñè-

äîðîâà èëè Êîøè äëÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ñîáîëåâñêîãî òèïà. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

3. Èññëåäîâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

4. Ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ äëÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

5. Èññëåäîâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíà-

ìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà; ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëü-

òðàöèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòå-

ðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè

êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà èëè Êîøè; ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèØîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà èëè Êîøè; îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè

Áóññèíåñêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

6. Ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü êîìïëåêñ ïðîãðàìì íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè äëÿ ìîäåëåé, îñíîâàí-

íûõ íà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà.

7. Ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü êîìïëåêñ ïðîãðàìì íàõîæäåíèÿ ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà �

Ñèäîðîâà èëè Êîøè äëÿ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ

ñîáîëåâñêîãî òèïà.

8. Ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ

çàäà÷, ïîäòâåðæäàþùèõ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòî-

äîâ, ïîäõîäîâ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âïåðâûå ïðîâåäåíû àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåí-

íîå èññëåäîâàíèÿ ïîëóëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðî-

öåññû óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îñíîâàííûå íà ïîëó-

ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî òèïà, è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â íèõ.

Ñîçäàíà òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ìî-

äåëåé: äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è

Êîøè è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì, áèëèíåéíûì

îïåðàòîðîì.

Âïåðâûå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé; ïðèâåäåíû

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íèõ. Ïî-

ëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñèñòåìíî èññëåäîâàòü êëàññ

èçó÷àåìûõ ìîäåëåé è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê îáøèðíîìó êëàññó çàäà÷ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:

Ðàçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèå èäåè

ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà, äåêîìïîçèöèè è ìíîãîìåðíîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

ñ ïàìÿòüþ, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè. Óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó.

Â îáëàñòè êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì:

Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêî-

ãî òèïà íà îòðåçêå, ïðÿìîóãîëüíèêå, êðóãå, ãðàôå, à òàêæå êîìïëåêñ ïðî-

ãðàìì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå

ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè è ìíîãîìåðíîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ.

Ðàçðàáîòàííûå êîìïëåêñû ïðîãðàìì ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ çàäà÷, èññëåäîâàòü ýôôåêòèâ-

íîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäîâ, ïîäõîäîâ.

Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû

àâòîðîì ëè÷íî. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíà ïîëíû-

ìè äîêàçàòåëüñòâàìè âñåõ óòâåðæäåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîâðåìåííîìó

óðîâíþ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Èññëåäóåìûå â äèññåð-
òàöèè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáúåäèíåíû îäíèì êëàññîì ìàòåìàòè÷åñêèõ
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çàäà÷, äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíà çàâåðøåííàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûìè è

p-êîýðöèòèâíûìè èëè áèëèíåéíûì îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷åííûå äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èëè çà-

äà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òè-

ïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì èëè áèëèíåéíûì îïåðàòîðàìè ðàç-

âèâàþò òåîðèþ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà è òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé íà ãðàôàõ.

Èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óêàçàííîãî

âûøå êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàçðàáîòàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñõîäèìîñòè

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó âíîñÿò âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû ê

èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû óïðóãîñòè,

ôèëüòðàöèè, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Êîìïëåêñíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èññëåäîâàíèè èçó÷àåìûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷: ìîäåëè Îñêîëêîâà è Áóññèíåñêà � â ãèäðîäèíàìèêå, ãåîëîãèè

ïðè èçó÷åíèè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè, â íåôòåäîáû÷å; ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-

äåëè Õîôôà, äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê � â òåîðèè

óïðóãîñòè; ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷å-

ñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå � â ýëåêòðîäèíàìèêå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ñîçäàþò îñíîâó äëÿ èññëåäîâàíèÿ äðóãèõ ïîëóëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ ìî-

äåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåàëèçîâàíû â âèäå êîì-

ïëåêñà ïðîãðàìì (Maple 18.0, C++), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëè ïðîâåäåíû

âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðåäñòàâëåíû âîçìîæíîñòè ïðåäëàãàåìûõ

ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïîñòðîåí

íà ìîäóëüíîé îñíîâå, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìîäóëè ïðè ðàçðàáîòêå

äðóãèõ ïðîãðàìì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ ìåòî-

äîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè

(11), (12) è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (11), (13) ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåò-

ñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ãëàâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îñ-
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íîâû êîòîðîãî áûëè ðàçðàáîòàíû Ã.À. Ñâèðèäþêîì è Ò.Ã. Ñóêà÷åâîé8. Äëÿ

èçó÷åíèÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è çàäà÷èØîóîëòåðà

� Ñèäîðîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (11) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-

ëåííûì, ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì L è s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì

îïåðàòîðîìM íàðÿäó ñ ìåòîäîì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ìîíîòîííîñòè, à ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé � ìîäèôèöèðîâàí-

íûé ìåòîä Ãàëåðêèíà. Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (11) ñ áèëèíåéíûì îïåðàòîðîìM íà-

ðÿäó ñ ìåòîäîì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìîíîòîííîñòè â

ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì êîìïàêòíîñòè.

Èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(10) � (12) è (10), (11), (13) îïèðàåòñÿ íà ìåòîä ìîíîòîííîñòè è êîìïàêòíî-

ñòè. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà

Ãàëåðêèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äåêîìïîçèöèè. Îí ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü

ê ðàññìîòðåíèþ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è, â êîòîðîé èñõîäíîå óðàâíåíèå ñîñòî-

ÿíèÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî ñîñòîÿíèÿ x

óðàâíåíèé. Äàëåå ïðèìåíÿþòñÿ èçâåñòíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíà-

ëà íà çàäàííîì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàí

ìåòîä, â êîòîðîì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå, íà-

ëàãàåìîå íà ñèñòåìó. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà íà ìíî-

æåñòâå äîïóñòèìûõ ïàð ≪óïðàâëåíèå � ñîñòîÿíèå≫ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ìíî-

ãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ

èäåé àëãîðèòìà, ðàçðàáîòàííîãî À.Â. Êåëëåð.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà
VI ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

àêàä. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, ≪Ëàâðåíòüåâñêèå ÷òåíèÿ ïî ìàòåìàòèêå, ìåõàíèêå

è ôèçèêå≫ (Íîâîñèáèðñê, 2005), Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ≪Ìà-

òåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà≫ (×åëÿáèíñê, 2006), Ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè ≪Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà≫ (Ìîñêâà, 2006), Ìåæäóíà-

ðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ïîñâÿùåííîé 100-

ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ß.Á. Ëîïàòèíñêîãî (Ëüâîâ, Óêðàèíà, 2006), Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé

è ïðèëîæåíèÿ≫, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàä. È.Í. Âåêóà

(Íîâîñèáèðñê, 2007), X âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðî-

ìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2009), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Âîðî-

8Ñâèðèäþê, Ã.À. Ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà îäíîãî êëàññà îïåðàòîðíûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà

Ñîáîëåâà / Ã.À. Ñâèðèäþê, Ò.Ã. Ñóêà÷åâà // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 1990. � Ò. 26, � 2. �

Ñ. 250�258.
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íåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà≫ (Âîðîíåæ, 2012), Âñåðîññèéñêîì

íàó÷íîì ñåìèíàðå ≪Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè≫,

ïîñâÿùåííîì 65-ëåòèþ ïðîô. Â.Í. Âðàãîâà (ßêóòñê, 2010), Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè ≪Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìå-

õàíèêè: òåîðèÿ, ýêñïåðèìåíò è ïðàêòèêà≫, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ

ðîæäåíèÿ àêàä. Í.Í. ßíåíêî (Íîâîñèáèðñê, 2011), Âñåðîññèéñêîé êîíôå-

ðåíöèè ≪Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ≫, (Ñàìàðà, 2011),

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷èâûõ çà-

äà÷≫, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Â.Ê. Èâàíîâà (Åêàòåðèíáóðã, 2011), XIII âñåðîñ-

ñèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ìîñêâà,

2012), Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ≪Èçìåðåíèÿ: ñî-

ñòîÿíèå, ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ≫ (×åëÿáèíñê, 2012), XXIII íàöèîíàëüíîì

íàó÷íîì ñèìïîçèóìå ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ≪Metrology and Metrolo-

gy Assurance 2013≫ (Ñîçîïîëü, Áîëãàðèÿ, 2013), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè ≪Ìåæäóíàðîäíàÿ ëåòíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïàìÿòè Â.À. Ïëîò-

íèêîâà≫ (Îäåññà, Óêðàèíà, 2013), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæå-

íèé≫, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê,

2013), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ≪Semigroups of Operators: Theory and

Applications≫ (Áæåäëåâî, Ïîëüøà, 2013), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2014),

XII âñåðîññèéñêîì ñîâåùàíèè ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (Ìîñêâà, 2014), Âñå-

ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ≪Àëãîðèòìè÷åñêèé àíà-

ëèç íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷≫, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Â.Ê. Èâàíîâà (×åëÿáèíñê,

2014), Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ≪Âûðîæäåííûå ïîëóãðóïïû è ïðîïàãà-

òîðû óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà≫ (×åëÿáèíñê, 2014), XV âñåðîññèéñêîì

ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2014).

Ðÿä ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûë ïðåäñòàâëåí è îá-

ñóæäåí íà ñåìèíàðàõ ïðîôåññîðà Ã.À. Ñâèðèäþêà â Þæíî-Óðàëüñêîì ãîñó-

äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ã. ×åëÿáèíñê), ïðîôåññîðà À. Ôàâèíè â Áîëîí-

ñêîì óíèâåðñèòåòå (ã. Áîëîíüÿ, Èòàëèÿ).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðåäñòàâëåíû è îáñóæ-

äåíû íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ≪Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ

ïðèëîæåíèÿ≫, (Ñàìàðà, 2015), íà XVI âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðè-

êëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (×åëÿáèíñê, 2015), ñåìèíàðå ïðîôåñ-

ñîðà Ñ.È. Êàä÷åíêî â Ìàãíèòîãîðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì óíè-

âåðñèòåòå èì. Íîñîâà (ã. Ìàãíèòîãîðñê).
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Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàòàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 57 íàó÷íûõ

ðàáîò, â òîì ÷èñëå: 16 ñòàòåé [1 � 16] îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, èç íèõ

7 ñòàòåé [1, 3, 4, 9, 12, 13, 15] � â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ áàçîé äàííûõ

Scopus, à òàêæå 4 ñâèäåòåëüñòâà î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì [18 � 21]. Èç ñîâ-

ìåñòíûõ ðàáîò [1 � 3, 6 � 11, 15, 16, 27, 28, 30] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì ëè÷íî.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáúåìîì 255

ñòðàíèö ñîäåðæèò ââåäåíèå, ïÿòü ãëàâ, çàêëþ÷åíèå, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñîê

ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùèé 220 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàþòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è, îïðåäåëÿþòñÿ öåëü è çàäà÷è ðàáîòû, äàåòñÿ îáçîð ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìàòèêå äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòî-

ðûå ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà, è

ñîñòîèò èç äåâÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì è âòîðîì ïàðàãðàôàõ ñîäåðæàò-

ñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, î ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ, èñïîëüçóåìûå â

äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè è ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äàííûå

ïàðàãðàôû íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí

èññëåäîâàíèþ ìîðôîëîãèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (11) â ýâîëþ-

öèîííîì è äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî, îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj,B
∗
j), j =

1, k, k ∈ N � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâ-

íûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü L ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé,

ñàìîñîïðÿæåííûé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð,

÷åé îðòîíîðìàëüíûé (â ñìûñëåH) íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {φk} îáðàçó-
åò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H, à M ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñèì-

ìåòðè÷íûé, 2-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü Nj ∈ Cr(Bj;B
∗
j), r ≥ 1, j =

1, k � s-ìîíîòîííûå è pj-êîýðöèòèâíûå îïåðàòîðû, ãäå pj ≥ 2 è pk = max
j

pj,

èìåþùèå ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïóñòü âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗
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ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ñäåëàåì äîïóùåíèå:

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ), (14)

çäåñü îïåðàòîð Q � ïðîåêòîð âäîëü coker L íà im L. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M =

 {x ∈ H : (I−Q)Mx+ (I−Q)
k∑

j=1

Nj(x) = (I−Q)u}, åñëè kerL ̸= {0};

H, åñëè kerL = {0}.

Òåîðåìà 1. (1.3.1)9 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (14), òîãäà ìíîæåñòâî M

åñòü áàíàõîâî Cr-ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùååñÿ âäîëü

kerL íà coim L âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè íóëü.

Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé. Ïóñòü âëîæåíèÿ

Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ H ↪→ H∗ ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k

ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M =

{x ∈ Bk : (I−Q)Mx+ (I−Q)
k∑

j=1

Nj(x) = (I−Q)u}, åñëè kerL ̸= {0};

Bk, åñëè kerL = {0},

çäåñü Q � ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà B∗
k âäîëü coker L íà im L, ãäå im L çàìû-

êàíèå im L â òîïîëîãèè B∗
k.

Òåîðåìà 2. (1.3.2) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (14), òîãäà ìíîæåñòâî M

åñòü áàíàõîâî Cr-ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùååñÿ âäîëü

kerL íà B̃k = coim L ∩ Bk âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷-

êè íóëü.

Ïàðàãðàôû ñ ÷åòâåðòîãî ïî äåâÿòûé ñîäåðæàò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäî-

âàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè (1), (2);

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè

(1), (3); îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà (1), (4); îáîáùåííîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (5) �

(7); ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíè-

êå (1), (8); îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà

(1), (9). Ïðîâîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ê

àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ (11), è ñòðîÿòñÿ ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèé.

9Â ñêîáêàõ óêàçàíà íóìåðàöèÿ â äèññåðòàöèè.
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Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò øåñòü ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
àáñòðàêòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí

èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (11), (12) äëÿ äèíàìè÷åñêîãî è

ýâîëþöèîííîãî ñëó÷àåâ. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîñòðîèì ïðî-

ñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 1. (2.1.1) Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò (12).

Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è(11), (12). Äëÿ ýòî-

ãî âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê,
÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL, dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå

ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11), (12) â âèäå

xm(t) =
m∑
i=1

ai(t)φi, m > l, (15)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé:⟨
L
dxm

dt
, φi

⟩
+

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , ⟨xm(0)− x0, φi⟩ = 0,

xm(0) → x0 ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå H.

Òåîðåìà 3. (2.1.1) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) òàêèõ, ÷òî

âûïîëíåíî (14), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (11), (12).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u. (16)
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Òåîðåìà 4. (2.1.2) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) òà-

êèõ, ÷òî âûïîëíåíî (14), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è

(12), (16).

Âòîðîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Øîóîë-

òåðà � Ñèäîðîâà (11), (13) è (13), (16). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü

kerL íà coim L. Ïîëîæèì x1 = Px0 ∈ coim L. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;Bk), ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)}.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ x ∈
X1 çàäà÷ (11), (13) è (13), (16) äëÿ ëþáîãî x0 ∈ H äëÿ äèíàìè÷åñêîãî è

ýâîëþöèîííîãî ñëó÷àåâ.

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïàðàãðàôû ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñè-

äîðîâà äëÿ äèíàìè÷åñêîãî è ýâîëþöèîííîãî ñëó÷àåâ. Ðàññìîòðèì äèíàìè-

÷åñêèé ñëó÷àé. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âëîæåíèå H b H êîìïàêòíî. Ïîñòðî-

èì ïðîñòðàíñòâî U = L2(0, T ;H
∗) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U íåïóñòîå,

çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (10), (11), (13), ãäå ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt, β ∈ (0, 1),

çäåñü zd = zd(t) � òðåáóåìîå ñîñòîÿíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. (2.3.1) Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X1 × Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (10), (11), (13), åñëè

J(x̃, ũ) = min
(x,u)

J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X1 × Uad óäîâëåòâîðÿþò (11), (13) â ñìûñëå îïåðåäåëåíèÿ

1; âåêòîð-ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 5. (2.3.1) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(10), (11), (13).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U1 = Lqk(0, T ;B
∗
k) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå

U1 íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî U1
ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (10), (13), (16) ñ ôóíêöèîíàëîì øòðàôà

J(x, u) = β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥qkB∗
k
dt, β ∈ (0, 1).
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Òåîðåìà 6. (2.3.2) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(10), (13), (16).

Ïðè ðàññìîòðåíèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Êîøè íåîáõîäèìî íà ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå. Ðàññìîò-

ðèì äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U2 = {u ∈ L2(0, T ;H
∗) :

(I−Q)u = 0, t ∈ (0, T )} è ïðîñòðàíñòâî U3 = {u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) : (I−Q)u =

0, t ∈ (0, T )}; îïðåäåëèì U2
ad ⊂ U2 è U3

ad ⊂ U3 � íåïóñòûå, çàìêíóòûå, âû-

ïóêëûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(10) � (12) è (10), (12), (16).

Â ïÿòîì è øåñòîì ïàðàãðàôàõ ñîäåðæàòñÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ áèëèíåé-

íûì îïåðàòîðîì è íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà.

Ïóñòü âëîæåíèÿ H ↪→ H ↪→ H∗ ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå

H b H êîìïàêòíî; L ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñàìîñîïðÿ-

æåííûé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ÷åé îðòî-

íîðìàëüíûé (â ñìûñëå H) íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {φk} îáðàçóåò áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå H;M ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, 2-êîýðöèòèâíûé

îïåðàòîð; áèëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð B : H× H → H∗ òàêîé, ÷òî

| < B(x, y), z > | ≤ CB∥x∥H∥y∥H∥z∥H ∀x, y, z ∈ H;

< B(x, y), z >= − < B(x, z), y > ∀x, y, z ∈ H; < B(y, x), x >= 0 ∀y, x ∈ H.

Ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

L
.
x +Mx+B(x, x) = u. (17)

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 3. (2.5.1) Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) íà-

çîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
dx

dt
, w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+ ⟨B(x, x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(18)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà,

åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (13).
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Òåîðåìà 7. (2.5.1) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (13), (17).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé U = L2(0, T ;H
∗) è îïðåäåëèì â ïðî-

ñòðàíñòâå U íåïóñòîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad.

Òåîðåìà 8. (2.6.1) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(10), (13), (17).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè, äåôîðìàöèè è ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ è ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðå-

çóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

{φk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ

ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè. Äîêàçàíû òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ èçó÷àåìîé ìîäåëè, íàéäåíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïî-

ñòðîåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 9. (3.1.3) Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2 + 4
n−2 èëè

n = 2, p ∈ (1,+∞), òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈
◦
W 1

2(Ω), T ∈ R+ ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (1), (2), (10), (13).

Òåîðåìà 10. (3.1.5) Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2 + 4
n−2 èëè

n = 2, p ∈ (1,+∞), åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (10), òî

ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ L∞(0, T ; coimL)∩L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)) òàêàÿ,

÷òî

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u,

(−λ+∆)yt − α∆y + (p− 1)|x|p−2y = (−∆)(x(u)− zd), (s, t) ∈ QT ,

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (−λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

(y +N(−∆)−1(u))(v − u)dsdt ≥ 0 ∀v ∈ Uad ⊂ L2(0, T ;W
−1
2 (Ω)).
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Õîôôà. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîá-

ùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ èçó÷àåìîé ìî-

äåëè, íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîñòîðåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê.

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ èçó÷àåìîé ìîäåëè, íàé-

äåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ, ïîñòîðåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â

ñëó÷àå k = 1. Ïóñòü H = {x = (x1, x2, ..., xj, ...) : xj ∈ W 1
2 (0, lj) è âûïîëíåíî

óñëîâèå (7)}, Uad ⊂ L 2k
2k−1

(0, T ;L 2k
2k−1

(G)).

Òåîðåìà 11. (3.4.3) Ïóñòü λ + a ≤ µ1, α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k, òîãäà ïðè

ëþáûõ x0 ∈ H ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (5) � (7), (10),

(13).

Òåîðåìà 12. (3.4.5) Ïóñòü λ+ a ≤ µ1, α
1
j , α

2
j ∈ R+, åñëè u � îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå â çàäà÷å (10), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩
L2(0, T ;H) òàêîé, ÷òî

−λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j = uj, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N,

λyjt+ yjtss+α1
jyj +α2

j3x
2
jy = (xj − zjd)

3, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N,∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0,

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t),∑
j:Ej∈Eα(Vi)

djyjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

dryrs(lr, t) = 0,

yr(0, t) = yj(0, t) = yh(lh, t) = ym(lm, t),

(λ+∆)(xj(s, 0)− x0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj),
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(λ+∆)(yj(s, T )− y0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj),

T∫
0

φ(t)

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(yj + u
1
3

j )(vj − uj)ds

 dt ≥ 0 ∀v ∈ Uad.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò èçó÷åíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîä-

íèêå. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîáùåí-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ èçó÷àåìîé ìîäåëè,

íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ, ïîñòîðåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 13. (3.5.3) Ïóñòü λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈
◦
W 1

p(Ω) ñóùå-

ñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (1), (8), (10), (13).

Òåîðåìà 14. (3.5.5) Ïóñòü λ ≥ −λ1, åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â

çàäà÷å (10), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L∞(0, T ; coimL)∩Lp(0, T ;
◦
W 1

p(Ω))

òàêîé, ÷òî
∂

∂t
(λx−∆x)−∆px+ αλ|x|p−2x = u,

∂

∂t
(−λ+∆)y − ∂

∂si
((p− 1)|xsi|p−2)y + α(p− 1)|x|p−2y =

=
n∑

i=1

∂

∂si
(| ∂
∂si

(x(u)− zd)|p−1)sign(
∂

∂si
(x(u)− zd)),

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (λ−∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

y(u− v)dsdt+

T∫
0

∥u∥q−1

W−1
q (Ω)

(∥u∥W−1
q (Ω))

′
u(v − u)dt ≥ 0

∀v ∈ Uad ⊂ Lq(0, T ;W
−1
q (Ω)).

Â øåñòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà (1), (9). Äîêàçàíû òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ èçó÷àåìîé ìîäåëè, íàéäåíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïî-

ñòîðåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
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×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò âîñåìü ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà ïîñòðîå-

íèþ àëãîðèòìîâ è îïèñàíèþ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èçó÷åííûõ â ãëàâàõ 2 è 3. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå

èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè äëÿ ïîëóëèíåéíîé çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (10), (11), (13). Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (10), (11), (13)

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u, x(u, v) = v,

L(x(0)− x0) = 0, u ∈ Uad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk),

(19)

Jθ(x, u, v) = θ · β
T∫

0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+

+(1− θ) · β
T∫

0

∥v(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− β)

T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt → inf .

(20)

Òåîðåìà 15. (4.1.2) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

çàäà÷è (19), (20).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä øòðàôà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (19), (20). Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè

äàííîãî ìåòîäà. Ðàññìîòðèì

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(v) = u, L(x(0)− x0) = 0,

u ∈ Uad, v ∈ Lpk(0, T ;Bk),

(21)

è çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ

Jε
θ (x, u, v) → inf, (22)

çäåñü ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàí â âèäå

Jε
θ (x, u, v) = θ · β

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ (1− θ) · β

T∫
0

∥v(t)− zd(t)∥2Bk
dt+

+(1− β)
T∫
0

∥u(t)∥2H∗ dt+ rε

T∫
0

∥x(t)− v(t)∥2H dt, θ ∈ (0, 1),

ãäå x(t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (21), à ïàðàìåòð øòðàôà rε → +∞ ïðè ε → 0+.
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Òåîðåìà 16. (4.2.1) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, ε > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

(xε, vε, uε) çàäà÷è (21), (22).

Òåîðåìà 17. (4.2.2) Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ è ïðè ε → 0+ ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vε, uε} òàêàÿ, ÷òî

vε → ṽ, uε → ũ,

ãäå ïàðà (ṽ, ũ) = (x̃, ũ) � ðåøåíèå çàäà÷è (10), (11), (13).

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà-

õîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (11) íà îñíîâå ìåòîäîâ ôà-

çîâîãî ïðîñòðàíñòâà è Ãàëåðêèíà. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçðàáîò-

êå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (10) �

(12) è (10), (11), (13) íà îñíîâå ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè è øòðàôà, ðàçðà-

áîòàííûõ â ïï. 4.1 è 4.2, è ìåòîäîâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, Ãàëåðêèíà è

Ðèòöà. Ïðèâåäåì àëãîðèòì äàííîãî ìåòîäà. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(19), (20) áóäåì èñêàòü â âèäå

x̃(s, t) =
m∑
i=1

ai(t)φi(s), ṽ(s, t) =
m∑
i=1

vi(t)φi(s), ũ(s, t) =
m∑
i=1

ui(t)φi(s).

Ïîäñòàâèì ãàëåðêèíñêèå ñóììû â óðàâíåíèå (19). Çàòåì ñêàëÿðíî óìíîæèì

ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φi(s), i = 1, ...,m, â H è

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

⟨Lx̃t, φi⟩+ ⟨Mx̃, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(ṽ), φi

⟩
= ⟨ũ, φi⟩ , i = 1, ...,m. (23)

Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (23) ìîãóò ïîëó÷èòü-

ñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èëè àëãåáðàè÷åñêèìè. Èç ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû

àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè âûðàçèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ai(t), i =

1, ...,m, â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè x̃(s, t) = xm(s, t) ÷åðåç vi(t), i = 1, ...,m,

ui(t), i = 1, ...,m.

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

ïîëó÷èâøååñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ x̃(s, t), ṽ(s, t), ũ(s, t) â ôóíêöèîíàë ñòîèìî-

ñòè. Çàòåì, îïèðàÿñü íà ìåòîä Ðèòöà, áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå vi(t), i =
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1, ...,m, ui(t), i = r, ...,m, â âèäå

vi(t, N) =
N∑
n=1

bn sin(
πnt

l
), ui(t, N) =

N∑
n=1

cn sin(
πnt

l
) (24)

èëè

vi(t, N) =
N∑
n=0

bnt
n, ui(t, N) =

N∑
n=0

cnt
n, (25)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû bn è cn òàê, ÷òîáû ôóíêöèè vi(t, N), ui(t, N) äîñòàâ-

ëÿëè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè 2(N + 1) ·m ïåðåìåííûõ.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (10) � (12) è (10), (11), (13) íà îñíîâå ìåòîäà

ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ. Øåñòîé ïàðàãðàô ñîäåð-

æèò îïèñàíèå ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäå-

ëåé ôèëüòðàöèè è äåôîðìàöèè. Ñåäüìîé è âîñüìîé ïàðàãðàôû ñîäåðæàò

îïèñàíèå ïðîãðàìì ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫, ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî

òèïà≫, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé è çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè,

äåôîðìàöèè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â íåé

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ è ðå-

àëüíûõ çàäà÷. Èññëåäîâàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ è àëãîðèòìîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ (1), (2), (10), (13) â ñëó÷àå

n = 2, λ = −2, α = 1, T = 1, θ = 1
2 , β = 99

100 , ε = 1
10 , m = 2, N = 3, x0 =

2

π
((sin s1 sin s2 + 2 sin(2s1) sin(s2) + sin(2s1) sin(2s2) + 2 sin(s1) sin(2s2)) ,

zd(s1, s2, t) =
2

π
(sin s1 sin s2 + (t+ 2) sin(s1) sin(2s2) + sin(2s1) sin(2s2)+

+(t2 + 2) sin(2s1) sin(s2)
)
.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè≫ áûëè íàéäåíû
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êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jε
θ = 7.259320. Ãðàôè-

êè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (x̃(s, t), ṽ(s, t), ũ(s, t)) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1 è 2.

Íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïëàíîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû zd(s1, s2, t) â èíòåãðàëüíîì

ñìûñëå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x̃(s1, s2, t), à ôóíêöèè

x̃(s1, s2, t) è ṽ(s1, s2, t) áëèçêè äðóã ê äðóãó.

à) á) â)
Ðèñ. 1. Ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), (10), (13): a) ôóíêöèÿ

x̃(s1, s2, 1); á) ôóíêöèÿ ṽ(s1, s2, 1); â) ôóíêöèÿ ũ(s1, s2, 1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), (10), (13) ïðè t = 1 è s2 =
7π
8

Ïðèìåð 2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (4), (10),
(13) â ñëó÷àå λ = 1, α = 1, α1 = 2, l = π, T = 1, θ = 1

2 , β = 99
100 , ε = 1

10 ,

x0(s) =
√

2
π(sin s+2 sin(2s)+ 2 sin(3s)), zd(s, t) =

√
2
π(sin s+(t+2) sin(2s)+

+(t2+2) sin(3s)),m = 3,N = 3. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû áûëè íàéäå-

íû êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jε
θ = 4.098527. Ãðà-

ôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (x̃(s, t), ṽ(s, t), ũ(s, t)) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.

Ïðîâåäåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâåò, ÷òî ïëàíîâûé ïðîôèëü áàëêè zd(s, t)
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â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî x̃(s, t), à x̃(s, t) è

ṽ(s, t) áëèçêè äðóã ê äðóãó.

à) á) â)
Ðèñ. 3. Ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (4), (10), (13): a) ôóíêöèÿ x̃(s, t);

á) ôóíêöèÿ ṽ(s, t); â) ôóíêöèÿ ũ(s, t)

Ïðèìåð 3. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5) � (7),

(10), (13) íà îðèåíòèðóåìîì ãðàôåG, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñî-

åäèíåííûõ ðåáåð â ñëó÷àå òðåõ âåðøèí è k = 1, λ = 0, α1 = α2 = 1, β = θ =
1
2 , ε = 1

10 , d1=1, d2= 1, l1=π, l2=π, N =2, x01(s) = 0.225676 cos s, x02(s) =

−0.225676 cos s, z1d(s) = 0.225676(t2 + 1) cos s, z2d(s) = −0.225676(t2 +

+1) cos s. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûëè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû óïðàâ-

ëåíèÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jε
θ = 0.758280. Ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ (x̃1(s, t), ṽ1(s, t), ũ1(s, t)) è (x̃2(s, t), ṽ2(s, t), ũ2(s, t)) èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 4. Ïðîâåäåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâåò, ÷òî ïëàíîâûå ïðîôèëè áàëîê

zd1(s, t), zd2(s, t) â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò îïòèìàëüíûõ

ïðîôèëåé x̃1(s, t), x̃2(s, t).

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), (9), (10), (13) â ñëó÷àå λ = −1, p = 4,

T = 1, θ = 1
2 , m = 5, N = 5, θ = 1

2 , x0(s) = 2 sin(s) + sin(2s) + sin(5s)),

zd(s, t) = 0.25 sin s+(t2+1) sin(2s)+ 0.6t3 sin(3s)+ 2t sin(4s)+ sin(5s). Â ðå-

çóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ≪×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà≫ áûëè íàéäåíû

êîýôôèöèåíòû óïðàâëåíèÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J = 3.971911. Ãðàôè-

êè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̃(s, t) è ïëàíîâîå ñîñòîÿíèå zd(s, t) â ìîìåíò

âðåìåíè t = 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ýô-

ôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.
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à) á) â)
Ðèñ. 4 Ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) � (7), (10), (13): a) ôóíêöèè x̃1(s, 1),

x̃2(s, 1), zd1(s, 1), zd2(s, 1); á) ôóíêöèè x̃1(s, 1), x̃2(s, 1), ṽ1(s, 1), ṽ2(s, 1); â) ôóíêöèè

ũ1(s, 1), ũ2(s, 1)

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (9), (10), (13) ïðè t = 1 è s2 =
7π
8

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
Â ðàìêàõ ðàçâèòèÿ êà÷åñòâåííûõ è ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíî-

ñòè) ïîëó÷åíû:

1. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà.

2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Õîôôà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòå-

27



ðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ.

4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ

áàëîê ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè.

5. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïî-

ëóïðîâîäíèêå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè;

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

6. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îáîá-

ùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà èëè Êîøè; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

7. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îñíîâàííûõ íà ïîëóëèíåéíîì óðàâíåíèè ñîáîëåâñêîãî

òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì, ñ áèëèíåéíûì îïåðà-

òîðîì.

Â ðàìêàõ ðàçðàáîòêè, îáîñíîâàíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõ-

íîëîãèé (ï. 3 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè) ïîëó÷åíû:

8. Ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé êàê çàäà÷ Êîøè èëè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ïîëóëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðà-

òîðîì.

9. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

íà îñíîâå ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è

p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì.

10. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì

îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè.

11. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-

ðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì

îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîøàãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïà-

ìÿòüþ.

Â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â

âèäå êîìïëåêñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ï. 4 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè) ïîëó÷åíû:
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12. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-

ñëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñî-

áîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì íà îòðåçêå,

íà ãðàôå, â ïðÿìîóãîëüíèêå, â êðóãå.

13. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-

ñëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçè-

öèè.

14. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-

ñëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîøà-

ãîâîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ ïàìÿòüþ.
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