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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В настоящее время большое число работ посвящено
изучению эволюционных математических моделей в различных прикладных
задачах, в частности, в области гидродинамики, теории фазовых переходов, а
также при описании процессов распада фаз вещества. Примерами таких моде-
лей являются:

Математическая модель Дзекцера1

(λ−∆)
∂u

∂t
= (β∆− α∆2)u+ f(t) (1)

u = ∆u = 0 на ∂Ω× [0, τ ],

описывающая эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости, пред-
ставляющая большой практический интерес в теории движения грунтовых вод.

Обобщенная модель Фишера – Колмогорова2, основанная на уравне-
нии вида

∂u

∂t
= −γ∆2u+ ∆u+ f(u), (x, t) ∈ Ω× (0, τ ], (2)

с граничным условием
∂u

∂n
=
∂∆u

∂n
= 0 на ∂Ω× [0, τ ],

где f(u) = u − u3, τ > 0 и γ > 0 – коэффициент гипердиффузии. Уравнение
(2) является обобщением классического уравнения Фишера – Колмогорова при
γ = 0.

Модель диффузии четвертого порядка3 с постоянным коэффициентом
диффузии, основанная на уравнении

∂u

∂t
= −∆2u (3)

с граничным условием u = ∆u = 0 на ∂Ω× [0, τ ].
Математическая модель Кана – Хилларда4

∂u

∂t
= ∆[F ′(u)− ε2∆u], (4)

u = ∆u = 0 на ∂Ω× [0, τ ],

1Дзекцер, Е.С. Обобщение уравнения движения грунтовых вод со свободной поверхностью / Е.С. Дзек-
цер // ДАН СССР. – 1972. – Т. 202, № 5. – С. 1031–1033.

2Collet, P. Instabilities and Fronts in Extended Systems / P. Collet, J.P. Eckmann. – Princeton; N.-Y: Princeton
University Press, 1980.

3Allen, S.M. A microscopic theory for antiphase boundary motion and its application to antiphase domain
coarsening / S.M. Allen, J.W. Cahn // Acta Metall. – 1979. – № 27. – P. 1085–1095.

4Cahn, J.W. Free energy of a nonuniform system / J.W. Cahn, J.E. Hilliard // Journal of Chemical Physics. –
1958. – V. 28, № 2. – P. 258–267.
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которая описывает процесс разделения фаз, т.е. механизм с помощью которого
смесь двух или более веществ, разделяется на отдельные области с различным
химическим составом и физическими свойствами.

Все математические модели, основанные на уравнениях (1), (2), (3) и (4),
могут быть представлены как граничные задачи для уравнения вида

Qn(∆)ut = Rs(∆)u+ f, (5)

где Qn(∆), Rs(∆) многочлены степени n, s ∈ N от оператора Лапласа
∆ : Wm+2

q (Ω)→ Wm
q (Ω), а Wm

q (Ω) – пространства Соболева, q≥1, m∈{0} ∪N.
Здесь Ω ограниченная область в Rd с бесконечно гладкой границей ∂Ω. Вектор-
функция f описывает внешнее воздействие на систему. Отметим, что во всех
приведенных моделях n < s.

Одним из наиболее часто используемых подходов исследования уравнений
вида (5) является метод, который опирается на разложение искомой функции
по собственным функциям оператора Лапласа и ее представлении с помощью
коэффициентов этого разложения. В силу чего можно рассматривать аналог
уравнения (5) в пространствах последовательностей (из коэффициентов ряда
Фурье). Более того, для таких пространств возможно расширить множества
значений параметров. Например, для пространств последовательностей `q воз-
можен случай 0 < q < 1 (когда пространство квазибанахово), который в про-
странствах функций рассматривать невозможно5. Преимущества использова-
ния квазинормированных пространств также отмечались при решении некото-
рых технических задач6. Исследованию математических моделей именно в ква-
зибанаховых пространствах последовательностей посвящена диссертация, что
отличает ее от предшествующих работ.

Самостоятельный интерес к таким пространствам, как к объекту исследо-
вания, появился сравнительно недавно, примером этого могут служить рабо-
ты А.Б. Александрова7, В.Л. Крепкогорского8, Н. Кэлтона9, кроме того, такие
пространства возникают при исследовании абелевых групп в работе Й. Берга,
Й. Лефстрема2, и при решении прикладных задач, как, например, в работах

5Rolewicz, S. Metric Linear Spaces / S. Rolewicz. — Warsaw: PWN, 1985.
6Вовк, С.М. Постановка задач определения линейных параметров сигналов в квазиномированных про-

странствах / С.М. Вовк, В.Ф. Борулько // Известия высших учебных заведений. Радиоэлектроника. — 2010.
— Т. 53, № 7. — С. 31–42.

7Александров, А.Б. Квазиномированные пространства в комплексном анализе: дис. . . . док. физ-мат. на-
ук / А.Б. Александров. – Ленинград, 1983.

8Крепкогорский, В.Л. Квазиномированные пространства функций, рационально аппроксимируемых в
норме ВМО / В.Л. Крепкогорский // Известия высших учебных заведений. Математика. — 1990. — № 3.—
С. 38–44.

9Kalton, N. Quasi-Banach Spaces / N. Kalton // Handbook of the Geometry of Banach Spaces, Vol. 2, Edit.
by W. Johnson and J. Lindenstrauss. – Amsterdam: Elsevier, 2003. — P. 1099–1130.
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С.Я. Новикова10 и Дж.Д. Хардке11.
Таким образом, изучение указанных математических моделей в квазибана-

ховых пространствах последовательностей является актуальным.
Постановка задачи. Пусть {λk} ⊂ R+ – монотонная последовательность

такая, что lim
k→∞

λk = +∞. Следуя Дж.К. Аль-Делфи12, введем в рассмотре-
ние квазисоболевы пространства последовательностей `mq . Пусть далее Qn (λ) =
n∑
i=0

ciλ
i и Rs (λ) =

s∑
j=0

djλ
j – многочлены с действительными коэффициентами,

не имеющие общих корней, степеней n и s, соответственно, причем n < s и
dscn < 0. Рассмотрим операторы Qn(Λ)u = {Qn(λk)uk}, где {uk} ∈ `m+2n

q и
Rs(Λ)u = {Rs(λk)uk}, n ∈ N, где {uk} ∈ `m+2s

q . Положим U = `m+2n
q ,F = `mq ,

m ∈ R, q ∈ R+. По построению оператор Qn(Λ) ∈ L(U;F), а оператор Rs(Λ) ∈
Cl(U;F), dom Rs(Λ) = `m+2s

q .
Рассмотрим класс эволюционных уравнений

Qn(Λ)u̇ = Rs(Λ)u (6)

в квазисоболевых пространствах. Отметим, что все описанные ранее матема-
тические модели в дальнейшем редуцируются к уравнению вида (6). Аналити-
ческое исследование указанного класса математических моделей проводится в
рамках операторной теории уравнений соболевского типа. Положив L = Qn(Λ),
M = Rs(Λ), редуцируем уравнение (6) к абстрактному уравнению соболевского
типа

Lu̇ = Mu. (7)

Вектор-функция u ∈ C∞(R+;U) называется решением уравнения (7), если при
подстановке она обращает (7) в тождество. Решение u = u(t) такого уравнения,
удовлетворяющее условию

u(0) = u0, (8)

при заданном u0 ∈ U, называется решением задачи Коши.
Известно, что задача Коши (8) для уравнения (7) не разрешима при произ-

вольных начальных данных, поэтому для приложений целесообразным являет-
ся рассмотрение также задачи Шоуолтера–Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (9)
10Новиков, С.Я. Об особенностях оператора вложения симметричных функциональных пространств на

[0, 1] / С.Я. Новиков // Математические заметки. — 1997. — Т. 62, вып. 4. — С. 549–563.
11Hardtke, J.D. A Remark on Condensation of Singularities / J.D. Hardtke // Journal of mathematical physics,

analysis, Geometry. — 2013. — V. 9, № 4. — P. 448–454.
12Аль-Делфи, Дж.К. Квазисоболевы пространства `mp / Дж.К. Аль-Делфи // Вестник ЮУрГУ. Серия:

Математика. Механика. Физика. – 2013. – Т. 5, № 1. – С. 107–109.
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где P – проектор на образ разрешающей группы операторов уравнения (7).
Отметим, что задача Шоуолтера–Сидорова в невырожденном случае совпадает
с задачей Коши, а в вырожденном — может быть решена при произвольных
начальных данных.

В работе изучается разрешимость начальных задач (8) и (9) как для урав-
нения (7), так и для неоднородного уравнения вида

Lu̇ = Mu+ f, (10)

где f : [0, τ ]→ F отвечает внешнему воздействию на систему. Подчеркнем, что
при решении задачи (8), (10) необходимо дополнительное условие «согласова-
ния начальных данных».

Целью работы является аналитическое и численное исследование класса
эволюционных математических моделей в квазисоболевых пространствах при
описании гидро- и термодинамических процессов, с разработкой методов и ал-
горитмов численного решения и реализацией их в виде комплекса программ.
Достижение поставленной цели реализуется решением следующих задачи:

1. Разработать аналитический метод исследования класса эволюционных ма-
тематических моделей на основе теории вырожденных голоморфных полугрупп
в квазибанаховых пространствах последовательностей; изучить качественные
свойства решений в виде условий существования дихотомий с построением ин-
вариантных пространств.

2. Исследовать в квазисоболевых пространствах аналоги математической мо-
дели Дзекцера; обобщенной математической модели Фишера – Колмогорова;
математической модели диффузии четвертого порядка; математической модели
Кана – Хилларда с начальными условиями Шоуолтера – Сидорова или Коши.

3. Разработать численный метод исследования задачи Коши для класса эво-
люционных математических моделей в квазисоболевых пространствах.

4. Разработать комплекс программ нахождения численного решения задачи
Коши для моделей, рассматриваемых в квазисоболевых пространствах.

5. Провести вычислительные эксперименты для исследуемых математиче-
ских моделей.

Методы исследования. В основе аналитического исследования вырожден-
ных эволюционных уравнений лежит построение вырожденных разрешающих
полугрупп операторов, дающих классическое решение задачи (7), (8). При по-
строении теории вырожденных голоморфных полугрупп операторов в квазиба-
наховых пространствах последовательностей в диссертации используются клас-
сические методы функционального анализа, теории линейных ограниченных
операторов, спектральной теории. Для построения операторов разрешающих
полугрупп, по аналогии с классическими результатами, используются преобра-
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зование Лапласа операторнозначных функций в квазибанаховых пространствах
последовательностей и свойство метризуемости квазибанаховых пространств.

При численном исследовании класса эволюционных математических моде-
лей получены приближенные решения на основе модифицированного проекци-
онного метода. Сходимость приближенного решения к точному теоретически
обоснована сходимостью соответствующих рядов.

Научная новизна заключается в полученных результатах:
В области математического моделирования:
Впервые проведены аналитическое и численное исследования класса эволю-

ционных математических моделей в квазисоболевых пространствах при описа-
нии процессов в области термо- и гидродинамики. Создана теоретическая осно-
ва для качественного и численного исследования изучаемых моделей: доказана
однозначная разрешимость задачи Коши и задачи Шоуолтера – Сидорова для
эволюционных операторно-дифференциальных уравнений, а также получены
условия существования экспоненциальных дихотомий решений.

В области численных методов:
Разработаны новые алгоритмы численных методов, использующие идеи

проекционных методов, позволяющие находить приближенные решения изуча-
емых математических моделей в квазисоболевых пространствах. Установлена
сходимость приближенных решений к точному.

В области комплексов программ:
Разработан комплекс программ нахождения приближенного решения зада-

чи Коши для класса эволюционных математических моделей в квазисоболе-
вых пространствах. Разработанный комплекс программ позволяет: проводить
вычислительные эксперименты для изучаемых моделей как в квазисоболевых
пространствах, так и в стандартных пространствах.

Все результаты, выносимые на защиту, являются новыми и получены авто-
ром лично. Достоверность полученных результатов обеспечена полными дока-
зательствами всех утверждений, соответствующими современному уровню ма-
тематической строгости.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертаци-
онной работы, полученные при исследовании математических моделей, вносят
вклад в теорию линейных эволюционных операторно-дифференциальных урав-
нений в квазисоболевых пространствах, получены достаточные условия одно-
значной разрешимости задач Коши и Шоултера – Сидорова для эволюцион-
ного линейного операторно-дифференциального уравнения в квазибанаховых
пространствах, построены численные методы решения задачи Коши для таких
уравнений, показана сходимость численных методов. Алгоритмы численных ме-
тодов реализованы программно и позволяют получать численное решение и
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наглядное представление о поведении приближенных решений эволюционных
моделей термо- и гидродинамики с условием Коши в графическом виде. Ре-
зультаты, полученные при исследовании математических моделей, применимы
в гидродинамике, в термодинамике при изучении процессов фильтрации, плав-
ления, кристаллизации, а также различных диффузионных процессов. Кроме
того, полученные результаты создают основу для исследования других эволю-
ционных математических моделей в квазисоболевых пространствах.

Апробация работы. Результаты работы апробированы на конференци-
ях: Международной конференции по дифференциальным уравнениям и дина-
мическим системам (Суздаль, 2014), Всероссийском симпозиуме по приклад-
ной и промышленной математике (Сочи, 2015), Международной научной кон-
ференции «Спектральные задачи, нелинейный и комплексный анализ» (Уфа,
2015), Ежегодных конференциях аспирантов и докторантов ЮУрГУ (Челя-
бинск, 2014, 2015), Зимних воронежских математических школах (Воронеж,
2014, 2016), Международной научно-практической конференции «Приоритет-
ные научные исследования и разработки» (Саратов, 2016). Результаты докла-
дывались на семинаре профессора Г.А. Свиридюка.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в научных работах
[1 – 12], при этом статьи [1 – 3] опубликованы в ведущих российских рецензи-
руемых научных журналах и изданиях, рекомендованных ВАК, 2 статьи [1, 2]
– в издании, индексируемом базой данных Web os Science, 5 статей [1 – 3, 6,
7] – в изданиях, индексируемых базой данных Zentralblatt Math. Список работ
приводится в конце автореферата. В совместных с научным руководителем ра-
ботах научному руководителю принадлежит постановка задачи, в диссертацию
вошли только результаты, полученные ее автором.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав,
заключения, списка литературы и приложения. Объем диссертации составляет
125 страниц. Список литературы содержит 115 наименований.

Краткое содержание диссертации

Во введении приводится постановка задачи, ставится цель исследования, опи-
сываются методы исследования и обосновывается актуальность, теоретическая
и практическая значимость проведенного исследования.

Первая глава содержит пять параграфов, в которых описаны эволюцион-
ные процессы термо- и гидродинамики, описаны квазисоболевы пространства
и проведена редукция исследуемых процессов к абстрактным эволюционным
уравнениям в этих пространствах. Все результаты данной главы на защиту не
выносятся.

В пп. 1.1 – 1.3 описаны математические модели Дзекцера, Кана – Хилларда
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и диффузии четвертого порядка, а также обобщенная математическая модель
Фишера – Колмогорова.

В п. 1.4 приведены понятия ограниченных, непрерывных, замкнутых опера-
торов в квазибанаховых пространствах последовательностей, а также резуль-
таты, полученные Дж.К. Аль-Делфи.

В п. 1.5 даны определения и понятия квазисоболевых пространств, кон-
струкция квазиоператора Лапласа, представленные в работах Дж.К. Аль-Делфи.
Кроме того, здесь проведена редукция рассматриваемых моделей к абстракт-
ному эволюционному уравнению в квазисоболевых пространствах.

Вторая глава посвящена аналитическим методам исследования класса эво-
люционных математических моделей в квазисоболевых пространствах и состо-
ит из шести параграфов.

В п. 2.1 рассмотрены свойства относительных резольвент в квазибанаховых
пространствах последовательностей и введено понятие относительно сектори-
ального оператора.

Назовем оператор M секториальным относительно оператора L (или L-
секториальным), если существуют константы K > 0, a ∈ R, θ ∈ (π/2, π)
такие, что сектор

SLa,θ(M) = {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ, µ 6= a} ⊂ ρL(M), (11)

и max
{
L(U)

∥∥RL
µ(M)

∥∥ , L(F)

∥∥LLµ(M)
∥∥}≤ K

|µ− a|
∀µ∈SLa,θ(M). (12)

Здесь и далее символом V ‖·‖ обозначена квазинорма в соответствующем про-
странстве V.

В п. 2.2 доказано существование вырожденных голоморфных разрешающих
полугрупп для однородного уравнения соболевского типа в квазисоболевых про-
странствах, расщепление пространств, действий операторов.

Отображение V • ∈ C∞(R+;L(U)) называется полугруппой разрешающих
операторов (или просто разрешающей полугруппой) уравнения (7), если

(i) U sU t = U s+t ∀s, t ∈ R+;
(ii) для любого u0 ∈ U функция u(t) = U tu0 будет решением этого уравнения.
Полугруппа {U t : t ∈ R+} называется равномерно ограниченной, если

∃M > 0 ∀t > 0 L(U)‖U t‖ ≤ K;

аналитической, если она аналитически продолжима в некоторый сектор, со-
держащий луч R+.

Теорема 1 (2.2.1) Пусть операторы L, M такие, как выше, причем Re µk =
Rs(λk)
Qn(λk) ≤ 0. Тогда
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(i) операторы L и M порождают на пространствах U и F голоморфные
полугруппы {U t : t ∈ R+} и {F t : t ∈ R+} соответственно, имеющие вид

U t=
1

2πi

∫
Γ

RL
µ (M) eµtdµ ∈ L (U) F t=

1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)eµtdµ ∈ L(F) (13)

при t ∈ R+, где контур Γ ⊂ ρL(M) таков, что |argµ| → θ при µ→∞, µ ∈ Γ.
(ii) Существуют единицы полугрупп, являющиеся проекторами P ∈ L(U)

и Q ∈ L(F) заданные формулами

P =

{
I, если λk не корень Qn(λ) для всех k ∈ N;
I−

∑
k∈N:k=`

< ., ek > ek, если существует ` ∈ N : λ` – корень Qn(λ),

(проектор Q строится аналогично), расщепляющие пространства U и F в
прямые суммы

U=U0 ⊕ U1, F=F0 ⊕ F1;

(iii) Имеет место расщепление действий операторов Lk ∈ L(Uk;Fk), Mk ∈
Cl(Uk;Fk), k= 0, 1, существуют операторы M−1

0 ∈ L(F0;U0), L−1
1 ∈ L(F1;U1);

(iv) операторы H=M−1
0 L0 (G=L0M

−1
0 ) нильпотентны, а S=L−1

1 M1: domM∩
U1 → U1 и T=M1L

−1
1 :M [domM ] ∩ F1 → F1 секториальны.

П. 2.3 содержит исследование однозначной разрешимости обобщенной за-
дачи Шоуолтера – Сидорова для эволюционного уравнения соболевского типа
в квазисоболевых пространствах. Введено понятие фазового пространства для
исследуемого уравнения в квазисоболевых пространствах.

Множество P ⊂ U называется фазовым пространством уравнения (7), если
(i) любое решение v(t) уравнения (7) лежит в P, т.е. v(t) ∈ P ∀t ≥ 0;
(ii) для любого v0 ∈ P существует единственное решение задачи (7),(8).

Теорема 2 (2.3.2) Множество U1 = imRL
µ(M) = imU • является фазовым

пространством уравнения (7).

В п. 2.4 исследована разрешимость задачи Коши для неоднородных уравнений
рассматриваемого класса.

Теорема 3 (2.4.2) Пусть операторы L,M определены выше, вектор-функция
f(t) аналитична на [0, τ ]. Тогда для любого начального значения

u0 ∈ Pf = {u ∈ domM : (I − P )u = −M−1
0 (I −Q)f(0)}

существует единственное решение u ∈ C1((0, τ ];U) задачи (8),(10), имеющее
вид

u(t) = U tu0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds−M−1

0 (I −Q)f(t).

10



Пп. 2.5 и 2.6 содержат аналитические исследования модели Дзекцера и
обобщенной модели, включающей математические модели Кана – Хилларда,
Фишера – Колмогорова и модель диффузии четвертого порядка в квазисоболе-
вых пространствах. Для математической модели Дзекцера справедливо

Следствие 1 (2.5.2) При любых m,λ, β ∈ R, τ, q, α ∈ R+, u0 ∈ U, функциях
f 0 ∈ C1((0, τ);F0) и f 1 ∈ C((0, τ);F1) существует единственное решение u ∈
C1((0, τ);U) задачи (8) для уравнения (λ+Λ)ut= ( − αΛ2+βΛ)u+f , имеющее
вид u(t) = −M−1

0 f 0(t) + U tu0 +
∫ t

0 U
t−sL−1

1 f 1(s)ds, где

F0=

{
{0} , если λk 6= −λ при всех k ∈ N;
{f ∈ F:fk= 0, k ∈ N\{`:λ`=− λ}} .

F1=

{
F, если λk 6= −λ при всех k ∈ N;
{f ∈ F:fk= 0,λk=− λ}.

M−1
0 =

{
O, если λk 6= −λ при всех k ∈ N;∑
k∈N:λk=−λ

(αλ2
k+βλk)

−1ek.

U t=


∞∑
k=1

eµkt<., ek>ek, если λk 6= −λ;∑
k∈N:k 6=`

eµkt<., ek>ek, если λ`=− λ.

L−1
1 =


∞∑
k=1

(λ−λk)−1<., ek>ek, если λk 6= −λ при всех k ∈ N;∑
k∈N:k 6=`

(λ−λk)−1<., ek>ek, если λ`=− λ.

Здесь µk= (αλ2
k+βλk)(λ−λk)

−1.

Рассмотрим модели Фишера – Колмогорова, Канна – Хилларда и диффузии
четвертого порядка в рамках уравнения

ut = (−αΛ2 + βΛ + γ)u+ f, β, γ ∈ R, α ∈ R+, (14)

в квазисоболевых пространствах U=`mq и F=`mq , m ∈ R, q ∈ R+.
Следствие 2 (2.6.2) При любых m,β, γ ∈ R, τ, q, α ∈ R+, u0 ∈ U, f ∈
C((0, τ);F) существует единственное решение u ∈ C1((0, τ);U) задачи (8) для
уравнения (14), которое к тому же имеет вид

u(t) =
∞∑
k=1

eµkt<u0, ek>ek +

∫ t

0

∞∑
k=1

eµk(t−s)<f(s), ek>ekds,

где µk = −αλ2
k + βλk + γ.

Третья глава состоит из шести параграфов и посвящена изучению свойств
решений класса эволюционных математических моделей, а также их числен-
ному исследованию. В п. 3.1 доказана относительно спектральная теорема в
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квазисоболевых пространствах в относительно секториальном случае и полу-
чены условия, при которых существуют инвариантные пространства для пары
эквивалентных уравнений соболевского типа. Доказана теорема о том, что при
определенных условиях решения пары эквивалентных уравнений соболевского
типа обладают экспоненциальной дихотомией.

В п. 3.2 изучаются свойства решений моделей Дзекцера, и обобщенной мо-
дели, включающей модели Кана – Хилларда, Фишера – Колмогорова и модель
диффузии четвертого порядка в квазисоболевых пространствах.

П. 3.3 содержит описание алгоритмов построения приближенного решения
эволюционных математических моделей как в квазисоболевых, так и в банахо-
вых пространствах. Для нахождения приближенного решения ṽ(t) используется
представление

ũ(t) =
N∑
k=1

uk(t)ek (15)

где N ∈ N, необходимо, брать таким, чтобы, во-первых, учесть вырожденность
уравнения и, во-вторых, достичь требуемой точности ε. Выражение (15) для
uN(x, t) подставляется в (6), в результате получается конечная система урав-
нений. В зависимости от параметров математической модели, уравнения в ней
являются дифференциальными или алгебраическими. После проверки принад-
лежности начальных данных фазовому пространству, находятся функциональ-
ные коэффициенты uk(t), k = 1, ..., N (с начальными условиями или без них).

Отметим, что разработанный численный метод позволяет находить прибли-
женное решение в квазисоболевых пространствах по начальной последователь-
ности с заданной точностью. Кроме того, если параметр квазинормы q ≥ 2,
метод применим для нахождения приближенного решения различных эволю-
ционных математических моделей в пространствах Соболева.

В п. 3.4 описываются программы, реализующие алгоритмы, описанные в п.
3.3. Разработанная программы позволяет:

1. Ввести многочлены от квазиоператора Лапласа и рассмотреть эволюци-
онные математические модели в квазисоболевых пространствах.

2. Учесть вырожденность математической модели и применить метод фазо-
вого пространства.

3. Найти необходимое для достижения заданной точности ε количество нену-
левых членов приближенного решения.

4. Найти и вывести приближенное решение задачи.
5. Получить графическое изображение компонент полученного решения в

зависимости от времени.
Пункты 3.5 и 3.6 содержат результаты вычислительных экспериментов,
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иллюстрирующие разработанные численные методы.

Пример 1 Требуется найти численное решение математической модели (6),
(8), где Q1(λ) = 2 − λ, R2(λ) = λ2, λk = k2, начальная последовательность
u0 = {u0k} = { 1

k2}, q = 0.5, m = 1, T = 0.5. Для ε = 0.1 получены следующие
результаты:
ũ(t)=(et, 0.25 e−8t, 0.11 e−11.57t, 0.06 e−18.29t, 0.04 e−27.17t, 0, 0, ..., 0,...).

Так как µ1 = 1 > 0, то уравнение (6) обладает экспоненциальной дихотомией.
График решения изображен на рисунке 1.

Рис. 1: Компоненты решения из примера 1

Представим результаты вычислительных экспериментов для математической
модели Дзекцера

(λ−∆)wt = (β∆− α∆2)w, λ, β ∈ R, α ∈ R+ (16)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ [0, l] (17)

w(0, t) = w(l, t) = wxx(0, t) = wxx(l, t) = 0, t ∈ [0, τ ] (18)

в банаховых пространствах U = Wm+2
2 (0, l) и F = Wm

2 (0, l), m ∈ {0} ∪ N.
Пример 2 Требуется найти численное решение математической модели (16) –
(18), где λ = −4, β = 0, α = 1,m = 1, l = π, τ = 0.4, начальная функция
w0(x) = sinx+ 3 sin 2x. Математическая модель (16) – (18) вырождена. В этом
случае начальная функция не принадлежит фазовому пространству уравнения
(16), программа выдает сообщение: «Нет решений».

Пример 3 Требуется найти численное решение математической модели (16) –
(18), где λ = −4, β = 0, α = 1,m = 1, l = π, τ = 0.4, начальная функция
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w0(x) =
∑
k 6=2

1
k2 sin kx. Очевидно, что λk = k2 и ϕk = sin kx являются собствен-

ными значениями и и собственными функциями оператора −∆ с однородным
граничным условием Дирихле. Математическая модель (16) – (18) вырождена,
причем начальная функция принадлежит фазовому пространству уравнения
(16). Тогда при заданной точности ε = 0.1 в результате работы программы по-
лучаем ũ(t)=(e0.33t, 0, 0.11e−16.2t, 0, 0,..., 0,...) – коэффициенты приближенного
решения. На рисунке 2 представлены их графики. Так как µ1 = 0.33 > 0, то
уравнение (16) обладает экспоненциальной дихотомией, первая компонента ре-
шения растет, остальные – убывают. Приближенное решение (16) – (18) имеет
вид w̃(x, t)=e0.33t sinx + 0.11e−16.2t sin 3x, его график изображен на рисунке 3.

Рис. 2: Коэффициенты решения из
примера 3 Рис. 3: График решения примера 3

В заключении представлены выводы о результатах исследования, а так-
же указаны рекомендации по использованию научных выводов и перспективы
развития тематики работы.

Результаты выносимые на защиту:
В рамках развития качественных и приближенных аналитических мето-

дов исследования математических моделей получены:
1. Достаточные условия существования решений аналогов моделей Дзекцера,

Фишера – Колмогорова, диффузии 4-го порядка и Кана – Хилларда в квазисо-
болевых пространствах с различными начальными условиями.

2. Достаточные условия существования решений класса эволюционных ма-
тематических моделей с начальным условием Шоуолтера – Сидорова или Коши
в квазисоболевых пространствах.

14



3. Достаточные условия существования инвариантных пространств решений
и их дихотомий для аналогов моделей Дзекцера, Фишера – Колмогорова, диф-
фузии 4-го порядка и Кана – Хилларда в квазисоболевых пространствах.

4. Достаточные условия существования инвариантных пространств решений
и их дихотомий для класса эволюционных математических моделей в квазисо-
болевых пространствах.

В рамках разработки, обоснования и тестирования эффективных вычис-
лительных методов с применением современных компьютерных технологий
получены:

5. Алгоритм численного метода исследования класса эволюционных матема-
тических моделей в квазисоболевых пространствах. 6. Сходимость численного
метода приближенного решения математических моделей в рамках задачи Ко-
ши для класса эволюционных математических моделей в квазисоболевых про-
странствах.

В рамках реализации эффективных численных методов и алгоритмов в ви-
де комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычис-
лительных экспериментов получены:

7. Программа, реализующая алгоритм численного метода исследования клас-
са эволюционных математических моделей в квазисоболевых пространствах.
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